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求解多目标优化问题的分级变异量子进化算法
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摘　要 : 分析量子进化算法和免疫算子的特点 ,提出一种分级变异的量子进化算法 ,用于求解多目标优化问题.算法

主要基于两个策略 :首先 ,利用快速非受控排序和密度距离计算种群抗原2抗体的亲和度 ;然后 ,基于亲和度排序将个

体进行分级 ,最优分级中的个体作为算法中的最优个体 ,大部分实施量子旋转更新和免疫操作 ,而剩余分级中的个体

实施免疫交叉操作以获得新的个体补充种群.求解多目标 0/ 1背包问题的实验结果表明了该算法的有效性.
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Abstract : Based on quatum2inspired evolutionary algorithm and immune operator , a quantum2inspired immune

evolutionary algorithm with classified mutation is p roposed. The following two main st rategies are int roduced. First ,

the fast nondominated sorting and crowding distance calculation are used in the algorithm to compute the affinity

between antigens and antibodies of the population. Then , the sorted population is classified into several group s. The

individuals in the best group are utilized to update individuals in other groups. Most of the individuals perform immune

operator and Q2gate update. And the lef t individuals perform quantam crossover to gain new individuals to the new

generation population. Finally , the proposed algorithm is used for solving multiobjective 0/ 1 knapsack problem and

the result s show it s effectiveness.
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1　引　　言
与单目标优化问题 ( SO Ps)不同 ,多目标优化问

题 ( MOPs)存在多个最优解[1 ] ,通常需要满足解的

收敛性和多样性.自 David Schaffer [2 ]首次将进化算

法应用于求解多目标优化问题 ,提出了向量评估遗

传算法之后 ,出现了许多成功的多目标进化算法

(MO EA) .典型的多目标进化算法有 Deb等[3 ]提出

的非劣排序遗传算法 (NSGA) , Zitzler 等[4 ]提出的

强 Pareto 演化算法 ( SPEA)等.与其他多目标优化

算法一样 ,这些算法设计的最主要的两个目标是解

的收敛性和多样性[1 ] .

量子进化算法 (Q EA) [5 ,6 ]和基于免疫原理的量

子进化算法[7211 ]的本质是概率进化算法.与经典的

进化算法相比具有很多优点 ,例如 :保持了群体多样

性和全局寻优能力 ;利用规模较小的群体得到较好

的性能 ;保存进化过程中个体历史信息等[5 ,6 ] . Q EA

在单目标优化和组合优化中显示其优良特性.但是 ,

Q EA进化的随机性不好把握 ,收敛方向无法有效控

制 ,容易陷入局部最优 ,这些问题很难克服.特别针

对多目标优化问题 ,在 Q EA中 ,由于最优解的局部2
全局迁移可能破坏多样性 ,对 MOPs的求解有负面

作用 ,并不适合高维多解的 MO Ps[7 ,8 ] .
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本文以求解多目标优化问题为例 ,分析量子进

化算法和免疫算子的特点 ,提出一种分级变异量子

进化算法 (CMQ EA)来求解多目标优化问题.算法

主要基于两个策略 :1)利用快速非受控排序和密度

距离计算种群抗原2抗体的亲和度 ;2)经适应度排序

后个体被分级 ,最优分级中的个体作为量子进化算

法中的最优个体 ,大部分个体则实施量子旋转更新

和免疫操作 ,而其余分组中的个体实施免疫交叉操

作.通过实施这两个策略 ,可满足解的收敛性和多样

性.

2　多目标优化概念及原理
考虑含有 n个自变量 m个目标函数的多目标优

化问题 (MOP) [1 ] .

定义 1 (MO P) 　MOP ( x , y) , min y = f ( x) .其

中

x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) ∈ X ∈Rn ,

y = ( y1 , y2 , ⋯, y m ) ∈Y ∈Rm ,

x为决策 (参数) 向量 , X为决策空间 , y为目标向量 ,

Y为目标空间.

定义 2 ( Pareto关系) 　称决策向量 x优于 x′,

记为 x : x′,当且仅当 :

1) Π i ∈{ 1 ,2 , ⋯, m} : f i ( x) ≤ f i ( x′) ;

2) ϖ j ∈{ 1 ,2 , ⋯, m} : f j ( x) < f j ( x′) .

定义3 ( Pareto最优解) 　称 x ∈X为集合A ( Α
X) 上的非受控解 ,当且仅当 Πa ∈A : a ; x .特别

地 ,若 A = X ,则称 x为 Pareto最优解.

定义 4 (非受控解集与其前沿) 　设 A Α X ,令

non ( A) = { x ∈ A : x 是 A 上的非受控解} ,则集

non ( A) 称为 A上的非受控解集.对应目标向量空间

中的解集 f ( non ( A) ) 称为 A 上的非受控前沿.

定义 5 ( Pareto 最优解集与 Pareto 前沿) 　令

X 3 = { x ∈X : Π x′∈X , s. t . x′; x} ,则集 X 3 称

为 Pareto最优解集 ,记为 Pt rue ;对应的目标向量空间

中的解集 Y 3 = { y = f ( x) , x ∈X 3 }称为 Pareto前

沿 ,记为 PFtrue . 其中 , Ptrue 和 PFtrue 由具体的多目标

优化问题中各目标函数所决定 ,是一个确定的不变

集合.由优化算法所发现的非劣最优解组成的集合

记为 Pknown 和 PFknown
[1 ] .

3　分级变异量子进化算法
3 . 1　量子进化算法

Q EA以量子计算的一些概念和理论为基础 ,采

用量子比特 (Q2bit) 染色体编码. 在量子进化算法

中 ,最小的信息单元为 1个量子比特. 1个量子比特

的状态可以取值为 0或 1 ,或任一叠加态 ,可表示为

|ψ〉=α| 0〉+β| 1〉. (1)

式中 :α和β为代表相应状态概率幅的 2个复数.α和

β满足下列归一化条件 :

|α| 2 +|β| 2 = 1 . (2)

|α| 2和 |β| 2分别表示Q2bit处于状态 0和状态 1的

概率.常用的量子旋转门为

U (Δθi ) =
cos (Δθi ) - sin (Δθi )

sin (Δθi ) co s (Δθi )
. (3)

Q EA采用量子门作用于量子位概率幅度来保

持种群的多样性 ,因此量子门更新的方式是Q EA的

关键.直接采用基于量子比特的编码方式 ,考虑到式

(2) 的约束性 ,编码方案如下 :

Qt =
αt

i1

βt
i1

αt
i2

βt
i2
⋯
αt

im

βt
im

. (4)

式中 : i = 1 ,2 , ⋯, n; j = 1 ,2 , ⋯m ; n是种群规模 ; m

是量子位数 ,即在解区间内随机产生均匀分布的实

数序列作为初始种群.

由 Q( t) 生成 P( t) ,通过观察 Q( t) 的状态产生

一个二进制串的集合 P( t) ,其中每一位为 0 或 1 ,

则根据测量量子比特结果的出现概率 ( | αt
ij | 2 或

|βt
ij | 2 , i = 1 ,2 , ⋯, n; j = 1 ,2 , ⋯, m ; t为迭代代数)

产生[0 ,1 ]随机数 R.若 R大于 |βt
ij | 2 ,则取值为 1 ;

否则为 0 .

3 . 2　算法步骤

经典Q EA [5 ,6 ]显然忽视了先验知识对求解问题

的帮助作用 ,而基于免疫原理的 Q EA [9213 ] 对最优个

体的旋转更新又不适用于多目标优化.因此 ,本文在

经典 Q EA和基于免疫原理的 Q EA 结构的基础上 ,

引入多目标优化亲和度排序和分级变异的免疫操作

对 Q( t) 和 P( t) 进行操作.算法的具体步骤如下 :

　procedure CMQ EA

　 begin

Step1 : Q( t) , P( t) 初始化

1) t ←0 ;

2) 初始化 Q( t) ;

3) 由 Q( t) 生成 P( t) ;

4) 评价 P( t) ;

while (not termination condition) do

begin

Step2 : 由 Q( t - 1) 生成 P′( t)

1) t ← t + 1 ;

2) 由 Q( t - 1) 生成 P′( t) ;

3) 评价 P′( t) ;

Step3 : 对 P( t - 1) ∪ P′( t) 进行亲和度排序 ,

生成新一代 P( t)

1) 确定 P( t - 1) ∪P′( t) 中个体的非受控级别

并排序 ;

2) 确定 P( t - 1) ∪P′( t) 中个体在相同受控级
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别中的密度距离并排序 ;

3) 取排序后前 N 个个体组成 P ( t) 及相应的

Q′( t) ;

Step4 : 对 P( t) 种群分级 Pl ( t) Pm ( t) Pn ( t) 进

行混合免疫操作生成 Q( t)

1) 经过亲和度排序的 P( t) 被分为{ G1 , G2 , ⋯,

Gn} 个组 , 其中 : G1 作为 Pl ( t) , G2 ～ Gn- 1 作为

Pm ( t) , Gn 作为 P n ( t) ;

2) 从 Pl ( t) 中采用二进制随机竞赛选择方法 ,

对相应 Ql ( t) 进行个体间单点变异生成 Q′l ( t) ;

3) 将 Pl ( t) 中的个体作为最优个体 ,对 Pm ( t)

进行量子旋转变异生成 Q′m ( t) ,对 Q′m ( t) 进行个体

内交叉操作生成 Q″m ( t) ;

4) 由 Pl ( t) 和 Pn ( t) 进行个体间全交叉生成

Q′n ( t) ;

5) Q′l ( t) ∪Q″m ( t) ∪Q′n ( t) 生成 Q( t) ;

End ;

输出 P( t) ;

　End.

3 . 2 . 1　种群初始化及生成 P( t)

在初始化群体 Q(0) 中 ,所有的量子染色体都被

初始化为相同的常数 (α=β= 1/ 2) .这表明 ,一个

量子染色体以相同的概率表示了所有可能的线性叠

加态.

3 . 2 . 2　多目标优化亲和度排序

适应度排序采用偏序排名[3 ] .排序过程如下 :非

受控目标向量暂时保存以备查找下一个非受控目标

向量 ;通过 Pareto 关系确定该向量在种群中的级

别 ,该过程迭代 ,直到所有个体都被分类到指定级

别 ,即种群中每个个体的非受控级别 ( irank ) .级别数

越小 ,则亲和度越大 ,从而保证了最优个体得到保

存.对于级别相同的个体 ,则计算与同级别其他个体

的密度距离 ( idistance ) ,距离越大 ,则亲和度越大 ,从而

保证了种群的个体多样性.因此 ,偏序排名 ≥n 可定

义为 i ≥n j ,if ( irank < j rank ) 或 ( ( irank = j rank ) and

( idistance > jdistance ) ) .

3 . 2 . 3　种群分级

种群分级过程如图 1所示. 经过亲和度排序的

种群被分为{ G1 , G2 , ⋯, Gn} 个组 ,设种群个体数目

为 N , G1 中的个体数为 t ,则其余组的个体个数为[8 ]

S i =
N - t

t
, i = 2 , ⋯, n - 1 ;

S n = N - ∑
n- 1

i = 1
S i . (5)

前 t个个体作为量子变异的最优个体分组 G1 ,

即 Pl ( t) ;其余的个体分在 G2～ Gn- 1 ,即 Pm ( t) .设个

图 1　种群分级比较流程图

体在 G2～ Gn- 1中 ,且排序为 ith ,则其观测器为 G1中

的 i - t
( N - t) / t

+ 1 ,剩余的个体为 Pn ( t) .

3 . 2 . 4　更新操作

量子染色体的更新采用式 (3) 所示的旋转门

U (Δθi ) ,则每一位量子比特值的更新公式为

α′i

β′i
=

cosθi - sinθi

sinθi cosθi

αi

βi

, (6)

式中旋转角度θi的值由 s (αiβi )Δθi给出.其中 :Δθi控

制着算法收敛的速度 , s (αiβi ) 则决定了向全局最优

解收敛的方向.Δθi和 s (αiβi ) 的取值可由表 1查询得

到.

表 1　θ的查询表

x i bi
f ( x) ≥

f ( b)
Δθi

s(αiβi)

αiβi > 0 αiβi < 0 αi = 0 βi = 0

0 0 False 0 0 0 0 0

0 0 True 0 0 0 0 0

0 1 False 0 0 0 0 0

0 1 True δ - 1 + 1 ±1 0

1 0 False δ - 1 + 1 ±1 0

1 0 True δ + 1 - 1 0 ±1

1 1 False δ + 1 - 1 0 ±1

1 1 True δ + 1 - 1 0 ±1

本文将δ视为一个可调整搜索步长大小的变

量 ,即

δ=θ0 exp (1 - t/ T) exp ( i/ N) . (7)

式中 :θ0 为初始旋转角度 , t为进化代数 , T为最大进

化代数 , i为个体亲和度排序的位置 , N为种群规模.

3 . 2 . 5　免疫操作

进化算法搜索后期由于其算法的盲目性和随机

性 ,将会出现退化早熟现象.为了防止这类现象的发

生 ,应增大优良个体的比例以减少坏个体的不良影

响 ,即利用有用信息来指导进化.
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变异操作分为 3种 :1) 最优个体角度旋转的变

异 ;2) 交叉变异 ;3) 个体本身的变异.其中 :旋转变

异按式 (3) 和 (6) 所示 ;交叉变异采取单点交叉变异

或全交叉变异[9 ] ,即在交换相应的二进制位字符串

( P( t) ) 的过程中 ,同时交换两个个体的相应位的观

测器 Q( t) ;对于个体本身变异 ,文中采取文献 [13 ]

的方法.设某一量子位当前的幅角为 t ij ,则变异后的

幅角为π/ 2 - tij ,即交换αi 和βi .假设个体在种群中

的排名为 m ,种群个数为 n ,决策空间为 l维 ,则变异

概率 pm 为 l - ( n+1) / ( n+ m)
,这样可保证每个基因位的变

异概率在[1/ l , 1/ l ]中变化 ,而且亲和力靠前的个

体变异度较小.

4　实验及结果
4 . 1　多目标 0/ 1背包问题

多目标 0/ 1背包问题是一个典型的组合优化问

题 ,属于 N P2完全问题.可描述为 :对一给定权值集

合 w i , j (第 j 个物品在第 i个背包的重量) ,利润集合

p i , j (第 j个物品在第 i个背包的利润) 及 k个背包的

容量 ci ,求一个二进制向量 x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) ∈

(0 ,1) n ,使下式成立 :

max f ( x) = ( f 1 ( x) , f 2 ( x) , ⋯, f n ( x) ) .

s. t . ∑
n

j = 1

w i , j ·x j ≤ci , 1 ≤ i ≤k ;

f i ( x) = ∑
n

j = 1
p i , j ·x j . (8)

对于背包问题 ,有一个基本的先验知识 ,就是人

们在装包时 ,总是先选择利润 ,将权值比值大的物件

装入 ;如果背包容量过载 ,则将权值比值小的物件从

背包中拿出来.这个特征是背包问题本身的一种属

性 ,也是在解决问题时可以利用的一种特征信息和

知识.因此在这里可作为从问题中提取疫苗的一种

途径.

利用免疫相关知识 ,本文中抗体是指候选解 ,即

PFknown ;抗原是指问题的优化目标及其约束条件 ,即

式 (8) ;抗体 2抗原的亲和度是指候选解所对应的目
标函数值 ,即 PFknown 与 PFt rue 的差别 ,亲和度越大 ,

则两者差距越小.

4 . 2　性能指标和初始参数

对于多目标优化问题 ,采用不同算法所得解集

的比较通常要考虑收敛性和多样性两个方面 :首先 ,

最小化优化算法发现的非劣最优解与实际非劣最优

的距离 ;其次 ,最大化分散解从而使解集空间向量尽

可能一致和光滑.为了评价多目标优化问题非受控

解的性能 ,需要两个独立的公式 :收敛公式 ( GD) [11 ]

和差异多样性公式 (Δ) [3 ] .因为这两个公式依赖于目

标值的刻度 ,需将未归一化的目标函数值先进行归

一化处理.

为了进行对比 ,对 NSGA II ,Q IEA 和 CMQ EA

三种算法分别在 100项 ,250项和 500项背包问题上

进行仿真实验 , 采用文献[7 ]的测试数据.

CMQ EA算法的相关参数为 :群体规模 N =

1 00 , G1子群体个数10 .与本实验进行比较的算法

NSGA II的参数设置为 : 群体规模为 100 , 采用

pair2wise tournament 选择 ,二进制编码的单点交叉

和 bit2wise交叉 ,交叉概率和变异概率分别为 0 . 9和

1/ l ( l为决策空间维数) . 两种算法的实验数据是在

25 000和 50 000个评估后得到的.

4 . 3　实验结果

由于是对启发式方法 (随机搜索算法) 进行对

比实验 ,需要多次实验结果对比.图 2和图 3分别为

250和 500背包问题 ,函数评估次数为 25 000次 ,进

行 50次独立实验 ,取 GD最小的一次.从图 2和图 3

可以看出 ,在相同的评估次数下 ,CMQ EA的收敛性

均好于 NSGA II.

图 2　250背包问题性能比较

图 3　500背包问题性能比较

为进一步比较不同算法所得解的收敛性和多样

性 ,表 2和表 3列出了在不同背包数目和不同评估

次数时 ,实验所得 GD和Δ的均值和标准差.其中黑

体部分表示更好的实验结果.从表 2 和表 3 可以看

出 , CMQ EA与另外两种算法相比 ,解的收敛性和多

样性除背包数目为 100 ,评估次数为 25 000 时较差

外 ,其余都得到了更好的结果.
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表 2　GD的均值和标准差

背包
数目

评估
次数

GD ±δn

NSGAII QIEA CMQ EA

100 25 000 4. 11e23 ±7. 9e24 4. 29e23 ±1. 9e23 4. 22e23 ±1. 1e23

100 50 000 2. 62e23 ±8. 0e24 2. 48e23 ±1. 3e23 2. 19e23 ±7. 2e24

250 25 000 9. 82e23 ±1. 4e23 1. 30e22 ±2. 7e23 9. 42e23 ±1. 4e23

250 50 000 6. 17e23 ±9. 9e24 6. 10e23 ±2. 1e23 5. 67e23 ±9. 5e24

500 25 000 1. 71e22 ±2. 0e23 2. 21e22 ±5. 7e23 1. 57e22 ±2. 1e23

500 50 000 9. 71e23 ±1. 5e23 1. 30e22 ±2. 7e23 8. 45e23 ±1. 4e23

表 3　Δ的均值和标准差

背包
数目

评估
次数

�Δ±δn

NSGAII QIEA CMQ EA

100 25 000 7. 72e21 ±4. 9e22 7. 82e21 ±5. 0e22 7. 84e21 ±4. 5e22

100 50 000 7. 48e21 ±5. 1e22 8. 35e21 ±3. 7e22 7. 41e21 ±4. 5e22

250 25 000 9. 04e21 ±2. 5e22 9. 39e21 ±2. 2e22 9. 03e21 ±1. 9e22

250 50 000 8. 80e21 ±2. 6e22 9. 43e21 ±1. 8e22 8. 71e21 ±1. 7e22

500 25 000 9. 38e21 ±1. 3e22 9. 62e21 ±1. 2e22 9. 30e21 ±1. 6e22

500 50 000 9. 30e21 ±1. 6e22 9. 63e21 ±1. 1e22 9. 24e21 ±1. 4e22

本文提出的算法采用文献 [3 ]的偏序排名方法

计算群体中个体适应度的大小 ,利用偏序排名和种

群分组代替求解 SOPs的量子进化算法的局部 2全
局迁移以及种群更新 ,适合求解 MO Ps的收敛性和

多样性需求 .利用快速非受控排序 ,可使亲和度大

的个体得以保留 ( G1 ) ,防止丢失最优个体 ;同时利

用最优个体保证进化的方向性 ,从而满足算法的收

敛性条件.

其次 ,通过量子比特个体的多个观测器 ,越靠前

的个体亲和度越大.利用量子比特个体 ( G2 ～ Gn- 1 )

产生多个子个体 ,实现最优个体间的交叉 ,以及最优

个体和最差个体的全交叉 ( G1 , Gn) ,从而使子个体

能够访问候选集合附近未访问的空间 ,进而使解集

接近 Pareto前端并保持分布性.

5　结 　　论
本文针对经典量子进化算法在求解多目标问题

方面存在的不足 ,采用多目标优化亲和度排序策略

和分级变异策略对算法进行改进 ,提出了一种新的

多目标进化算法———CMQ EA.该算法在种群内部

变异和种群进化过程中 ,能有机地结合局部2全局搜
索 ,同时保持种群的多样性.仿真实验结果表明 ,新

算法在目标向量维数为二维的 Knap sack 测试集上

能取得较好的效果 ,是一种有效且稳定的算法.如何

更好地将算法用于其他 MO Ps ,包括更高维的

MOPs ,以及如何更好、更全面地评价 MO Ps 算法 ,

将是进一步要做的工作.
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不低于 0 . 6 ,

Then x ∈ X的程度不低于 0 . 6 .

即当重大错报风险和检查风险都是“高”的程

度至少为0 . 6时 ,审计风险“高”的程度至少是 0 . 6 .

If x ∈ P32 的程度不低于 0 . 8 ,

Then x ∈ Z的程度不低于 0 . 7 .

即当大错报风险和检查风险都是“低”的程度

至少为 0 . 8时 ,审计风险“低”的程度至少是 0 . 7 .等

等.

6　结 　　论
针对模糊信息系统 ,本文建立了基于优势关系

的粗糙集模型并提出了知识约简的多种定义 ;将分

辨函数引入模糊信息系统优势模糊最大分布约简 ,

定义了对象及系统的分辨函数.这种方法可以类推

到本文定义的其他约简.最后将优势模糊粗糙集模

型应用于审计风险评估 ,得到了较为可信的评估规

则.
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