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模糊互补判断矩阵一致性检验和改进方法研究
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摘　要 : 针对模糊互补判断矩阵的一致性修正问题 ,指出了模糊互补判断矩阵一致性修正方法的不足.从模糊一致

矩阵传统定义出发 ,讨论了检验模糊判断矩阵是否满足完全一致性的方法 ,推导出模糊一致性指标 ,并给出了模糊判

断矩阵一致性改进的方法.从理论上分析了该算法的可行性.这种算法不仅简便实用 ,而且为专家对原始判断信息进

行针对性修正提供了参考依据.
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Abstract : Focusing on the problem with the fuzzy complementary judgement matrices consistency , the shortcomings

of a method of improving consistency for fuzzy complementary judgement matrices are pointed out . The paper

discusses the method of testing the complete consistency of the fuzzy complementary judgement matrices. On the basis

of some theories , an algorithm is proposed to improve the fuzzy complementary judgement matrices consistency. Then

the paper analyzes the feasibility of the algorithm theoretically. The algorithm is not only simple and effective , but

also can provide a new idea for the research on att ributes sorting or some references for expert s to modify the original

judgement matrix.
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1　引　　言
在多属性决策中 ,决策者对因素 (属性或方案)

的偏好信息通常用判断矩阵的形式给出.从判断矩

阵中元素的表示方式看 ,判断矩阵有两种类型 ,即正

互反判断矩阵和模糊互补判断矩阵 (以下简称模糊

判断矩阵) .与正互反判断矩阵相比 ,模糊判断矩阵

更符合人的心理习惯 , 更容易为决策者所掌握和使

用.

目前 ,对模糊判断矩阵的一致性研究已有一些

成果[ 1215 ] .完全一致性最基本的判断方法是 ,在对角

线元素为 0. 5的前提下 ,矩阵为行等差矩阵或列等

差矩阵 ,这是一种非常理想化的结果.决策者给出的

模糊判断矩阵几乎不可能具有完全一致性.要使其

具有完全一致性需进行数学变换 ,而这些数学变换

在一定程度上会改变原判断矩阵的信息 ,所得排序

结果可能与实际专家的意见不符.由专家一次作出

的判断矩阵一般难以达到完全一致性的要求 ,但为

了保证判断矩阵排序向量的可信度和准确性 ,必须

对判断矩阵的一致性程度作一定要求 ,并对不具有

满意一致性的判断矩阵进行调整.文献 [ 1210 ]等提

出采用数学变换将模糊判断矩阵转变为完全一致性

矩阵 ,通过逼近一致矩形的方法利用偏差来确定每

次待修正的元素.这些方法各有特点 ,对判断矩阵一

致性的改善都能起到一定的作用 ,但局限性也较多 :

一是没有考虑原始判断矩阵的一致性程度 , 即使一

致性很差 ,转化后总是完全一致性模糊判断矩阵 ,
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因而由此确定的排序向量是不可信的 ;二是没有反

映决策者的调整意见 , 所得结果可能与实际情况不

符 ;三是采用逼近的思想进行元素调整 ,所构造的一

致矩阵是否能够真正反映原问题的客观情况并没有

正确的理论依据.因此 ,在实际应用中不宜采用这种

方法.

本文基于模糊一致矩阵的传统定义 , 首先给出

一致性模糊判断矩阵的若干性质 ;然后讨论模糊判

断矩阵的一致性检验问题 , 给出一个衡量模糊判断

矩阵一致性程度的指标 ;最后提出一种一致性改进

方法.实践证明 ,该方法是非常有效的 ,它具有修正

速度快、原信息丢失少、易于实现且不受排序方法的

限制等优点.

2　模糊判断矩阵的一致性检验
定义 1　设判断矩阵 A = ( aij ) n×n ,若矩阵元素

满足以下条件 :1) aij > 0 ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n) ;2) aii =

1 ( i = 1 ,2 , ⋯, n) ;3) aij = 1/ aji ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n) .

则称 A = ( aij ) n×n 为正互反判断矩阵.

若该矩阵为一致性判别矩阵 ,则具有如下特征 :

aii = 1 , aij = 1/ aji , aij = aik / ajk .

定义 2　设二元对比矩阵 P = ( pij ) n×n ,如果 pij

满足 :1) pii = 0 . 5 ( i = 1 ,2 , ⋯, n) ;2) pij + p ji = 1 ( i ,

j = 1 ,2 , ⋯, n) .则称矩阵 P为模糊互补判断矩阵.

定义 3　若模糊判断矩阵 P = ( p ij ) n×n 满足

( pik - 0 . 5) + ( pkj - 0 . 5) = pij - 0 . 5 ,

i , j , k = 1 ,2 , ⋯, n ,

则称 P满足一致性.

对于模糊判断矩阵 , 检验其是否为一致性矩阵

有如下的简单方法 :

定理 1　模糊判断矩阵 P = ( p ij ) n×n 是一致性

矩阵的充要条件是 P的任意两行的对应元素之差为

常数.

对于定理 1 ,必须强调以下几点 :

1) 当 P为一致性模糊判断矩阵时 , 尽管 P的

任意两行的对应元素之差为常数 , 但选取不同的

“行对”, 得到的这些常数一般是不同的 ;

2) 定理 1 对于 P的列仍然成立 ;

3) 当 P为一致性模糊判断矩阵时 , 由 pij = pik

- p jk + 0 . 5可得 p ik - p jk = pij - 0 . 5 ,因此

(1 - pki ) - (1 - pkj ) = p ij - 0 . 5 ,

即

pki - pkj = 0 . 5 - p ij .

故可看出 , P的第 i行、第 j行对应元素之差与 P的

第 i列、第 j列对应元素之差互为相反数.

若 P不是一致性模糊判断矩阵 ,如何衡量其一

致性程度呢 ?

设 P = ( p ij ) n×n为模糊判断矩阵 ,若 P满足一致

性 ,则 Π i , j , k ∈N ,有 pij = pik - p jk + 0 . 5 ,即

pij = p ik + pkj - 0 . 5 .

从而

∑
n

k = 1
| pij - ( pik + pkj - 0 . 5) | = 0 ,

即

∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
∑

n

k = 1
| pij - ( pik + pkj - 0 . 5) | = 0 . (1)

实际上 ,由于问题的复杂性以及决策者思维的

不一致等原因 ,决策者给出的模糊判断矩阵往往不

具有一致性 ,这时就存在 i , j , k ,使 p ij - ( p ik + pkj -

0 . 5) ≠0 .

于是 ,对于给定的 p ij ( i ≠ j) ,

∑
n

k = 1
| p ij - ( pik + pkj - 0 . 5) | (2)

有可能不等于 0 .

在式 (2) 中 ,当 k = i或 k = j时 ,显然有

[ pij - ( pii + p ij - 0 . 5) ] =

[ pij - ( pij + p j j - 0 . 5) ] = 0 .

因此 ,使式 (2) 不等于 0的有影响的 k至多有 n - 2

个 ,故可用

N ( pij ) =
1

n - 2∑
n

k = 1 ,

k≠i , j

| p ij - ( pik + pkj - 0 . 5) |

(3)

来表示 p ij 对 P的不一致性的影响程度 (贡献) .

基于以上分析 ,可用指标

ρ=

1
n( n - 1) ∑

n

i = 1
∑

n

j = 1 ,

j≠i

[
1

n - 2∑
n

k = 1 ,

k≠i , j

| pij -

( p ik + pkj - 0 . 5) | ] =

1
n( n - 1) ( n - 2) ∑

n

i = 1
∑

n

j = 1 ,

j≠i

∑
n

k = 1 ,

k≠i , j

| p ij -

( p ik + pkj - 0 . 5) | (4)

来表示 P的不一致程度 ,并称ρ为 P的一致性指标.

因为 p ji = 1 - p ij ,所以有

| p ji - ( p jk + pki - 0 . 5) | =

| 1 - p ij - (1 - pkj + 1 - pik - 0 . 5) | =

| pij - ( pik + pkj - 0 . 5) | .

从而

ρ=

2
n( n - 1) ( n - 2) ∑

n- 1

i = 1
∑

n

j = i+1
∑

n

k = 1 ,

k≠i , j

| p ij -

( pik + pkj - 0 . 5) | . (5)

由此 ,可知如下定理成立 :

409
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定理 2　P为一致性模糊判断矩阵的充要条件

是其一致性指标ρ = 0 .

对于不满足一致性的模糊判断矩阵 ,其一致性

指标ρ> 0 ,且ρ越大 , P的一致性程度越差.在实际

应用中 ,可由决策者给定一个阀值ε> 0 (例如取ε=

0 . 2) , 当 P的一致性指标ρ <ε时 , 认为 P具有满

意的一致性.

需要指出的是 , 对于模糊判断矩阵 P , 如果只

检验 P是否为一致性模糊判断矩阵 , 而不进行调

整 ,则利用定理 1进行检验比用指标ρ进行检验要容

易得多.

3　模糊判断矩阵的一致性改进方法
3 . 1　模糊判断矩阵一致性改进指标的选择

对不一致模糊互补判断矩阵进行校正 ,关键是

利用判断矩阵中所提供的相关信息对矩阵中的某些

元素作出修正 ,使尽可能多的差值 | pij - ( p ik + pkj

- 0 . 5) | 尽可能等于 0 . Πi , j , k ∈N ,引入偏差符号

δij k = | pij - ( pik + pkj - 0 . 5) | .

定理 3　对于模糊互补判断矩阵 P ,当下标 i ,

j , k ( i , j , k ∈N) 中至少有两个相同时 ,偏差δij k =

0 .

证明 　不妨设 i = j ,则

δij k = | p ij - ( p ik + pkj - 0 . 5) | =

| p ii - ( p ik + pki - 0 . 5) | =

| 0 . 5 - (1 - 0 . 5) | = 0 . □

根据定理 3 ,在一致性改进过程中 ,能够引起注

意的偏差共有 P3
n 个.

定理 4　对于模糊互补判断矩阵 P ,偏差δij k ,

δjik ,δik j ,δki j ,δjki ,δkj i 均相等.

证明 　1) 当下标 i , j , k ( i , j , k ∈N) 中至少有

两个相同时

δij k =δjik =δik j =δki j =δjki =δkj i = 0 .

2) 当下标 i , j , k ( i , j , k ∈ N) 中两两都不相同

时 ,下面证δij k =δjik .

δjik = | p ji - ( p jk + pki - 0 . 5) | =

| 1 - p ij - (1 - pkj + 1 - pik - 0 . 5) | =

| pij - ( pik + pkj - 0 . 5) | =δij k .

同理可证

δij k =δjik =δik j =δki j =δjki =δkj i . □

由定理 4可知 ,可将δij k ,δjik ,δik j ,δki j ,δjki ,δkj i 归

为一类 ,不妨以δij k (1 ≤i < j < k ≤n) 作为此类偏

差的代表元素.这样 ,在一致性修正过程中 ,需要考

察分析的偏差仅有 C3
n 类.特别地 ,当 n = 3时 ,需要

讨论的偏差只有一类 ,这时调整其中任何一个偏差 ,

其余偏差都会以相同的程度发生变化.

定理 5　若仅对矩阵 P中的一对元素 ( p ij , p ji )

作出修正 ,则只有下标同时含有 i , j 的偏差才可能

发生变化 ,其余偏差均不变.

证明 　从偏差公式δij k = | pij - ( p ik + pkj -

0 . 5) | 中容易得出上述结论. □

3 . 2　模糊判断矩阵的一致性改进思想

对于矩阵中的任意一个非零偏差δij k = | pij -

( pik + pkj - 0 . 5) | ,使其值减小的直接方法是修正

pij ( p ji ) 或 p ik ( pki ) 或 p jk ( pkj ) .为尽量保留专家提

供的偏好信息 ,一个基本的修正原则是每次只调整

一对元素 ,并且修正前后发生变化的偏差应满足条

件

( p ij - ( pik + pkj - 0 . 5) ) ( p′ij -

( p′ik + p′kj - 0 . 5) ) ≥0 ,

k ∈N , k ≠ i , j . (6)

基于上述修正原则 ,可以清楚地分辨出定理 5

中所提偏差的具体变化情况.不妨假设欲修正元素

对 p ij ( p ji ) 使得偏差δij k 变小 ,则满足
( pij - ( pit + p tj - 0 . 5) ) ( pij -

( pik + pkj - 0 . 5) ) > 0

的偏差δij k ( k ∈N , k ≠ i , j) 都会减小 ;而满足

( pij - ( pit + p tj - 0 . 5) ) ( pij -

( pik + pkj - 0 . 5) ) ≤0

的偏差δij k ( k ∈N , k ≠ i , j) 都会变大.

显然 ,单次修正是否有效 (即一致性指标值是否

减小) 决定于修正后的偏差总和与原来相比是否呈

现减小的状态.而

∑
1≤i < j < k≤n

p′ij k - ∑
1≤i < j < k≤n

δij k =

∑
k≠i , j ,

k∈N

| p′ij - ( pik + pkj - 0 . 5) | -

∑
k≠i , j ,

k∈N

| p ij - ( p ik + pkj - 0 . 5) | =

∑
k∈Δ(1)

ij

( p′ij - p ij ) + ∑
k∈Δ(2)

ij

( p ij - p′ij ) =

n
(1)
ij ( p′ij - p ij ) + n

(2)
ij ( pij - p′ij ) =

( n
(1)
ij - n

(2)
ij ) ( p′ij - p ij ) . (7)

其中

Δ(1)
ij = { k | p ij - ( pik + pkj - 0 . 5) > 0 , k ≠ i , j} ,

Δ(2)
ij = { k | p ij - ( pik + pkj - 0 . 5) ≤0 , k ≠ i , j} ,

n
(1)
ij 代表矩阵中偏差值减小的偏差个数 , n

(2)
ij 代表矩

阵中偏差值增大的偏差个数.

显然 ,只要 ( n
(1)
ij - n

(2)
ij ) ( p′ij - pij ) < 0成立 ,则

单次修正就是有效的. | n
(1)
ij - n

(2)
ij | 和 | p′ij - pij |

越大 ,对于降低一致性指标的贡献也越大.

至此 ,模糊互补判断矩阵一致性改进的步骤如

下 :

Step1 : 给出初始模糊判断矩阵 P ,给定一致性

509
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指标临界值ε(一般可取ε= 0 . 2) .

Step2 : 计算模糊判断矩阵 P的一致性指标ρ.

若ρ<ε,则转 Step7 ;否则 ,转 Step3 .

Step3 : 从当前矩阵 P中找出满足下列条件的

元素 :

1) 符号差 S + ( pij ) 和 S - ( p ij ) 中有一个大于

零.其中

S + ( pij ) = n
(1)
ij - n

(2)
ij ,

S - ( pij ) = n
(2)
ij - n

(1)
ij .

2) 若 S + ( pij ) > 0 ,且 p ij ≠0 . 1 ;若 S - ( pij ) >

0 ,且 p ij ≠0 . 9 .

Step4 : 从 Step3找出的元素中寻找待修正的元

素.寻找原则是修正元素可使矩阵一致性指标降低

的幅度尽可能大 ,也就是尽可能地提高修正速度 ,减

少迭代次数.

从 Step3中挑出 S ( pij ) | p′ij - p ij | 最大者记为

p i 3 j 3 .若 pi 3 j 3 唯一 ,则令 r = i 3 , s = j 3 ;否则 ,为使

得尽可能多的偏差变小 ,选择 S ( pi 3 j 3 ) 最大者 (若

仍有多个 ,则任选其一) 记为 p rs .转 Step5 .

其中

S ( pij ) =
S + ( pij ) , S + ( pij ) > 0 ;

S - ( pij ) , S - ( pij ) > 0 .

p′ij =

max{ 0 . 1 , max{ pik + pkj - 0 . 5 | pij -

( pik + pkj - 0 . 5) > 0 , k ∈N ,

k ≠ i , j} } , S + { p ij ) > 0 ;

min{ 0 . 9 , min{ pik + pkj - 0 . 5 | p ij -

( pik + pkj - 0 . 5) > 0 , k ∈N ,

k ≠ i , j} } , S - ( p ij ) > 0 .

Step5 : 将元素对 ( p rs , psr ) 修正为 p′rs , p′sr ,其中

p′sr = 1 - p′rs .

Step6 : 重复 Step2～ Step5 .

Step7 : 调整结束.当前判断矩阵即为具有满意

一致性的模糊判断矩阵.

4　算 　　例
设决策者给出如下模糊判断矩阵 :

P0 =

0 . 5 0 . 1 0 . 6 0 . 7

0 . 9 0 . 5 0 . 8 0 . 4

0 . 4 0 . 2 0 . 5 0 . 9

0 . 3 0 . 6 0 . 1 0 . 5

.

假定一致性指标临界值ε= 0 . 2 .

计算模糊判断矩阵 P0 的一致性指标

ρ=
1

n( n - 1) ( n - 2) ∑
n

i = 1
∑

n

j = 1 ,

j≠i

∑
n

k = 1 ,

k≠i , j

| pij -

( pik + pkj - 0 . 5) | = 0 . 5 .
可见 ,此模糊判断矩阵一致性较差.

具体修正过程如下 :

P1 =

0 . 5 0 . 1 0 . 6 0 . 7

0 . 9 0 . 5 0 . 8 0 . 9

0 . 4 0 . 2 0 . 5 0 . 9

0 . 3 0 . 1 0 . 1 0 . 5

,ρ= 0 . 4 >ε;

P2 =

0 . 5 0 . 1 0 . 6 0 . 7

0 . 9 0 . 5 0 . 8 0 . 9

0 . 4 0 . 2 0 . 5 0 . 6

0 . 3 0 . 1 0 . 4 0 . 5

,ρ= 0 . 15 <ε.

5　结 　　论
本文首先证明了一致性模糊判断矩阵的若干性

质 ;然后讨论了检验模糊判断矩阵是否满足完全一

致性的方法 ;最后给出了模糊判断矩阵一致性程度

的一个判别指标和一种改进一致性的方法.本文的

工作丰富和发展了模糊互补判断矩阵排序理论和方

法 ,数值例子说明了该方法的可行性和有效性.可以

看出 ,该方法具有较强的可操作性和实用性.
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性滤波算法 ,滤波过程中采用了状态估计误差方差

阵的 Cholesky 分解矩阵进行递推的方式 ,相比

E KF和 U KF具有更好的滤波稳定性 ,且二阶算法

DD2相对 U KF具有更高的精度和更小的计算量.

针对粒子滤波中粒子退化的问题 ,将 DD2算法应用

于粒子滤波重要性函数的估计 ,结合重采样和

MCMC移动 ,提出了一种基于二阶插值滤波的粒子

滤波改进算法.利用 DD2 算法能够得到比 EPF 和

U PF更优的重要性函数 ,同时加入 MCMC移动步

骤 ,消除了重采样引起的粒子耗尽问题 ,增加了粒子

的多样性 ,使重要密度函数更接近于真实的概率分

布 ,因而能够有效抑制粒子退化的问题 ,得到比

EPF和 U PF 更好的滤波精度.该方法可用于解决

非线性、非高斯系统的滤波问题.
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