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一类不确定非线性切换系统的鲁棒容错控制
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摘  要: 研究一类不确定非线性切换系统的鲁棒容错控制问题. 当执行器失效或部分失效时, 利用 Lyapunov 函数法

建立切换闭环系统混杂状态反馈容错控制器存在的充分条件;然后运用线性矩阵不等式将鲁棒容错控制器设计问题

转化为一组线性矩阵不等式的可行解问题,从而借助Matlab 中线性矩阵不等式工具箱求解;最后通过数值算例验证

了所提出设计方法的有效性.
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Abstra ct: T he robust fault2tolerant control is studied for a class of uncertain switched systems. When actuator failures

or part ial failures, a sufficient condition for the existence of hybr id state feedback fault2tolerant cont roller s for closed2

loop switched systems is obtained based on Lyapunov function method. Then by linear matr ix inequlities ( LMI)

approach, t he design of robust fault2tolerant controllers is transformed into the feasible problem of some certain LMI

system. The controllers can be efficiently solved by means of Matlab LMI toolbox. Finally, a numer ical example

shows the effectiveness of the proposed design method.
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1  引   言

  切换系统作为混杂动态系统中重要的一种特殊

类型,在控制领域越来越受到人们的关注,并取得了

丰硕的成果.对于具有多个子系统的大型复杂设备,

由于频繁切换, 某些部件特别是执行器和传感器常

常发生故障,甚至失效, 导致系统整体性能恶化, 甚

至不稳定.因此,研究切换系统的容错控制问题具有

重要意义.

近年来, 切换系统容错控制问题的研究已经取

得了许多成果
[ 125]

,所提出的容错控制设计方案大都

将系统的执行器分成可能完全失效和从不失效两部

分.对于执行器在系统运行过程中发生部分失效, 以

及执行器失效的不同组合情形下的容错控制问题,

目前尚未见到相关报道. 为此,本文针对一类非线性

不确定切换系统, 通过状态反馈对鲁棒容错控制问

题进行研究.当执行器发生完全失效或部分失效时,

基于 Lyapunov函数方法给出了混杂状态反馈容错

控制的充分条件. 最后通过数值仿真算例验证了所

得结论的正确性.

2  问题描述

  考虑如下不确定非线性切换系统:

Ûx( t) = (AR+ $AR) x( t) + ( BR+

   $BR)u( t) + DRf R(x) ,

x(0) = x0 .

(1)

其中: R( t ) B R+ y M = {1, 2, , , m} 为切换信号,

x( t) I R n为状态向量, u( t) I Rq为输入变量. 上述

含 m个子系统的切换系统, 对于子系统 i , Ai , $Ai 和

Di 为适当维数的常数矩阵. f i ( x) 为非线性函数,且
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存在矩阵 Gi ,对于任意 x I R n ,满足[ 6]

+ f i (x) + [ +Gix + . ( 2)

$Ai 和 $Bi 为系统中的不确定实值矩阵, 且具有如

下一般结构:

[ $Ai , $Bi ] = H iF i ( t ) [E1i , E2i ] . ( 3)

其中:Hi , E1i 和E2i 为具有适当维数的常矩阵; F i ( t)

为未知矩阵函数,且满足

F T
i ( t )F i ( t ) [ I . ( 4)

  设计切换系统(1) 中每个子系统的状态反馈控

制器 u( t) = Kix( t ) , i I M,使得系统(1) 的闭环系

统

Ûx( t) = (�Ai + $�Ai )x( t) + Dif i ( x) ,

x(0) = x0
( 5)

渐近稳定.这里

�Ai = Ai + BiKi , $�Ai = HiF i ( t ) (E1i + E2iKi ) .

  考虑到可能的执行器失效,对子系统 i 引入执

行器连续故障矩阵M i , 其形式为[ 7, 8]

Mi = diag[ m i1 , mi2 , , , miq] ,

Mi1 = diag[ m i1l , mi2l , , , miql ] ,

Mih = diag[ m i1h , mi2h , , , miqh ] .

式中: 0 [ mijl [ mij [ mijh [ 1, 1 [ i [ m, 1 [ j [

q.显然, Mil 和M ih 对角元分别为矩阵M i 相应元素

的上下界,对于给定的子系统, Mil 和M ih 为确定阵.

当mij = 0时,表示第 j 个执行器完全失效;当mij =

1时,表示第 j个执行器正常工作;当0 < mij < 1时,

表示第 j 个执行器部分失效.

在系统(1) 中,将Mi 放在B i + $Bi 与控制u( t)

之间, 于是含有执行器连续故障的控制器模型为

u
f
( t) = M iu( t ) .记

M0i = diag[ m0i1 , m0i2 , , , m0iq] ,

J i = diag[ j i1 , j i2 , , , j iq] ,

Li = diag[ | l i1 | , | li2 | , , , | liq | ] .

其中: m0ij = ( mij l + mijh ) / 2, j ij = ( mij h - mijl ) / ( mijh

+ mij l ) , l ij = ( mij - m0ij ) / m0ij .容易验证

Mi = M0 i ( I + Li ) , L
T
i L i [ J i [ I. ( 6)

  从式(6)可以看出,对于子系统 i ,矩阵M0i为确

定阵,矩阵M i 仅与L i 的变化有关.本文的目的是讨

论在允许的不确定矩阵 Li 下, 不确定切换系统( 1)

的稳定性问题. 此时,包含执行器失效的闭环系统状

态方程为

Ûx( t) = (Aci + $Aci )x( t) + Di f i (x) ,

x(0) = x0 .
( 7)

其中:Aci = Ai + BiM iKi , $Aci = HiF i ( t ) (E1i +

E2 iM iKi ) .

3  主要结果
  引理 1[ 9]  给定适当维数矩阵 Y, D, E, 其中 Y

为对称阵,则 Y+ DFE + ETF T DT < 0, 对所有满足

F
T
F [ I的矩阵F 成立,当且仅当存在常数 E> 0使

得 Y+ EDD
T

+ E
- 1
E

T
E < 0.

引理 2
[ 10]

 对于任意适当维数矩阵 X, Y和任

意正定阵Q及E> 0,有

XTY+ YTX [ EX TQX + E- 1YTQ- 1Y.

  引理 3[ 11]  假设 X \ 0, Z \ 0, Y [ 0为任意n

@n维对称正定矩阵, 对任意 N I R n , N X 0 满足

( N
T
YN)

2
- 4N

T
XNN

T
ZN> 0,则存在 K> 0使得

K
2
X+ KY+ Z < 0.

  引理 4  给定 R1 , R2 为适当维数的实常数矩

阵, Y为任意的对称实矩阵, 如果 2( t ) 为时变对角

阵,满足 | 2( t ) | [ U,且存在 t > 0使得 | 2( t) | =

U, U为正定对角阵,则 Y+ R1 2R 2 + RT
2 2TRT

1 < 0的

充要条件是存在 B> 0,使得

Y+ BR1UR
T
1 + B

- 1
R

T
2UR 2 < 0.

  证明  1) 充分性.假设存在 B> 0, 使得

Y+ BR1URT
1 + B- 1RT

2UR 2 < 0.

由引理 2可知

Y+ R1 2R2 + RT
2 2T RT

1 [

Y+ BR1QR
T
1 + B

- 1
R2 2Q

- 1
2
T
R

T
2 .

令 Q = U,则 2Q- 1 2T [ U,从而

Y+ R1 2R2 + RT
2 2T RT

1 [

Y+ BR1URT
1 + B- 1R2URT

2 < 0.

  2) 必要性.设Y+ R1 2R2 + RT
2 2TRT1 < 0,则对于

任意 x( t) X 0,有

x
T
( t )Yx ( t ) < - x

T
( t) (R1 2R 2 + R

T
2 2

T
R

T
1 ) x( t) .

从而

[ xT ( t)Yx( t ) ] 2 > 4max{[ xT ( t)R1 2R 2x( t) ] 2} =

4max{[ xT ( t)R1U1/ 2U- 1/ 2 2R 2x( t ) ] 2} =

4xT ( t) R1U1/ 2U1/ 2RT
1 x( t) xT ( t) RT

2 2U- 1/ 2U- 1/ 2 2R2 x( t) .

因为存在 t使得 | 2 | = U,所以

[xT ( t) Yx( t) ] 2 >

4xT ( t) R1URT
1 x( t)xT ( t)R2URT

2 x( t ) .

由引理 3可知,存在 B> 0使得

B
2
R1UR

T
1 + BY+ R

T
2 UR2 < 0.

两边同除以 B,得

Y+ BR1URT
1 + B- 1RT

2UR 2 < 0. t

  定理 1  对于不确定故障切换闭环系统(7) ,如

果存在正定矩阵 P , E2i > 0, 使得以下矩阵不等式有

可行解:

( Ai + BiM iKi )
T
P + P (Ai + BiM iK i ) +

PH iF i ( t) ( E1 i + E2iM iKi ) +

( PH iF i ( t) (E1i + E2iM iK i ) ) T +

E2iPD iD
T
i P + E

- 1
2i G

T
i Gi < 0, I I M. (8)
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则在任意切换律 R下, 闭环系统(7) 渐近稳定, 且

u( t ) = Kix ( t) ( i I M) 为其混合鲁棒可靠控制.

证明  取 Lyapunov函数

V(x( t) ) = xT ( t)Px( t) ,

对于任意切换律 R,若 R( t ) = i,则

ÛV(x( t ) ) =

xT ( t) [ (Aci + $Aci ) T P + P (Aci + $Aci ) ]x( t) +

f
T
i (x)D

T
i Px( t ) + x

T
( t )PDif i ( x) .

代入 Aci = Ai + BiM iKi , $Aci = H iF i ( t) (E1i +

E2 iM iKi ) ,得

ÛV( x( t) ) =

x
T
( t ) [ (Ai + BiM iKi )

T
P + P( Ai +

BiM iK i ) + PH iF i ( t ) (E1i + E2iM iKi ) +

(PH iF i ( t) (E1i + E2 iM iKi ) ) T ]x( t ) +

f
T
i (x) D

T
i Px ( t) + x

T
( t)PD if i (x) .

由引理 2及式( 2) 知, 存在 E2i > 0,使得

ÛV( x( t) ) [

xT ( t ) [ (Ai + BiM iKi ) TP + P( Ai +

BiM iK i ) + PH iF i ( t ) (E1i + E2iM iKi ) +

(PH iF i ( t) (E1i + E2 iM iKi ) )
T

+

E2iPDiD T
i P + E- 1

2 i GT
i Gi ] x( t) .

由式(8) 知, 闭环系统(7) 渐近稳定. t

式(8) 为矩阵 Ki 和 P 的非线性不等组,不能用

Matlab中LMI工具箱求解,且含有不确定矩阵M i ,

F i ( t) , i I M. 下面运用 Schur 补性质和变量替代

法
[ 11]

, 对上述不确定性给出与定理 1等价的 LMIs

形式.为简便, 在以下矩阵中用/ * 0 表示矩阵的对

称结构.

定理 2  存在正定矩阵 P 和矩阵 Ki , 使得对所

有允许的不确定矩阵 Mi , F i ( t) , i I M,矩阵不等式

(8) 成立当且仅当存在E1 i > 0, E2i > 0, E3i > 0,矩阵

Wi 和正定矩阵X, 使得

0
( E1iX + E2iM 0iWi )

T +

E3iBiM0iJ iMT
0iE T

2i

(GiX) T WT
i J 1/ 2

i

* - E1iI + E3iE2iM 0iJ iM T
0iET

2i 0 0

* * - E2iI 0

* * 0 - E3i I

< 0.

( 9)

其中

0 = AiX+ BiM0iWi + (AiX+ BiM0iWi ) T +

E1iH iH T
i + E2iDiDT

i + E3iB iM0i J iMT
0iBT

i .

进而,如果矩阵不等式(9)有一个可行解(E1i , E2i , E3i ,

Wi , X) , i I M,则 u( t ) = Kix( t) ( i I M) 为系统( 1)

的混合鲁棒容错控制,且 Ki = WiX- 1 .

证明  对式(8) 运用引理1, 可知存在E1i > 0使

得

( Ai + BiM iKi ) T P+ P (Ai + BiM iKi ) +

E1iPH iH T
i P + E- 1

1 i (E1i + E2 iM iKi ) T (E1i +

E2iM iKi ) + E2iPDiDT
i P + E- 1

2i GT
i Gi < 0.

由 Schur 补性质,可得
( Ai + BiM iK i )

T P+ P( Ai +

BiM iK i) + E1iPH iH T
i P +

E2iPD iDT
i P + E- 1

2i GT
i G i

( E1i + E2iMiK i ) T

E1i + E2iMiK i - E1iI

< 0.

对上式分别左乘、右乘矩阵 diag[P
- 1

, I ] , 并令

X = P- 1 , Wi = KiX,

则上式变为

(AiX + BiM iWi ) T + ( AiX +

BiMiWi) + E1iH iH T
i +

E2iD iD
T
i + E- 1

2i XG
T
i G iX

(E1iX + E2iMiWi ) T

E1iX + E2iM iWi - E1iI

< 0.

由 Schur 补性质,可得
( AiX + BiMiWi)

T +

( AiX + BiMiWi) +

E1iH iH T
i + E2iD iDT

i

(E1iX + E2iMiWi )
T ( GiX) T

E1iX + E2iM iWi - E1iI 0

GiX 0 - E2iI

< 0.

将式(6) 代入, 得
(AiX + BiM 0iWi)

T +

(AiX + BiM 0iWi) +

E1iH iHT
i + E2iD iDT

i

(E1iX + E2iMiWi )
T ( GiX) T

E1iX + E2iM0iWi - E1iI 0

GiX 0 - E2iI

+

BiM0 i

E2iM0i

0

Li [Wi  0  0] +

BiM 0i

E2iM0i

0

Li [Wi  0  0]

T

< 0.

由式(6) 及引理 4可知, 存在 E3i > 0使得
(AiX + BiM 0iWi) T +

(AiX + BiM 0iWi) +

E1iH iHT
i + E2iD iDT

i

(E1iX + E2iMiWi )
T ( GiX) T

E1iX + E2iM0iWi - E1iI 0

GiX 0 - E2iI

+

E3 i

BiM0 i

E2iM0i

0

J i [ M0iB
T
i  M

T
0iE

T
2i  0] +

E- 1
3 i

WT
i

0

0

J i [Wi  0  0] < 0.

经整理,可得
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(AiX + BiM 0iWi) T +

(AiX + BiM 0iWi) +

E1iH iH
T
i + E2iD iD

T
i +

E3iBiM 0iJ iMT
0iBT

i

(E1iX + E2iMiWi )
T +

E3iBiM 0i J iM
T
0iE

T
2i

( GiX) T

E1iX + E2iM 0iWi +

E3iE2iM 0i J iM
T
0iB

T
i

- E1iI +

E3iE 2iM0iJ iM
T
0iE

T
2i

0

GiX 0 - E2iI

+

E- 1
3i

WT
i

0

0

J i [Wi  0 0] < 0.

  令 0 = AiX + BiM0iWi + (AiX+ BiM0iWi )
T

+

E1 iH iH
T
i + E2iD iD

T
i + E3iB iM0i J iM

T
0iB

T
i ,运用 Schur补

性质即可得出式(9) .由上述证明过程中每一步的等

价性可知结论成立. t

4  仿真算例
  考虑由两个子系统组成的切换系统 (1) , 参数

如下:

A1 =

- 1 1 0

0 - 1 0

0 1 - 2

, A2 =

- 2 0 1

1 - 1 0

0 0 - 1

,

B1 =

- 2 0 0. 1

1. 2 - 1 0

0 0. 5 0. 5

, B2 =

0. 4 0. 1 2

0. 7 0 0

0 0. 2 0. 1

,

D1 =

0. 2 0 0

0 0. 2 0

0 0 0. 2

, D2 =

0. 1 0 0

0 0. 2 0

0 0 0. 3

,

f 1 ( x) =

0. 1sin x1 ( t)

0. 1sin x2 ( t)

0. 1sin x3 ( t)

, f 2 ( x) =

0. 1cos x1 ( t)

0. 1cos x2 ( t)

0. 1cos x3 ( t)

,

E11 = E21 =

0. 5 1 0

0 0. 5 0

0 0 0. 5

,

E12 = E22 =

0. 3 0 0

0 0. 2 0

0 0 0. 4

,

H1 =

0 0 0. 2

0 0. 2 0

0. 2 0 0

, H2 =

0. 1 0 0

0 0. 2 0

0 0 0. 1

,

F 1 =

sin t 0 0

0 cos t 0

0 0 sin t

,

F 2 =

cos t 0 0

0 sin t 0

0 0 cos t

,

G1 =

0. 4 0 0

0 0. 4 0

0 0 0. 3

, G2 =

0. 3 0 0

0 0. 3 0

0 0 0. 2

.

  取Mih = diag[1, 1, 1] , Mil = diag[0, 0, 0] , i =

1, 2,则M01 = M0 2 = diag[0. 5, 0. 5, 0. 5] , J 1 = J 2 =

I .从而故障矩阵M1和M2 中元素可取[0, 1] 间任意

值.当Ei1 = Ei2 = 0. 1( i = 1, 2, 3)时,不等式(9) 有可

行解,进而可求出反馈控制增益

K1 =

- 0. 030042 - 0. 52949 - 0. 090143

0. 001348 2 0. 055864 - 0. 071779

- 0. 018592 0. 009447 7 - 0. 11814

,

K2 =

- 0. 25207 - 0. 54034 0. 009449 3

- 0. 018324 - 0. 058519 - 0. 031439

- 0. 16177 - 0. 67027 - 0. 17666

.

  在初始状态 x0 = [- 1  2  4] T ,故障矩阵M1

和 M2 分 别 取 diag[0, 0, 1] , diag[ 1, 0, 0] 和

diag[0. 1, 0. 3, 0. 5] , diag[ 0. 5, 0. 1, 0. 1] . 切换律

R( t) 选择周期性地由子系统 1运行 1s ,子系统 2运

行 1 s,仿真结果如图 1和图 2所示.

图 1  第 1 组故障矩阵下切换系统的状态响应曲线

图 2  第 2 组故障矩阵下切换系统的状态响应曲线

取 Mih = diag[1, 1, 1] , Mil = diag[0. 9, 0,

0. 95] , i = 1, 2, 则 M01 = M02 = diag[0. 95, 1,

0. 975] , J 1 = J 2 = diag[0. 0526, 1, 0. 025 6] .故障矩

阵M1 和M2 分别取 diag[0. 92, 0, 0. 96] , diag[ 1, 0,

0. 96] 和 diag[ 0. 92, 0. 5, 0. 96] , diag[1, 0. 3, 0. 96] ,

图 3  第 3 组故障矩阵下切换系统的状态响应曲线
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图 4 第 4 组故障矩阵下切换系统的状态响应曲线

其余参数同上. 仿真结果如图 3和图 4所示.

5  结   论

  本文研究了一类非线性不确定切换系统的鲁棒

容错控制问题. 当执行器完全失效或部分失效时, 利

用 Lyapunov函数法给出了混杂状态反馈容错控制

器的设计,使得闭环系统对所有可能的不确定性和

所有允许的执行器失效渐近稳定. 在工程实际中, 子

系统的各部分故障是否会对整体系统造成同样严重

的影响以及如何量化等问题, 值得进一步研究.
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