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多输入多输出离散系统的量化 H∞滤波器设计
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摘　要 : 研究多输入多输出线性离散系统的量化 H∞滤波器设计问题.每路输出采用一个独立的静态对数量化器.

采用扇形界方法描述量化误差 ,并将量化滤波问题转化为范数不确定系统的滤波问题.进而采用线性矩阵不等式方

法设计线性 H∞滤波器 ,使滤波误差系统渐近稳定并具有给定的 H∞性能.数值仿真表明了设计方法的有效性 .
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Abstract : A quantized H∞ filtering problem is proposed for linear discrete2time MIMO systems. A separate and static

logarithmic quantizer for each output channel is modeled. The sector bound approach is used to describe the
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1　引　　言
信号的量化在自动控制领域中使用非常普遍 ,

随着计算机技术的发展 ,现代控制系统越来越依赖

于精度有限的计算机等数字设备.特别是在近几年

出现的网络控制中 ,被控对象和控制器之间的信号

通过有限容量的网络传输 ,测量信号和控制信号在

传输前通常需要进行量化.但量化作用会引入量化

误差 ,从而对控制系统的稳定性和性能造成影响 ,因

此 ,人们越来越重视研究量化对控制系统的影响问

题[127 ] .

量化器按所采用的方法主要分为两种 :一种是

静态的和时不变的 ,即无记忆量化器[125 ] ;另一种是

动态的和时变的[6 ,7 ] .动态和时变的量化器优于无

记忆量化器 ,目前这种量化器还只是用于稳定性问

题的研究.对于无记忆量化器的研究 ,文献 [ 1 ]研究

了单输入单输出 (SISO)系统的量化控制问题 ;文献

[2 ]在此基础上采用扇形界方法描述量化误差 ,给出

了 SISO和多输入多输出 (MIMO)线性离散系统的

反馈稳定性且具有 H∞性能的结果.量化器常见的

表示形式有对数量化器和信息编码器.文献[2 ,3 ]选

用对数量化器 ,采用扇形界方法描述量化误差 ,将量

化问题转化为鲁棒控制问题进行控制器的设计 ; 文

献[1 ,4 ]将量化器当作一个信息编码器 ,通过研究获

得某一特定的性能指标量化器到底需要传输多少信

息来进行量化的研究.

沿用文献[2 ]研究量化的方法 ,本文研究给定量

化密度的 MIMO 线性离散系统的量化 H∞滤波问

题.每路输出采用一个量化器 ,这些对数量化器是静

态的且相互独立 ,将量化误差界定在一个扇形界内 ,

从而将量化问题转化为与量化密度相关的参数不确

定问题.最后利用 L MI方法给出了全阶滤波器存在

的充分条件 ,所设计的滤波器使得滤波误差系统是
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渐近稳定的且具有给定的 H∞性能.

2　问题的描述
本文考虑的量化器定义为 :量化器函数 f (·) :

R l →D , D是空间 R l的子集 ,由此量化函数 f (·) 将

空间分成不相交的量化区域 D ,并且每个量化水平

反映一个区域.

考虑对数量化器 ,即量化水平具有如下形式[2 ] :

　U =

　{±ui , u ( i) =ρi u (0) , i = 0 , ±1 , ±2 , ⋯} ∪

　{±u(0) } ∪{ 0} , 0 <ρ< 1 , u(0) > 0 . (1)

相应的量化器函数定义为[2 ]

f ( v) =

ui ,
1

1 +δ
u i < v ≤ 1

1 - δ
u i , v > 0 ;

0 , v = 0 ;

- f ( - v) , v < 0 .

(2)

其中δ = (1 - ρ) / (1 +ρ) .

量化误差定义为[2 ]

ej = f ( v j ) - v j =Δj ( v j ) v j . (3)

其中 : |Δj ( v j ) | <δj , j = 1 ,2 , ⋯, m ; m为系统输出

维数.

用 N [ε]表示在区间 [ε,1/ε] 上的量化水平个

数 ,则量化密度可定义为[2 ]

ηf = lim sup
ε→0

N [ε]
- lnε

. (4)

量化水平的个数不等于零 ,并且有限的量化密

度随着区间[ε,1/ε]的增加而呈对数增大.量化密度

越小 ,表明量化器的精度越低.一个有限的量化器 ,

即量化器的量化水平个数是有限的 ,则量化密度ηf

= 0 ;而一个线性量化器的量化密度ηf = ∞.

对于对数量化器 (1) ,很容易得出量化密度ηf

= 2/ ln (1/ρ) ,即ρ越小 ,量化密度ηf 越小.因此本文

用ρ代替ηf 来表示量化密度.对数量化器可用图 1

来说明.从图中可以看出 ,量化误差可以界定在一个

扇形域里 ,即扇形界方法.本文考虑 MIMO 系统的

量化问题 ,每路输出都采用一个量化器对其进行量

化 ,这些量化器是静态的且相互独立.

图 1　对数量化器

本文考虑如下线性离散系统 :

x ( k + 1) = A x ( k) + Bw ( k) ,

z ( k) = L x ( k) + Tw ( k) ,

y ( k) = Cx ( k) . (5)

其中 : x ( k) ∈Rn 是系统状态向量 ; w ( k) ∈R r 是外
部扰动 ,属于 l2 [0 , ∞) ; z ( k) ∈ R p 是被估计状态 ;

y ( k) ∈Rm是测量输出向量 ; A , B , L , T , C是已知的

实矩阵.

设计 n阶滤波器

x̂ ( k + 1) = A f x̂ ( k) + B f f ( y ( k) ) ,

ẑ ( k) = Cf x̂ ( k) + D f f ( y ( k) ) . (6)

其中 : x̂ ( k) ∈Rn表示状态估计 ; A f , B f , Cf , D f 是要

设计的滤波器参数 ; f (·) 是量化函数.

由式 (5) 和 (6) 可以得到如下增广系统 :

x f ( k + 1) = A cl (Δ( y ( k) ) ) x f ( k) + B cl w ( k) ,

z f ( k) = Ccl (Δ( y ( k) ) ) x f ( k) + Dcl w ( k) . (7)

其中

x f ( k) =
x ( k)

x̂ ( k)
, z f ( k) = z ( k) - ẑ ( k) ,

A cl (Δ( y ( k) ) ) =
A 0

B f ( I + (Δ( y ( k) ) ) ) C A f

,

Ccl (Δ( y ( k) ) ) =

[ L - D f ( I + (Δ( y ( k) ) ) ) C - Cf ] ,

B cl =
B

0
, Dcl = T , (8)

且Δ( y ( k) ) 满足式 (3) .

本文的目标是设计形如式 (6) 的全阶滤波器 ,

使得 :

1) 在外部扰动 w ( k) = 0 的情况下 ,滤波误差

系统 (7) 是渐近稳定的.

2) 在零初始条件下 ,滤波误差系统 (7) 具有

H∞性能γ(γ > 0) ,即满足

‖z ( k) ‖2 ≤γ2 ‖w ( k) ‖2 , Πw ( k) ≠0 . (9)

其中

‖z ( k) ‖2 = ∑
∞

k = 0
z T ( k) z ( k) ,

‖w ( k) ‖2 = ∑
∞

k = 0

w T ( k) w ( k) .

引理 1[2 ] 　f j (·) ( j = 1 ,2 , ⋯, m) 为量化水平

满足式 (1) 的一组量化器 ,其中 u
(0)
j 可能不相等且 0

<ρj < 1 .对于所有的 1 ≤i , j ≤m , i ≠ j ,若 lnρi /

lnρj 是无理数 ,则对于给定实矩阵 K ∈Rm×n ,Ω0 =

ΩT
0 ∈Rn×n 和矩阵函数Ω1 (·) : Rm →Rn×m ,定义
Ω(·) =Ω0 +Ω1 (·) K + KTΩT

1 (·) . (10)

假设Ω(·) 是严格的凸多面体 ,如果
Ω(Δ) < 0 , Π | Δj | ≤δj , j = 1 ,2 , ⋯, m ,

(11)

929



　 　 　控 　　制 　　与 　　决 　　策 第 24 卷

则

x TΩ(Δ( Kx ) ) x < 0 , Π x ≠0 , x ∈Rn . (12)

反之 ,若式 (12) 成立 ,则对于任意小的ε> 0 ,有

Ω(Δ) < 0 , Π | Δj | ≤δj -ε, j = 1 ,2 , ⋯, m.

(13)

引理 2[8 ] 　取 M = M T , H和 E为合适维数的实

矩阵 ,且 FT F ≤ I ,则以下条件等价 :

1) M + H F E + ET FT HT < 0 ; (14)

2) 存在常数ε> 0 ,使得

M H E T

HT -
1
εI 0

E 0 - εI

< 0 . (15)

3　主要结果
定理 1　对于系统 (5) 和给定的量化密度 0 <

ρj < 1 , j = 1 ,2 , ⋯, m ,考虑如下辅助系统

x ( k + 1) = A x ( k) + Bw ( k) ,

z ( k) = L x ( k) + Tw ( k) ,

y ( k) = Cx ( k) ,

v ( k) = ( I +Δ( k) ) y ( k) . (16)

n阶滤波器为

x̂ ( k + 1) = A f x̂ ( k) + B f v ( k) ,

ẑ ( k) = Cf x̂ ( k) + D f v ( k) . (17)

其中 :Δ( k) = diag{Δ1 ( k) ,Δ2 ( k) , ⋯,Δm ( k) } ;对于

所有的 k有 |Δj ( k) | ≤δj , j = 1 ,2 , ⋯, m ,δj = (1 -

ρj ) / (1 +ρj ) ,且 v ( k) 是量化输出.若式 (16) 和 (17)

组成的增广系统是渐近稳定的且具有 H∞性能 ,则

增广系统 (7) 是渐近稳定的且具有 H∞性能 ;反之 ,

若增广系统 (7) 是渐近稳定的且具有 H∞性能 ,且当

m > 1时 ,对所有的 i ≠j , lnρi / lnρj是无理数 ,则对

于任意小的ε> 0 ,当 |Δj ( k) | ≤δj -ε时 ,式 (16) 和

(17) 组成的增广系统是渐近稳定的且具有 H∞性

能.

证明 　由式 (16) 和 (17) 可以得到如下增广系

统 :

x f ( k + 1) = A cl (Δ( k) ) x f ( k) + B cl w ( k) ,

z f ( k) = Ccl (Δ( k) ) x f ( k) + Dcl w ( k) . (18)

其中

x f ( k) =
x ( k)

x̂ ( k)
, z f ( k) = z ( k) - ẑ ( k) ,

A cl = A cl0 + A cl1Δ( k) K ,

A cl0 =
A 0

B f C A f

, A cl1 =
0

B f

,

K = [ C　0 ] , B cl =
B

0
,

Ccl = Ccl0 + Ccl1Δ( k) K ,

Ccl0 = [ L - D f C　 - Cf ] ,

Ccl1 = - D f , Dcl = T.

这里Δ( k) = diag{Δ1 ( k) ,Δ2 ( k) , ⋯,Δm ( k) } ,且对所

有的 k有 | Δj ( k) | ≤δj , j = 1 ,2 , ⋯, m.

当 w ( k) = 0时 ,若增广系统 (7) 是渐近稳定的 ,

则存在正定对称阵 P使得

ΔV ( k) = V ( k + 1) - V ( k) =

x T
f ( k) ( A T

cl (Δ( y ( k) ) ) PA cl (Δ( y ( k) ) ) -

P) x f ( k) < 0 . (19)

对于所有的 x f ≠0和 y = Cx = Kx f ,由引理 1可

知 ,对于任意小的ε> 0 ,当 | Δj ( k) | ≤δj -ε时 ,有

x T
f ( k) ( A T

cl (Δ( k) PA cl (Δ( k) ) - P) x f ( k) < 0 ,

(20)

即系统 (18) 是渐近稳定的.

若增广系统 (18) 是渐近稳定的 ,则存在正定对

称阵 P使得式 (20) 成立.再由引理 1可得式 (19) 成

立 ,即增广系统 (7) 是渐近稳定的.

当 w ( k) ≠0时 ,系统 (7) 具有 H∞性能的充分

条件是

V ( k + 1) - V ( k) +

z T
f ( k) z f ( k) - γ2 w T ( k) w ( k) =

�x TΓ(Δ( y ( k) ) ) �x < 0 . (21)

其中

�x =
x f ( k)

w ( k)
,Γ(Δ( y ( k) ) ) =

Θ11 3
Θ21 Θ22

,

Θ11 = A T
cl (Δ( y ( k) ) ) PA cl (Δ( y ( k) ) ) - P +

　　　CT
cl (Δ( y ( k) ) ) Ccl (Δ( y ( k) ) ) ,

Θ21 = B T
cl PA cl (Δ( y ( k) ) ) + DT

cl Ccl (Δ( y ( k) ) ) ,

Θ22 = B T
cl PB cl + DT

cl D cl - γ2 I.

对于所有的 �x ≠0和 y = Cx = [ C　0　0 ]�x ,由

引理 1可知 ,对于任意小的ε> 0 ,当 |Δj ( k) | ≤δj -

ε时 ,有

�x TΓ(Δ( k) ) �x < 0 . (22)

其中

Γ(Δ( k) ) =
Φ11 3
Φ21 Φ22

,

Φ11 = A T
cl (Δ( k) ) PA cl (Δ( k) ) - P +

　　　CT
cl (Δ( k) ) Ccl (Δ( k) ) ,

Φ21 = B T
cl PA cl (Δ( k) ) + DT

cl Ccl (Δ( k) ) ,

Φ22 = B T
cl PB cl + DT

cl D cl - γ2 I.

即系统 (18) 具有 H∞性能.

若系统 (18) 具有 H∞ 性能 ,其充分条件是式

(22) 成立 ,由引理 1 可得式 (21) 成立 ,即增广系统

(7) 具有 H∞性能.

因此定理得证. □
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下面将由量化误差引入的不确定Δ( k) 转化为

范数不确定. 式 (16) 中对于所有的 k : | Δj ( k) | ≤

δj , j = 1 ,2 , ⋯, m ,由文献[9 ]可知 ,令 H = diag{δ1 ,

δ2 , ⋯,δm } , �F( k) = H - 1 ( k) ,则

Δ = H�F ( k) , (23)

其中 �FT ( k) �F( k) ≤ I.因此将量化问题转化为范数

不确定问题.

定理 1将滤波误差系统 (7) 是渐近稳定的且满

足 H∞性能指标的问题 ,转化为滤波误差系统 (18)

是渐近稳定的且满足 H∞性能指标.因此 ,只要证明

滤波误差系统 (18) 是渐近稳定的且满足式 (9) 即

可.由此给出以下定理 :

定理2　给定量化密度 0 <ρj < 1 ( j = 1 ,2 , ⋯,

m) 和γ> 0 ,滤波误差系统 (7) 是渐近稳定的且具有

H∞性能的充分条件是存在正定对称阵 W , Y ,矩阵

M , N , Z , D f 以及正实数 a ,使得

Π1 3
Π2 Π3

< 0 . (24)

其中

Π1 =

- W 3 3 3 3
- W - Y 3 3 3

0 0 - γ2 I 3 3
W A W A W B - W 3

YA + ZC + M YA + ZC YB - W - Y

,

Π2 =

L - D f C - N L - D f C T 0 0

0 0 0 0 HT ZT

aC 0 0 0 0

,

Π3 =

- I 3 3
- HT DT

f - aI 3
0 0 - aI

.

此时 ,滤波器参数为

A f = (W - Y) - 1 M ,

B f = ( W - Y) - 1 Z ,

Cf = N , D f = D f . (25)

证明 　滤波误差系统 (18) 是渐近稳定的且具

有 H∞性能的充分条件是[8 ]

- P 3 3 3
0 - γ2 I 3 3

PA cl PB cl - P 3
Ccl D cl 0 - I

< 0 . (26)

代入系统参数并由引理 2可知 ,存在常数λ > 0 ,使

得

- P 3 3
0 - γ2 I 3

PA cl0 PB cl - P

Ccl0 Dcl 0

0 0 HT A T
cl1 P

K 0 0

→

←

3 3 3
3 3 3
3 3 3

- I 3 3

HT CT
cl1 -

1
λI 3

0 0 - λI

< 0 . (27)

余下的滤波器构造方法可参见文献[10 ]中定理 3的

滤波器构造方法. □

4　数值仿真
系统参数如下 :

A =
0 . 85 - 0 . 24

0 . 12 0 . 85
, B =

0 . 4

- 0 . 2
,

C =
0 . 2 - 0 . 4

- 0 . 05 - 0 . 1
,

T = 0 . 3 , L = [0 . 4　0 . 3 ].

取量化密度为ρ1 = 0 . 587 3 ,ρ2 = 0 . 538 5 .则由δ=

(1 - ρ) / (1 +ρ) 可得 H = diag (0. 26 ,0. 3) . 利用

Matlab L MI Toolbox对式 (24) 进行寻优 ,得最优γ

= 0 . 664 1下的滤波器 (filter1) 参数为

A f =
0 . 435 8 0 . 306 7

0 . 209 9 0 . 762 9
,

B f =
2 . 123 1 - 0 . 194 6

- 0 . 574 6 - 0 . 121 8
,

Cf = [0 . 264 0　0 . 367 6 ] ,

D f = [0 . 791 2　 - 0 . 115 7 ].

在零初始状态下 ,假设干扰输入

w ( k) =

2 , 5 ≤k ≤15 ;

- 2 , 45 ≤k ≤55 ;

0 , 其他.

系统状态 x ( k) 和滤波器估计状态 x f 1 ( k) 见图 2 ,并

可算得 ‖z ( k) ‖2 = 2 . 725 2 , ‖w ( k) ‖2 = 8 . 944 3 ,

则 ‖z ( k) ‖2 / ‖w ( k) ‖2 = 0 . 304 7 <γ= 0 . 664 1 .

下面与标准滤波器设计方法进行比较 ,即与文

献[11 ]中的定理 3 . 1不考虑量化误差时设计的滤波

器进行比较. 利用 Matlab L MI Toolbox 可得文献

[11 ]中最优γ = 0 . 300 2下的滤波器 (filter2) 参数

为

A f =
- 2 . 018 4 - 4 . 024 5

1 . 378 2 2 . 750 3
,
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图 2　外部干扰 w( k) ,系统状态 ,

滤波器估计状态和滤波误差

　　　B f =
1 . 918 4 - 47 . 431 8

- 0 . 509 2 21 . 995 7
,

　　　Cf = [0 . 001 8　0 . 003 7 ] ,

　　　D f = [0 . 626 7　 - 5 . 465 6 ] ,

在相同的干扰输入下 ,将上述量化器应用于该

滤波器 ,此时的滤波器估计状态为 x f 2 ( k) ,见图 2 .

计算得到 H∞ 指标为 ‖z ( k) ‖2 / ‖w ( k) ‖2 =

0 . 346 9 > 0 . 300 2 , 同时也大于本文设计方法的

0 . 304 7 . 可见 ,如果不考虑量化误差 ,则设计出的滤

波器应用在量化系统中 ,不能满足 H∞性能指标.从

图 2还可以看出 ,如果不考虑量化误差 ,则设计的滤

波器的估计状态跟踪系统状态的效果较差 ;而采用

本文方法设计的滤波器的估计状态能较好地跟踪系

统状态.可见本文设计方法是有效的.

5　结 　　论
本文研究了对于给定量化密度的多输入多输出

线性离散系统的量化 H∞滤波器设计问题.采用静

态对数量化器 ,用扇形界方法来描述量化误差 ,从而

将量化问题转化为与量化密度有关的参数变化问

题 ,即将量化问题转化为参数不确定问题.最后利用

L MI方法给出了全阶滤波器存在的充分条件.仿真

结果验证了该方法的有效性.
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