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基于柯西分布加权的最小二乘支持向量机
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摘  要: 针对 Suykens等提出的加权最小二乘支持向量机( WLS2SVM)回归建模的不足和防止辨识模型的/ 过拟

合0 ,利用柯西分布函数的一些特性, 提出了基于柯西分布加权的最小二乘支持向量机. 根据预测误差的统计特性, 以

确定加权规则的参数, 从而赋予训练样本不同的权值. 由于考虑了生产过程中样本的实际特性, 与已有的加权方法相

比, 新的加权最小二乘支持向量机更具有鲁棒性. 仿真结果验证了该方法的可行性和有效性.
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Abstra ct: Suykens et al. ( 2002 ) pr esented a weighted least2squares suppor t vector machine ( WLS2SVM) for

r egr ession problems and a weighted a lgorithm for robust approximat ion under t he model bestirred enough. T herefor e,

by using t he character s of Cauchy distribution function, a least2 squares support vector machine based on Cauchy

distr itution weight is presented, which is prone to over2fitting under the model bestir red deficient ly. Different values

for weighted factor are select ed based on statistical features of the prediction error. For the r eal features of the

samples in the proceeding of product ion, the new WLS2 SVM is more robust . The result of a numerica l regression

exper iment shows the feasibility and effectiveness of this algorit hm.
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1  引   言
支持向量机 ( SVM) [ 1]融合了结构风险最小化

原理、最优化理论和核函数映射等几项技术, 有效地

解决了在经典机器学习中出现的/维数灾难0和/局

部极小0等传统困难, 在很多领域得到了成功应用.

但是 SVM在求解最优化问题时, 需求解二次规划,

计算复杂,难以满足海量数据和在线训练要求的实

时性.基于工程经验, Suykens等
[ 2]
提出了一种最小

二乘支持向量机( LS2SVM)算法. 该算法在优化指

标中采用了平方项, 且只有等式约束,将二次规划问

题转化为求解线性方程组,因而简化了计算复杂性.

但同时失去了传统 SVM 的稀疏性和鲁棒性等优

点.为了克服 LS2SVM丢失鲁棒性的问题,文献[ 3]

提出了加权 LS2SVM, 较好地克服了输入信号能充

分激励模态的对象噪声中野点带来的不良影响. 文

献[ 4]利用非线性函数( Lyapunov exponents)作为

加权因子,提出了改进的加权最小二乘支持向量机

混沌系统建模方法,取得了一定效果.

然而在实际过程辨识中, 建模数据对过程模态

的描述往往是不充分的, 用已有的加权方法容易导

致辨识模型过度拟合. 为了提高最小二乘支持向量

机动态建模的鲁棒性和防止辨识模型的/过拟合0,

本文利用柯西分布函数的一些特性, 提出了基于柯

西分布加权的最小二乘支持向量机. 仿真结果验证

了该方法的可行性和有效性.

2  加权 LS2SVM

设给定的输入样本 x为 n 维向量, k个样本,其

输出值可表示为( x1 , y1) , , , ( xk , yk) I Rn @R, 则

最小二乘支持向量机的优化问题和约束条件为
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min
W, B, N

J (W,�N) = 1
2
WTW+ C 1

2 E
k

i= 1
N2i , ( 1)

s. t . y i [WT U( x i ) ] + B= 1 - Ni , i = 1, , , k. ( 2)

其中: U(#) : R n y R h 是将样本空间映射到高维特征

空间的映射函数;权值向量W I Rh ;样本误差和偏

置值满足 Ni I R及B I R; C > 0为正则化因子, 对

减小误差和提高泛化能力作出折衷. 由于没有标准

支持向量机的 E不敏感区域, 最小二乘支持向量机

的解虽然得到了简化, 却丢失了标准支持向量机的

鲁棒性和稀疏性等优点. 为了获得鲁棒性, 对式( 1)

的误差 Ni 进行加权. 设 Ni 对应的权值为 Ci ,则式( 1)

的优化问题和约束条件变为

min
W* , B* , N*

J (W
*
, N
-
*
) =

1
2
W

* T
W

*
+ C

1
2 E

k

i= 1
N
* 2
i ,

( 3)

s. t . y i = W
* T
U( x i ) + B

*
+ N

*
i , i = 1, , , k. ( 4)

对应的拉哥朗日函数为

L(W* , B* , N
-
* ,�A* ) =

J (W* , N
-
* ) - E

k

i = 1
Ai [W* T U( x i ) + B* +

N*i - y i ] . ( 5)

根据最优化理论,消去变量W* 和�N*后,得到线性方

程组,可写成矩阵形式

0 1T

1 8 + VC ( k+ 1) ( k+ 1)

B*

�A*
=

0

Y
. ( 6)

其中: Y = [ y1 , y2 , , , yk] T , �A* = [A*1 , A*2 , , ,

A*k ] T , 1 = [1, , , 1] T1@k ; 8 i, j = K(x i , x j ) =

U( x i ) T U( x j ) , i, j = 1, , , k, K ( x i , x j ) 为 满 足

Mercer 条件的核函数; VC = diag{
1
CC1

, , , 1
CCk }

, 加

权系数 Ci 由误差变量 Ni 确定. 另称式(6) 中的 8 +

VC为核相关矩阵, 记A= 8+ VC .由式(6)展开可得

     B
*
=

1TA- 1Y
1TA- 1 1

, ( 7)

     �A
*
= A

- 1
(Y - 1 @B

*
) . ( 8)

由式(7) 和(8) 可知,计算出 A
- 1
便可确定�A

*
和B

*
,

进而得到函数模型

y = E
k

i= 1
A*i K( x, x i ) + B* . ( 9)

由上可知,加权系数 Ci对支持向量A*i 的值具有

调优的功能. Suykens等采用下式来确定 Ci :

Ci =

1, | Ni / ŝ | [ G1 ;

G2 - | Ni / ŝ |
G2 - G1

, G1 [ | Ni / ŝ | [ G2 ;

10
- 4
, other.

(10)

其中 ŝ = IQR/ 1. 349是误差变量 Ni 的标准方差的鲁

棒估计值. IQR( Inter quart ile range) 是Ni 的75% 分

点与 25% 分点的间距, IQR受两端的极值影响较

小,因此更为稳定. IQR反映了处于中间位置的一半

数据的范围,该范围的大小可以反映整个数列的离

散程度. 误差变 量 ŝ 的另 一种估计为 ŝ =

1. 483MAD( Ni ) , 其中 MAD 为平均绝对误差. 与

IQR相同,平均绝对误差也是用来反映数据的紧密

程度.常数 G1 和 G2 通常设为 Gl = 2. 5, G2 = 3.

为获得辨识模型的鲁棒性, 这种加权方法的本

质是根据个体样本的预测误差来进行加权. 如果误

差小,则表明该样本对模型的贡献大,相应的权值就

大,对于输入信号能充分激励模态的研究对象. 该方

法对提升模型的鲁棒性是很有效的. 但在过程辨识

中,建模数据对过程模态的描述往往是不充分的,信

息重复出现在几个工作点附近, 用于建模的样本具

有冗余的特性. 与冗余的样本相比, 有用的/野点0

或/拐点0 的量太少,模型对这些特殊点的表达不明

显,容易导致辨识模型的过度拟合.如果按照这种方

法进行加权后,模型对这些特殊点的表达反而更加

恶化了.为兼顾特殊点对辨识模型的贡献,以及避免

过拟合,下面提出一种基于柯西分布加权的最小二

乘支持向量机.

3  基于柯西分布加权的 LS2SVM
3. 1  柯西分布简介

通过研究随机变量的统计和分布特性, 有学者

提出了柯西分布数学方法. 与正态分布相似,柯西分

布也是统计学中应用较为广泛的分布. 设连续随机

变量 X 的概率密度为

f ( x) = a
P

# 1
a
2
+ ( x - L)

2 . (11)

其中: - ] < x < ] , - ] < L< ] , a > 0. 则称

X 服从参数为 L, a 的柯西分布, 记为 X ~ C( L, a) .

如果参数 L, a 已知,则可画出柯西分布的密度曲线,

如图 1所示.

图 1  柯西分布的密度曲线

由图 1可见, 柯西分布的密度曲线具有与正态

分布的密度曲线相似的性质. x离L越远, f ( x) 的值

越小.这表明,对于同样长度的区间,当区间离 L越

938



第 6期 邢永忠等: 基于柯西分布加权的最小二乘支持向量机    

远时, X落在这个区间的概率越小.曲线以x 轴为渐

近线.另外,如果固定 a, 改变 L的值, 则曲线沿着 x

轴平移,而不改变其形状(如图 1) . 可见, 柯西分布

的概率密度曲线 y = f ( x) 的位置完全由参数 L确

定. L称为位置参数.

如果固定 L,改变 a, 则由最大值 f (L) = 1
Pa
可

知,当 a越小时图形变得越尖(如图 2) ,因而X 落在

L附近的概率也越大.

图 2 参数 a 对柯西分布密度曲线的影响

3. 2  基于柯西分布加权的 LS2SVM

根据随机柯西分布函数曲线所具有的特性, 考

虑了/野点0 对模型的贡献, 以及削弱冗余数据造成

模型的/过度拟合0, 在取加权值方面,图 3给出了已

有加权方法与基于柯西分布加权方法的不同之处.

新方法的权值最大点取预测误差处于中间的样本,

而误差很小或很大的样本其取值反而很小.因此, 基

于柯西分布加权方法更侧重于训练样本的实际特

性,从而对干扰(野点) 很敏感. 但根据柯西分布曲

线加权, 会削弱干扰(野点) 带来的不良影响.

图 3 两种方法的对比示意

柯西分布函数的参数 L和 a 决定了曲线的特

性,因此如何确定这两个参数是该方法的主要内容.

1) 参数 L值的确定

加权的目的是调和/野点0和/过拟合0的作用,

因此参数 L应取误差区域的中间值,即

L=
1
k E

k

i = 1
| Ni | ,

或

L= max( | Ni | ) + min( | Ni | )
2

. (12)

2) 参数 a 的确定

参数 a 决定了柯西分布函数曲线的形状, 即样

本点越靠近 L, 该点的权值也越大. 因此, 考虑预测

误差的统计特性应遵循以下取值规则:如果预测误

差的分布较紧密, 则 a 的取值应偏大;如果预测误差

的分布较分散,则 a 的取值应偏小.

综上所述, 可以得到基于柯西分布加权的最小

二乘支持向量机的算法,其步骤如下:

Step1: 选择合适的核函数 K( x, xc) = exp

(- + x - xc +
2
/ 2R

2
) 和模型参数核宽度R以及正则

化因子 C,用最小二乘支持向量机建立初始模型;

Step2: 计算训练样本的预测误差 Ni , 根据式

(12) 和误差的统计特性确定加权函数的参数 L和

a ;

Step3: 根据式( 11) 计算各训练样本的加权值

Ci ;

Step4: 将各加权值 Ci 代入式(7) 和(8) 计算模

型的系数 A*i 和B* ,并获得最终的回归模型(9) .

4  仿真结果与分析

为验证新算法的可行性和有效性, 采用以下的

仿真例子(数据由一个非线性分段函数产生) :

y( t ) =

0. 06e- 0. 5u( t) , - 10 [ u( t) < - 7. 5;

y( t - 1) , - 7. 5 [ u( t) < - 6;

- 2. 186u( t) - 12. 864, - 6 [ u( t ) < - 2;

4. 246u( t ) , - 2 [ u( t) < 0;

10e- 0. 05u( t)- 0. 5sin[ ( 0. 03u( t) + 0. 7) u( t ) ] ,

0 [ u( t) < 10.

(13)

输入信号为

u( t) = - 10 + 0. 04( t - 1) . (14)

本文算法是在学习样本不能充分激励过程的前

提下提出的,因此对建模的训练样本进行了处理,人

为造成模拟数据存在/野点0 和/拐点0. 同时假定训

练样本在u ( t ) I [ - 10, - 7. 5]区间较稀疏 , 而在

u( t) I [- 7. 5, 10] 区间较密集.训练样本的特点如

图 4, 图 5所示.以下实验中,取 C = 50, R= 0. 2.

与 Suykens加权方法进行对比实验, 表 1为基

于柯西分布加权方法与 Suykens加权方法建模的预

图 4  Suykens加权方法的回归结果
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图 5 基于柯西分布加权的回归结果

表 1 预报误差的统计分析结果

方   法
最大绝

对误差

平均相

对误差

均方

误差

Suykens加权方法 0. 432 0. 0318 0. 0661

本文方法( a = 0. 5) 0. 377 0. 0207 0. 0523

报误差分析结果.图 4与图 5 分别给出了两种加权

方法的回归预报值. 图中, 实线为函数曲线, 虚线为

加权后的回归结果. 通过比较可以发现,在数据密集

点处,两种方法都取得了较好的拟合效果;而在数据

较稀疏的区域, 本文方法则具有更好的拟合效果.

实验结果表明, 虽然冗余区的训练样本受到噪

声污染,不能很好地反映函数的真实特性,但相对于

样本稀疏的区段,密集的数据对函数的表征还是很

有效的.当加权规则侧重于这些点而忽略其他样本

时,会产生/过度拟合0, 因此基于随机分布(柯西分

布、正态分布) 加权的方法可有效地解决这类问题.

仿真结果也验证了新方法的可行性和有效性.

5  结   论
考虑实际用于建模的样本不能充分激励过程,

本文利用随机柯西分布函数的一些特性,提出了基

于随机柯西分布加权的最小二乘支持向量机.根据

预测误差的统计特性来确定加权规则的参数,从而

赋予训练样本不同的权值. 由于考虑了/过度拟合0

和/非高斯噪声0对辨识模型的影响, 相对已有的加

权方法,基于随机(柯西分布)加权的最小二乘支持

向量机更具有鲁棒性和快速性, 因而具有很大的应

用潜力.
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