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一类不确定时滞系统的非线性 H∞控制
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摘　要 : 利用 Lyapunov稳定性定理和线性矩阵不等式工具 ,讨论了一类不确定时滞系统的非线性 H∞控制问题.设

计的非线性 H∞控制器可由线性矩阵不等式的解给出.进一步 ,建立一个具有线性矩阵不等式约束的凸优化问题 ,得

到了不确定时滞系统的最优状态反馈 H∞控制律.仿真示例表明了该方法的可行性.
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Abstract : By means of Lyapunov function and linear matrix inequalities (L MIs) ,the problem of nonlinear H∞ control

for a class of uncertain systems with time2delay is considered. The nonlinear H∞ control law of systems is presented in

terms of the solutions of L MIs. Furthermore ,a convex optimization problem with L MIs const raint s is formulated ,

such that the optimal state feedback H∞ control for uncertain systems with time2delay can be determined. An

illust rative example demonst rates the effectiveness of proposed method.
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1　引　　言
自 20世纪 80年代 Zames[1 ] 提出著名的 H∞控

制问题以来 ,该问题以其良好的实际背景而引起国

内外控制界的广泛关注[2 ,3 ] . H∞控制理论已逐渐形

成解决鲁棒控制问题比较完善的理论体系 ,是近年

来的一个重要研究方向.不确定和时滞对于一个实

际控制系统是普遍存在的 ,并且它们往往是导致系

统不稳定和性能下降的主要原因 ,因而许多学者更

注重讨论时滞不确定控制系统的 H∞控制问题 ,并

取得了很多重要的研究成果[426 ] . 构造适当的

L yap unov 泛函 , 利用线性矩阵不等式方法和

L yap unov定理 ,得到线性状态反馈 H∞控制律是近

年来的主要研究方法[729 ] .

目前设计的控制器大都是线性控制器 ,由于实

际控制系统的复杂性 ,研究不确定时滞系统的非线

性控制器具有非常重要的实际意义[10 ] .对于不确定

时滞系统的非线性 H∞控制问题的研究 ,目前尚未

见到相关报道.

本文利用 L yap unov稳定性定理和线性矩阵不

等式方法 ,讨论一类不确定时滞系统的非线性 H∞

控制器的设计问题.得到的非线性状态反馈 H∞控

制器既可保持系统的局部渐近稳定性 ,又可使系统

满足一定的 H∞性能界的要求.最后通过仿真示例

说明本文方法的有效性.

2　问题描述
考虑如下时滞不确定非线性控制系统 :

Ûx ( t) = [ A +ΔA ( t) ] x ( t) +

[ A 1 +ΔA 1 ( t) ] x ( t - d) +

bφ( u) + Dω( t) ,

z ( t) = Cx ( t) ,

x ( t) = <( t) , t ∈[ - d ,0 ]. (1)

其中 : x ( t) ∈Rn , u ∈R , z ( t) ∈Rn分别是系统的状

态向量、控制输入和系统输出 ; A , A 1 , C ∈Rn×n ; b ∈

Rn ;φ: R →R为足够光滑函数且满足[11 ] :φ(0) = 0 ,
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φ′(0) = 0 , ⋯,φ( m- 1) (0) = 0 ,而φ( m) (0) ≠0 ( m为正

奇数) ;ω( t) 为外界扰动且ω( t) ∈ L 2 [0 , + ∞) ;

ΔA ( t) 和ΔA 1 ( t) 为具有时变特征的不确定参数矩

阵 ,假设它们范数有界且满足

[ΔA ( t) ΔA 1 ( t) ] = N F ( t) [ M　M1 ].

这里 : F( t) ∈Rn×n是一个具有Lebesgue可测元的未

知函数矩阵且满足 FT ( t) F( t) ≤ I ; N , M , M1 为适

当维数的已知常数矩阵. d为正常数时滞. 为方便 ,

记 �A = A +ΔA ( t) , �A 1 = A 1 +ΔA 1 ( t) .

本文研究的系统 (1) 的非线性 H∞控制问题可

描述为 :设计一个非线性状态反馈控制律 u =α( x) ,

使得 :

1) 当外界扰动ω( t) = 0时 ,闭环系统

Ûx ( t) = [ A +ΔA ( t) ] x ( t) + [ A 1 +

ΔA 1 ( t) ] x ( t - d) + bφ(α( x) )

的平衡点是局部渐近稳定的 ;

2) 对于给定的正常数γ,在零初始条件下 ,当

ω( t) ∈L 2 [0 , + ∞) 且ω( t) ≠0时 ,有 ‖z ( t) ‖2 ≤

γ‖ω‖2 ,此时称系统 (1) 具有 H∞性能γ.

引理 1[12 ] 　给定适当维数的实矩阵Σ, H , L ,其

中Σ为对称矩阵 ,则对于任意 FT ( t) F( t) ≤ I ,不等

式Σ+ H FT ( t) L + L T F( t) HT < 0都成立的充分必

要条件为 :存在正数ε,使得Σ+εL T L +ε- 1 H H T < 0

成立.

3　主要结果
定理 1　对于不确定非线性时滞系统 (1) 和给

定的正常数γ,如果存在对称正定矩阵 P , Q和行向

量 K ,使得如下矩阵不等式成立 :

P( �A + bK) + ( �A + bK) T P +

Q + PbbT P + s2 KT K + CT C
P�A 1 PD

3 - Q 0

3 3 - γ2 I

< 0 ,

(2)

KT K ≤ I , (3)

则在非线性状态反馈控制

u =α( x) = ( m ! Kx
φ( m) (0) )

1
m

(4)

下 ,系统 (1) 具有 H∞性能γ.其中 s满足

φ( m+1) (ξ)
( m + 1) !( m !

φ( m) (0) )
m+1

m

≤s , (5)

式中ξ在 0与 u之间.

证明 　考虑 x = 0的邻域 G = { x :‖x‖≤1} ,

由式 (3) 和 (4) 可知 u在 G上有界 ,从而φ( m+1) ( u) 在
G上也有界.

由 Taylor展开公式有

φ( u) =
φ( m) (0)

m !
um +
φm+1 (ξ)
( m + 1) !

um+1 ,

其中ξ在 0与 u之间.

构造如下 L yap unov泛函 :

V ( x ( t) ) = x T ( t) Px ( t) +∫
t

t- d
x T ( s) Qx ( s) ds ,

求L yap unov泛函V ( x ( t) ) 沿系统 (1) 的解轨线的时
间导数.由式 (4) 有

ÛV ( x ( t) ) =

x T ( t) [ ( �A + bK) T P + P( �A + bK) + Q] x ( t) +

2 x T ( t) P�A 1 x ( t - d) + 2 x T ( t) PDω( t) -

x T ( t - d) Qx ( t - d) +

2 x T ( t) Pb
φm+1 (ξ)
( m + 1) !( m !

φ( m) (0) )
m+1

m

( Kx ) 1 + 1
m .

考虑上式最后一项 ,由不等式 (3) 和 (5) ,当 x ∈G

时 ,可得

2 x T ( t) Pb
φ( m+1) (ξ)
( m + 1) !( m !

φ( m) (0) )
m+1

m ( Kx ) 1 + 1
m ≤

x T ( t) PbbT Px ( t) + s2 x T ( t) KT Kx ( t) .

因而有
ÛV ( x ( t) ) ≤
x T ( t) [ ( �A + bK) T P + P( �A + bK) + Q +

PbbT P + s2 KT K] x ( t) +

2 x T ( t) P�A 1 x ( t - d) + 2 x T ( t) PDω( t) -

x T ( t - d) Qx ( t - d) . (6)

首先证明闭环系统的局部渐近稳定性.当 x ∈
G且ω( t) = 0时 ,由上式得

ÛV ( x ( t) ) ≤
[ x T ( t) 　x T ( t - d) ] ×

( �A + bK) T P + P( �A + bK) +

Q + PbbT P + s2 KT K
P�A 1

3 - Q

×

x ( t)

x ( t - d)
.

由不等式 (2) , 当 x ∈ G 时 , ÛV ( x ( t) ) < 0 , 由

L yap unov稳定性定理 ,系统 (1) 是局部渐近稳定的.

其次对于给定的正常数γ,定义如下泛函 :

J =∫
+∞

0
[ z T ( t) z ( t) - γ2ωT ( t)ω( t) ]d t.

在零初始条件下 ,对任意非零ω( t) ∈L 2 [0 , + ∞) ,

当 x ∈G时 ,由式 (6) 有

J ≤∫
+∞

0
[ z T ( t) z ( t) - γ2ωT ( t)ω( t) +

ÛV ( x ( t) ) ]d t =

∫
+∞

0
ξT ( t)Ωξ( t) d t.

其中
ξT ( t) = [ x T ( t) 　x T ( t - d) 　ωT ( t) ] ,

Ω =

P( �A + bK) + ( �A + bK) T P +

Q + PbbT P + s2 KT K + CT C
P�A 1 PD

3 - Q 0

3 3 - γ2 I

.

于是 ,由定理 1条件 ,当 x ∈G时 , J ≤0 ,即
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∫
+∞

0
z T ( t) z ( t) d t ≤γ2∫

+∞

0
ωT ( t)ω( t) d t.

所以 ‖z ( t) ‖≤γ‖ω( t) ‖.因此系统 (1) 具有 H∞

性能γ. □

注 1　在定理 1中考虑的 x = 0的邻域 G = { x :

‖x‖≤1} 和 KT K ≤ I具有一般性 ;而对于 x = 0

的邻域 G′= { x :‖x‖≤L} ( L 为正常数) 和 KT K

≤ P0 ( P0 为已知对称正定矩阵) ,类似于定理 1的证

明方法 ,得到的矩阵不等式 (2) 略有不同.

注 2　在控制系统 (1) 中 ,若函数φ( u) = u ,则

由式 (4) 有 u = Kx ,即本文的结论包含线性 H∞控

制器.

由 Schur补引理 ,Ω < 0等价于

P( �A + bK) + ( �A + bK) T P +

Q + PbbT P

3
3
3
3

→

←

P�A 1 s K T CT PD

- Q 0 0 0

3 - 1 0 0
3 3 - I 0

3 3 3 - γ2 I

< 0 . (7)

利用引理 1 ,整理并应用 Schur 补引理可知 ,不

等式 (7) 成立当且仅当存在正数ε,使得下式成立 :

P( A + bK) + ( A + bK) T P +

Q + PbbT P +εPN N T P

3
3
3
3
3

→

←

PA 1 s K T CT PD M T

- Q 0 0 0 M T
1

3 - 1 0 0 0
3 3 - I 0 0

3 3 3 - γ2 I 0

3 3 3 3 - εI

< 0 .

对上式左边矩阵分别左乘和右乘对称正定矩阵

diag{ P- 1 P- 1 1 I I I } ,可知上述不等式成立 ,等价于

如下线性矩阵不等式成立 :

　　　

�PA T + W T bT + A �P + bW +

�Q + bbT +εN N T A 1 �P

3 - �Q
3 3
3 3
3 3
3 3

→

　　　←

sW T �PCT D �PM T

0 0 0 �PM T
1

- 1 0 0 0

3 - I 0 0

3 3 - γ2 I 0
3 3 3 -εI

< 0 . (8)

其中 : �P = P- 1 , �Q = P- 1 Q P - 1 , W = KP - 1 .由

�P ≥ I ,
- I W T

W - 1
< 0 (9)

可知 ,矩阵不等式 (3) 成立 ,即 KT K ≤ I.

综上 ,利用线性矩阵不等式 ,得到不确定时滞系

统 (1) 的非线性 H∞控制如下 :

定理 2　对于不确定时滞系统 (1) 和给定正常

数γ,如果存在对称正定矩阵 �P , �Q以及行向量 W 和

正常数ε,使得线性矩阵不等式 (8) 和 (9) 成立 ,则

u =α( x) = ( m !W �P - 1 x
φ( m) (0) )

1
m

(10)

是不确定时滞系统 (1) 的一个非线性 H∞控制律.

进一步 ,通过求解如下优化问题 :

minγ,

s. t . 式 (8) , (9) 成立 , (11)

可以求取使得闭环系统的扰动抑制度γ最小的最优

状态反馈 H∞控制律.

4　仿真示例
考虑时滞不确定非线性控制系统 (1) ,其中

A =
- 2 1

1 . 5 - 3
, A 1 =

0 . 5 0 . 2

0 . 3 - 0 . 4
,

ΔA ( t) =
0 . 2co s t 0

0 . 1sin t 0
,

ΔA 1 ( t) =
0 . 3cos t 0 . 1cos t

0 0
,

C = D =
0 . 1 0

0 0 . 1
, b =

0 . 2

0 . 2
,

φ( u) = u3 .

取

N =
1 0

0 1
, M =

0 . 2 0

0 . 1 0
,

M1 =
0 . 3 0 . 1

0 0
, F( t) =

cos t 0

0 sin t
.

显然 FT ( t) F( t) ≤ I ,此时 m = 3 , s = 0 .利用

Matlab软件L MI工具箱求解优化问题 (11) ,可得不

确定时滞控制系统 (1) 的非线性最优 H∞控制器 u

= - (0 . 044 4 x1 + 0 . 018 1 x2 ) 1/ 3 ,相应的干扰抑制度

γ的最小值γ3 = 0 . 045 7 .

5　结 论
本文给出了一类不确定时滞系统的非线性 H∞
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控制器的设计方法.文中考虑的控制函数可以是足

够光滑的奇函数 ,它包含了通常的线性函数.另外 ,

例如函数φ( u) = u + u2 也满足定理 1的条件 ,仍可

利用本文定理 2的方法考虑 H∞控制器设计.因此

对此类系统的控制问题研究具有很好的实际意义.
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