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基于模糊 T2S模型的非线性系统的 H∞鲁棒容错控制
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摘　要 : 研究一类具有不确定和时滞的非线性系统的 H∞鲁棒容错控制问题.采用 T2S模糊模型来描述非线性系

统 ,在系统执行器失效的情况下 ,建立故障矩阵模型 ;通过引进自由加权矩阵 ,基于 L yapunov稳定性理论和 L MI (线

性矩阵不等式)方法 ,给出系统 H∞鲁棒容错控制器存在的充分条件 ,保证了系统的鲁棒稳定性.仿真实例验证了该

方法的有效性.
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Abstract : The problems of H∞ robust tolerant control for a class of nonlinear systems with uncertainties and time

delays are studied. The T2S fuzzy model is adopted to describe the nonlinear system. The actuator fault model is

established for the actuator fault of systems. By int roducing some f ree2weighting matrices , a sufficient condition is

given based on Lyapunov stability theory and linear matrix inequality method (L MI) for the existence of the H∞ robust

tolerant control law , which can guarantee the robust stability of system. Simulation result s show the effectiveness of

the proposed approach.
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1　引　　言
随着控制理论的发展 ,控制系统的安全性和可

靠性变得越来越重要.容错控制的研究得到了广泛

重视 ,已成为控制领域研究的热门课题[125 ] .文献[ 1 ]

考虑了输入约束和不确定性 ,提出了两种容错控制

方案 ;文献[ 2 ]针对不确定系统 ,基于故障检测与诊

断的方法 ,提出自适应容错方案 ,改善了系统的控制

性能.

由于非线性系统难以用精确的数学模型描述 ,

经典的容错控制方法已不适用于非线性系统的容错

控制.自 Zadeh提出模糊理论以来 ,各种模糊控制方

法已成功地应用于非线性控制领域[6 ,7 ] . 其中由

Takagi2Sugeno 提出的 T2S模糊模型被广泛使用.

该模糊模型可以逼近任何非线性系统 ,这为非线性

系统容错控制提供了一种新的处理手段.文献[ 8 ]采

用 T2S模糊模型描述具有时滞的不确定非线性系

统 ,针对传感器故障 ,建立传感器故障矩阵模型 ,设

计了输出反馈控制器 ,保证了系统鲁棒稳定.文献

[9 ]考虑了不确定时滞离散模糊系统的故障容错问

题 ,通过设计模糊状态观测器 ,保证了系统具有鲁棒
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完整性.上述文献都没有考虑系统扰动问题.

本文针对具有不确定时滞的非线性系统 ,在系

统具有执行器故障和扰动的情况下 ,对系统的容错

控制进行研究 ,给出了系统鲁棒稳定的充分条件 ,以

保证系统具有容错性.

2　问题描述
T2S模糊模型是由一组 If2Then模糊规则来描

述的非线性系统.对具有不确定时滞的非线性系统

可建立一系列的模糊规则 ,每条规则代表一个子系

统 ,则模糊系统 T2S模型的第 i条规则描述如下 :

　　Rule i :

If z1 ( t) is M i1 and ⋯and z p ( t) is M ip ,

Then Ûx i ( t) = ( A i +ΔA i ) x ( t) +

　　　　　　( A di +ΔA di ) x ( t - h) +

　　　　　　( B i +ΔB i ) u( t) + D i w ( t) ,

　　 y i ( t) = Ci x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, N . (1)

其中 : M ij 为模糊集合 ; z1 ( t) ⋯z p ( t) 为模糊规则的

前件变量 ; x ( t) ∈Rn , u ( t) ∈Rm分别为系统的状态

向量和控制输入向量 ; y i ( t) ∈Rm 为系统的控制输

出向量 ; h为滞后时间 ,且满足 0 ≤ h < ∞; w ( t) ∈

Rq为扰动向量 ;标量 N 为模糊规则的个数 ; A i ∈

Rn×n 和 A di ∈Rn×n , B i ∈Rn×m , Ci ∈Rm×n , D i ∈Rn×q

分别为系统、输入、输出和扰动常数矩阵 ;ΔA i ,

ΔA di ,ΔB i 为不确定性实值矩阵.假定不确定性是范

数有界的 ,且具有如下结构 :

[ΔA i 　ΔB i 　ΔA di ] = M F i ( t) [ N 1 i 　N 2 i 　N3 i ].

其中 : M , N 1 i , N 2 i , N3 i 是已知的适当维数实常数矩

阵 ; Fi ( t) 是由 Lebesgue可测函数构成的未知矩阵 ,

且满足 FT ( t) F( t) ≤ I.

对于给定的数对 ( x ( t) , u( t) ) ,由单点模糊化、

乘积推理和平均加权反模糊化 ,可得模糊 T2S系统

的整个状态方程

Ûx ( t) = ∑
N

i = 1

hi ( z ( t) ) [ ( A i +ΔA i ) x ( t) +

( A di +ΔA di ) x ( t - h) +

( B i +ΔB i ) u( t) + D i w ( t) ] ,

y ( t) = ∑
N

i = 1
hi ( z ( t) ) Ci x ( t) . (2)

其中

z ( t) = [ z1 ( t) 　z2 ( t) 　⋯　z p ( t) ] ,

hi ( z ( t) ) =μi ( z ( t) ) / ∑
N

i = 1

μi ( z ( t) ) ≥0 ,

∑
N

i = 1

hi ( z ( t) ) = 1 ,μi ( z ( t) ) = ∏
p

j = 1

M ij ( z j ( t) ) .

这里 : M ij ( z j ( t) ) 表示前件变量 , z j ( t) 为对应于模

糊集合 M ij 的隶属度.

利用平行分配补偿算法 ( PDC) ,可分别对各子

系统设计局部状态反馈控制器 ,各反馈控制器的前

提条件与系统模型的前提条件相同.则

Rule i :

If z1 ( t) is M i1 and ⋯and z p ( t) is M ip ,

Then u( t) = - Ki x ( t) , i = 1 ,2 , ⋯, N , (3)

其中 Ki ∈Rm×n 为反馈控制增益矩阵.因此整个模

糊控制器为

u( t) = - ∑
N

i = 1
hi ( z ( t) ) Ki x ( t) . (4)

将式 (4) 代入 (2) ,可得到整个闭环系统

Ûx ( t) = ∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) ) [ ( A i +ΔA i -

B i K j - ΔB i K j ) x ( t) + ( A di +

ΔA di ) x ( t - h) + D i w ( t) ] ,

y ( t) = ∑
N

i = 1

hi ( z ( t) ) Ci x ( t) . (5)

考虑系统 (5) 的执行器发生故障时 ,引进开关

执行器的故障模型矩阵

L k = diag ( l1 , l2 , ⋯, lm ) ,

lq ∈[0 ,1 ] , q = 1 ,2 , ⋯, m. (6)

其中 : lq = 0表示第 q个子系统的执行器故障 ; lq = 1

表示第 q个子系统执行器工作正常. L k = diag (1 ,1 ,

⋯,1) 为所有执行器工作正常.执行器故障共有 N l

= 2m种组合模式.将该故障矩阵置于反馈增益 K和

矩阵 B之间.因此 ,具有执行器故障的闭环模糊系统

(5) 可表示为

Ûx ( t) = ∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) ) [ ( A i +ΔA i -

B iL k K j - ΔB iL k K j ) x ( t) + ( A di +

ΔA di ) x ( t - h) + D i w ( t) ] ,

y ( t) = ∑
N

i = 1
hi ( z ( t) ) Ci x ( t) . (7)

对不确定时滞非线性系统的 H∞ 鲁棒容错控

制 ,就是设计一个反馈控制器 (4) ,当执行器失效时 ,

使闭环系统 (7) 满足以下条件 :1) 闭环系统渐近稳

定 ( w ( t) = 0) ;2) 在零初始条件下 ,对任意的 w ( t)

∈L 2 [0 , ∞) ,满足 ‖y ( t) ‖2 ≤γ‖w ( t) ‖2 .其中 :γ

是预先规定的常数 , ‖·‖2 是 L 2 [0 , ∞) 范数.

3　主要结果
为了证明文中的结论 ,首先给出如下引理 :

引理 1[10 ] 　对于任意矢量 x和矩阵 Q ,有

∫
t

t- h
x T ( s) Qx ( s) ds ≥ 1

h (∫
t

t- h
x T ( s) dsQ∫

t

t- h
x ( s) ds) .

(8)

引理 2[11 ] 　对于具有适当维数的常数矩阵 Y ,

418
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D和 E ,其中 Y 是对称的 ,则

Y + M F ( t) E + ET FT ( t) M T < 0 (9)

对所有满足 FT ( t) F( t) ≤ I的矩阵 F ( t) 成立 ,当且

仅当存在一个常数ε> 0 ,使得下面的不等式成立 :

Y +εM M T +ε- 1 ET E < 0 . (10)

定理 1　考虑系统 (7) ,假设 w ( t) = 0 ,如果存

在矩阵 �E1 , �E2 , �E3 , �E4 , Q > 0 , X > 0 , Y和常量εi >

0满足下列矩阵不等式 :

Ξ A di + �E1 - �ET
2 X - �ET

3

3 �E2 + �ET
2 - X + �ET

3

3 3 -
1
h

�Q

3 3 3
3 3 3

→

←

�E1 - �ET
4 X N T

1 i + Y T
j L k N T

2 i

�ET
4 X N T

3 i

�ET
3 0

�E4 + �ET
4 0

3 -εi I

< 0 . (11)

其中

Ξ = A i X + XA T
i - Y T

j L kB T
i - B iL k Y j +

　　h�Q - �E1 - �ET
1 +εi M M T ,

i , j = 1 ,2 , ⋯, N , k = 1 ,2 , ⋯, m.

则执行器失效时 ,存在反馈控制增益 Ki = Y i X - 1 ,

相应故障的模糊闭环系统 (7) 是渐近稳定的.

证明 　取 L yap unov函数为

V ( x ( t) ) =

x T ( t) Px ( t) +∫
0

- h∫
t

t+θ
x T ( s) Qx ( s) dsdθ+

(∫
t

t- h
x T ( s) ds) P∫

t

t- h
x ( s) ds. (12)

沿着系统 (7) 对 Lyap unov函数求导 ,得

ÛV ( x ( t) ) =

Ûx T ( t) Px ( t) + x T ( t) PÛx ( t) + hx T ( t) Qx ( t) -

∫
t

t- h
x T ( s) Qx ( s) ds + ( x T ( t) -

x T ( t - h) ) P∫
t

t - h
x ( s) ds +

∫
t

t- h
x T ( s) dsP ( x ( t) - x ( t - h) ) ≤

Ûx T ( t) Px ( t) + x T ( t) PÛx ( t) + hx T ( t) Qx ( t) -

1
h (∫

t

t - h
x T ( s) ds) Q(∫

t

t- h
x ( s) ds) +

( x T ( t) - x T ( t - h) ) P∫
t

t- h
x ( s) ds +

∫
t

t- h
x T ( s) dsP ( x ( t) - x ( t - h) ) =

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) ) ( x T ( t) ( A T

i P + PA i -

( B iL k K j )
T P - PB iL k K j +ΔA T

i P + PΔA i -

(ΔB iL k K j )
T P - PΔB iL k K j + hQ) x ( t) +

x T ( t - h) ( A di +ΔA di )
T Px ( t) +

x T ( t) P( A di +ΔA di ) x ( t - h) -

1
h (∫

t

t- h
x T ( s) ds) Q(∫

t

t- h
x ( s) ds) +

( x T ( t) - x T ( t - h) ) P∫
t

t - h
x ( s) ds +

∫
t

t - h
x T ( s) ds P ( x ( t) - x ( t - h) ) ) =

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) )

x ( t)

x ( t - h)

∫
t

t- h
x ( s) ds

T

×

PW ij + W T
ij P + hQ P ( A di +ΔA di ) P

3 0 - P

3 3 -
1
h

Q

×

x ( t)

x ( t - h)

∫
t

t - h
x ( s) ds

+ 2∑
N

i = 1
∑
N

j = 1

hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) ) ×

[ x T ( t) E1 + x T ( t - h) E2 +

(∫
t

t- h
x ( s) ds) E3 + (∫

t

t - h
Ûx ( s) ds) E4 ] ×

[ x ( t - h) - x ( t) +∫
t

t- h
Ûx ( s) ds] =

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1

hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) )

x ( t)

x ( t - h)

∫
t

t- h
x ( s) ds

∫
t

t- h
Ûx ( s) ds

T

×

Π1 Π2 P - ET
3 E1 - ET

4

3 E2 + ET
2 - P + ET

3 ET
4

3 3 -
1
h

Q E T
3

3 3 3 E4 + ET
4

x ( t)

x ( t - h)

∫
t

t - h
x ( s) ds

∫
t

t - h
Ûx ( s) ds

.

(13)

其中

W ij = A i +ΔA i - ΔB iL k K j - B iL k K j ,

Π1 = PW ij + W T
ij P + hQ - E1 - ET

1 ,

Π2 = P( A di +ΔA di ) + E1 - ET
2 .

如果能使式 (13) 右边的中间矩阵是负定的 ,即

ÛV ( x ( t) ) < 0 ,则故障模糊系统 (7) 是渐近稳定的.

518
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利用引理 2 ,式 (13) 右边的中间矩阵可进一步表示

为

Π1 Π2 P - ET
3 E1 - ET

4

3 E2 + ET
2 - P + ET

3 ET
4

3 3 -
1
h

Q E T
3

3 3 3 E4 + ET
4

=

Ω+

Π3 PΔA di 0 0

3 0 0 0

3 3 0 0

3 3 3 0

=

Ω+

PM

0

0

0

F( t) [ N 1 i + N 2 iL k K j 　N 3 i 　0　0 ] +

[ N 1 i + N 2 iL k K j 　N3 i 　0　0 ]T FT ( t)

PM

0

0

0

T

≤

Ω+εi

PM

0

0

0

PM

0

0

0

T

+ε- 1
i

( N 1 i + N 2 iL k K j )
T

N T
3 i

0

0

×

[ N 1 i + N 2 iL k K j 　N3 i 　0　0 ] < 0 . (14)

其中

Π3 =

ΔA T
i P + PΔA i - (ΔB iL k K j )

T P - PΔB iL k K j ,

Ω =

Π4 PA di + E1 - ET
2 P - ET

3 E1 - ET
4

3 E2 + ET
2 - P + ET

3 ET
4

3 3 -
1
h

Q E T
3

3 3 3 E4 + ET
4

,

Π4 = A T
i P + PA i - ( B iL k K j )

T P - PB iL k K j +

　　hQ - E1 - ET
1 .

对不等式 (14) 进一步利用 Schur 补性质 ,可得如下

不等式 :

　　

Ξ PA di + E1 - ET
2 P - ET

3

3 E2 + ET
2 - P + ET

3

3 3 -
1
h

Q

3 3 3
3 3 3

→

　　←

E1 - ET
4 ( N 1 i + N2 iL k K j )

T

ET
4 N T

3 i

ET
3 0

E4 + ET
4 0

3 -εi I

< 0 , (15)

其中

Ξ = A i X + XA T
i - Y T

j L kB
T
i - B iL k Y j +

h�Q - �E1 - �ET
1 +εi M M T .

矩阵不等式 (15) 左右两边分别乘以对角阵

diag[ P- 1 　P- 1 　P- 1 　P- 1 　I ] ,且记 P = X - 1 , �E1

= X E1 X , �E2 = X E2 X , �E3 = X E3 X , �E4 = X E4 X , �Q
= XQ X 和 K i = Y i X - 1 ,则由式 (15) 进一步整理可

得到矩阵不等式 (11) . □

定理2　对于存在执行器故障系统 (7) , w ( t) ≠

0 ,给定常数γ,如果存在矩阵 �E1 , �E2 , �E3 , �E4 , Q > 0 ,

Y > 0和常量εi > 0满足下列矩阵不等式 :

Ξ Π5 X - �ET
3 �E1 - �ET

4

3 Π7 - X + �ET
3 �ET

4

3 3 -
1
h

�Q �E T
3

3 3 3 �E4 + ET
4

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

→

←

Π6 D i X CT
i

X N T
3 i 0 0

0 0 0

0 0 0

- εi I 0 0

3 - γ2 I 0

3 3 - I

< 0 . (16)

其中

Π5 = A di + �E1 - �ET
2 ,

Π6 = X N T
1 i + Y T

j L K N T
2 i ,

Π7 = �E2 + �ET
2 .

则存在控制器 Ki = Y i X - 1 ,使得该闭环系统是渐近

稳定的 ,并且具有 H∞范数小于给定界γ.

证明 　在零初始条件下 ,考虑闭环故障系统

(7) 和 L yap unov 函数 (12) ,建立如下性能指标函

数 :

J =

∫
τ

0 [ y T ( t) y ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) +
d
d t

V ( x ( t) ) ]d t -

V ( x ( t) ) ≤

∫
τ

0 [ y T ( t) y ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) +
d
d t

V ( x ( t) ) ]d t ,

618
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y T ( t) y ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) +
d
d t

V ( x ( t) ) =

y T ( t) y ( t) - γ2 w T ( t) w ( t) + Ûx T ( t) Px ( t) +

x T ( t) PÛx ( t) + hx T ( t) Qx ( t) -∫
t

t- h
x T ( s) Qx ( s) ds +

( x T ( t) - x T ( t - h) ) P∫
t

t - h
x ( s) ds +

∫
t

t - h
x T ( s) ds P ( x ( t) - x ( t - h) ) ≤

∑
N

i = 1
∑
N

j = 1
hi ( z ( t) ) hj ( z ( t) )

x ( t)

x ( t - h)

∫
t

t- h
x T ( s) ds

w T ( t)

T

×

Π8 P( A di +ΔA di ) P PD i

3 0 - P 0

3 3 -
1
h

Q 0

3 3 3 - γ2 I

x ( t)

x ( t - h)

∫
t

t- h
x ( s) ds

w ( t)

,

(17)

其中

Π8 = PW ij + W T
ij P + hQ + CT

i C i .

如果式 (17) 右边中间的矩阵小于 0 ,即满足性

能指标 J < 0 ,再使用与定理 1相类似的方法 ,利用

Schur 补性质 , 矩阵左右两边分别乘以对角阵

diag[ P- 1 P- 1 P- 1 P- 1 I I I ] ,可得矩阵不等式 (16) ,

则

∫
τ

0
y T ( t) y ( t) d t <γ2∫

τ

0
w T ( t) w ( t) d t ≤

γ2∫
∞

0
w T ( t) w ( t) d t. □

4　仿真实例
考虑文献[12 ]的非线性系统

Ûx1 = - 0 . 1 x3
1 ( t) - 0 . 012 5 x1 ( t - h) -

0 . 02 x2 ( t) - 0 . 067 x3
2 ( t) -

0 . 1 x3
2 ( t - h) - 0 . 005 x2 ( t) ( t - h) +

0 . 5 u1 ( t) + 0 . 4 u2 ( t) + 0 . 1 w ( t) ,

Ûx2 = x1 ( t) + 0 . 4 u1 ( t) + 0 . 5 u2 ( t) + 0 . 2 w ( t) ,

　y1 ( t) = x1 ( t) ,

　y2 ( t) = x2 ( t) . (18)

其中 : x1 ∈[ - 1 . 5 ,1 . 5 ] , x2 ∈[ - 1 . 5 ,1 . 5 ]隶属度

函数 M11 , M12 表示为如下形式 :

M11 ( x2 ( t) ) = 1 -
x2

2 ( t)
2 . 25

,

M12 ( x2 ( t) ) = 1 - M11 ( x2 ( t) ) =
x2

2 ( t)
2 . 25

.

具有不确定时滞的非线性系统 (18) 采用如下

T2S模糊规则 :

　　Rule 1 :

　　If x2 ( t) is M11 ,

　　Then Ûx ( t) = ( A 1 +ΔA 1 ) x ( t) +

　　　　　　　　( A d1 +ΔA d1 ) x ( t - h) +

　　　　　　　　( B1 +ΔB1 ) u( t) + D1 w ( t) ,

　　　　 y ( t) = C1 x ( t) ;

　　Rule 2 :

　　If x2 ( t) is M12 ,

　　Then Ûx ( t) = ( A 2 +ΔA 2 ) x ( t) +

　　　 　　　　　( A d2 +ΔA d2 ) x ( t - h) +

　　　 　　　　　( B2 +ΔB2 ) u( t) + D2 w ( t) ,

　　 　　 y ( t) = C2 x ( t) .

其中

x ( t) = [ x1 ( t) , x2 ( t) ]T ,

A 1 =
- 0 . 112 5 - 0 . 02

1 0
,

A 2 =
- 0 . 112 5 - 1 . 527

1 0
,

A d1 =
- 0 . 012 5 - 0 . 005

0 0
,

A d2 =
- 0 . 012 5 - 0 . 23

0 0
,

B1 = B2 =
0 . 5 0 . 4

0 . 4 0 . 5
,

D1 = D2 = [0 . 1　0 . 2 ]T ,

M = [ - 0 . 112 5　0 ]T , C1 = C2 =
1 0

0 1
,

N 1 i = [1　0 ] , N2 i = [1　0 ] , N 3 i = [1　0 ].

故障矩阵 L 1 =
1 0

0 1
,表示所有执行器都正

常 ;故障矩阵 L 2 =
1 0

0 0
,表示第 2个执行器有故

障 ;故障矩阵 L 3 =
0 0

0 1
,表示第 1个执行器有故

障.取γ = 1 , h = 0 . 5 ,通过求解线性矩阵不等式

(16) ,得到状态反馈增益

K1 =
- 6 . 472 6 - 8 . 466 1

- 30 . 837 8 27 . 895 4
,

K2 =
- 2 . 365 2 - 2 . 946 4

0 . 353 5 - 1 . 004 5
;

正定矩阵

X =
0 . 538 9 0 . 326 9

0 . 326 9 0 . 202 3
,

Q =
0 . 996 6 0 . 650 1

0 . 650 1 0 . 504 1
,

�E1 =
1 . 184 7 1 . 219 7

1 . 224 8 1 . 489 0
,

718
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�E2 =
- 0 . 521 0 - 0 . 565 5

- 0 . 445 4 - 0 . 574 9
,

　　　　�E3 =
0 . 486 1 0 . 268 6

0 . 303 1 0 . 173 0
,

　　　　E4 =
- 0 . 953 5 - 0 . 943 4

- 0 . 948 0 - 1 . 090 2
;

以及常数ε1 = 7 . 284 1 , ε2 = 11 . 671 3 , ε12 =

7 . 347 5 . 当系统的初始状态[ x1 , x2 ] = [1 , - 0 . 5 ] ,

扰动 w ( t) = 0 . 5sin ( t) e - t 时 ,可以得到故障矩阵分

别为 L 1 , L 2 , L 3 所对应的 x1 , x2 的状态曲线 ,如图 1

～图 3所示.

图 1　系统 x1 , x2 状态响应曲线 (故障矩阵 L1 )

图 2　系统 x1 , x2 状态响应曲线 (故障矩阵 L2 )

图 3　系统 x1 , x2 状态响应曲线 (故障矩阵 L3 )

仿真结果表明 ,当执行器失效后 ,闭环系统仍是

鲁棒渐近稳定的.

5　结 　　论
由于大多数控制系统都存在非线性 ,对非线性

系统的容错控制越来越受到人们的重视 ,但采用经

典的容错控制方法进行处理时则较为困难.本文针

对具有不确定和时滞的非线性系统 ,利用模糊 T2S

模型对系统进行描述 ; 当执行器故障和有扰动的情

况下 ,设计了状态反馈控制器 ,并基于 Lyap unov 稳

定性理论和 L MI方法 ,给出了系统 H∞鲁棒稳定的

充分条件 ,从而保证了系统具有容错完整性.
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