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具有数据包丢失的奇异网络控制系统指数稳定性
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摘　要 : 考虑存在时延和数据包丢失的情况 ,研究了奇异被控对象的网络控制系统建模与指数稳定性问题.当时延

不大于一个采样周期且数据包丢失率一定时 ,将正则、无脉冲的奇异网络控制系统建模为数据包丢失率约束的异步

动态切换系统 ,给出了状态反馈和动态输出反馈的统一数学模型 ;推导出数据包丢失率约束的系统指数稳定的充分

条件 ,给出了使系统指数稳定的最大允许数据包丢失率 .仿真结果表明了该方法的有效性和可行性 .

关键词 : 网络控制系统 ; 奇异系统 ; 指数稳定性 ; 正则无脉冲 ; 网络诱导时延 ; 最大允许数据包丢失率

中图分类号 : TP13　　　　文献标识码 : A

Exponential stability for singular net worked control systems with
packet dropout

Q IU Zhan2z hi1 , Z H A N G Qi ng2l i ng2

(1. Software Technology Institute , Dalian Jiaotong University , Dalian 116028 , China ; 2. Institute of Systems Science ,

Northeastern University , Shenyang 110004 , China. Correspondent : Q IU Zhan2zhi , E2mail : zhanzhiqiuok @163. com)

Abstract : Considering network2induce delay and data packet dropout , the problem of exponential stability and

modeling of networked control systems (NCS) based on singular controlled plant is studied in this paper. For network2
induce delay less than or equal to one sampling period and certain data packet dropout , singular NCS with a regular

and impulse2f ree are modeled as an asynchronous dynamical2switched systems const rained by data packet dropout rate ,

and the uniform model for state feedback and dynamic output feedback NCS are established. The sufficient conditions

of exponential stability for the NCS are derived , and the maximum allowable dropout rate for stability is p resented. A

numerical simulation result shows the effectiveness and feasibility of the presented analysis method.
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1　引　　言
　　网络控制系统 (NCS)以其资源共享、低成本的

构建与升级、方便灵活的维护与扩展、分布式控制与

诊断、智能高效的控制性能等优势 ,已在国家安全、

经济建设和国民生活中发挥着不可替代的重要作

用. NCS 概念的提出 ,至今已经历了近 10 年的历

程.人们针对不同的网络诱导问题 ,进行了大量的基

础研究工作 ,得到许多有价值的研究成果[ 125 ] ,初步

建立了 NCS的理论基础与控制方法 ,极大地促进了

控制科学的发展和进步.然而 ,这些成果的研究对象

几乎都是针对线性/非线性正常系统.在科学技术的

不断发展和应用中 ,有许多领域和行业的控制系统

的被控对象呈现奇异系统模型[6 ] .有关奇异被控对

象的 NCS研究并不多见.文献 [ 7 ]研究了被控对象

为奇异系统且具有分布时延、无数据包丢失的 NCS

的建模问题 ,建立了传感器和控制器时钟驱动、执行

器事件驱动的输出反馈 NCS的数学模型.文献 [ 8 ]

研究了奇异对象具有时延和控制约束、无数据包丢

失的 NCS的稳定性问题 ,给出了系统稳定的条件.

　　本文将针对奇异被控对象 ,同时考虑时延和数

据包丢失因素 ,研究奇异 NCS的建模、指数稳定的

条件以及确保系统指数稳定的最大数据包丢失率的

关系 ,并通过例子说明分析方法和研究成果的有效

性和可行性.

2　奇异 NCS描述
　　奇异 NCS无论如何复杂 ,总可以简化为图 1所
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示的结构.

图 1　奇异 NCS结构

在图 1 所示的系统中 ,控制器通过网络与奇异

被控对象的传感器和执行器交换信息.线性时不变

奇异被控对象的状态空间描述形式为

EÛx ( t) = A x ( t) + B u ( t - τ) ,

y ( t) = Cx ( t) .
(1)

其中 : x ( t) ∈Rn , u( t) ∈Rm 和 y ( t) ∈R l 分别表示

被控对象的状态、控制输入和输出 ; E , A ∈ Rn×n , E

为奇异矩阵 ,一般地 , rank ( E) = q < n; B ∈Rn×m ;τ

=τsc +τca ,为整个闭环回路的网络诱导时延 ,时延

可以是恒定、随机、有界 ,甚至具有马尔可夫链等特

性 ,这取决于通信网络所采用的通信协议.网络传输

数据的数据包丢失率可以是恒定或随机的.

奇异被控对象 NCS与线性正常对象 NCS的区

别是 :奇异 NCS状态响应不仅包含正常系统所具有

的指数解 ,而且包含正常系统所不具有的脉冲解、静

态解和输入导数项 ,这将使系统出现正常系统所不

具有的脉冲行为.脉冲不仅会降低系统性能使系统

不稳定 ,而且具有很大的破坏性.

在被控对象为奇异系统的 NCS中 ,除了奇异系

统本身所具有的特性外 ,通信网络给系统带来的不

确定性问题包括 :网络诱导时延τsc 和τca ,数据包丢

失 ,噪声扰动 ,异地节点的时钟同步困难、时变采样

周期和信号跳变等.其中 ,影响整个 NCS性能最主

要的问题是网络诱导时延和数据包的丢失.时延会

降低系统的性能 ,严重时甚至使系统失稳.数据包丢

失在一定程度上将使时延增大 ,甚至使系统变成动

态切换系统[9 ] .

为便于分析 ,首先给出如下合理化假定 :

1) 被控对象正则 ,即满足 det ( sE - A) 不恒等

于零.

2) 不考虑网络因素时 ,被控系统稳定且无脉

冲 ,即满足下面条件之一 :

①deg det ( sE - A) = rank ( E) (deg det (·) 表

示行列式的次数 , rank (·) 表示秩) ;

②受限等价变换式中 , N = 0 ;

③ rank
E 0

A E
= n + rank ( E) .

3) 传感器时钟驱动 ,以恒定周期 T采样测量数

据 ,并经网络发送给控制器 ;控制器接收到采样数据

立即进行计算 ,并输出控制信号给执行器 ;执行器接

收到控制信号 ,按零阶保持立即恢复成连续控制信

号 ,驱动被控对象进行相应操作.

4) 将传感器的采样时间 , A/ D转换和数据打包

时间以及传感器到控制器的信息传输时延合并到一

起考虑 ,记为τsc ;将控制器计算时间、控制器到执行

器的数据传输时延以及执行器的 D/ A 转换时间合

并到一起考虑 ,记为τca ,整个闭环回路的网络诱导

时延τ不超过一个采样周期 ,即满足τ=τsc +τca ≤

T.

5) 数据单包传输 ,无时序错乱 ,数据包丢失率 r

一定 ,将发送的数据出错、一个周期内没到达目的端

的数据包等视为数据包丢失.

3　奇异 NCS建模分析
对于图 1所示系统 ,考虑被控对象 (1) ,由假设

条件 1) 和 2) ,对于正则、无脉冲的被控奇异系统 ,总

存在非奇异矩阵 P和 Q ,使得

PEQ =
I r 0

0 0
, PA Q =

A 1 0

0 In- r

,

PB =
B1

B2

, CQ = [ C1 　C2 ] ,

其中 A1 ∈R r×r .令

Q- 1 x =
x1

x2

, x1 ∈R r , x2 ∈Rn- r ,

则奇异系统 (1) 可等价变换为

Ûx1 ( t) = A 1 x1 ( t) + B1 u( t - τ) ,

0 = x2 ( t) + B2 u( t - τ) ,

y ( t) = C1 x1 ( t) + C2 x2 ( t) .

(2)

根据假设 3) 和 4) ,当时延不超过一个采样周期

时 ,系统结构可等效变换为图 2形式[10 ] ,其中τk为 k

周期整个闭环回路的网络诱导时延.

图 2　NCS等效结构

由于τk ∈[0 , T ] ,执行器经零阶保持后 ,控制输

入 u( t) 在一个周期内分段连续 ,可以描述为

u( t) =
u( k - 1) , tk < t ≤ tk +τk ;

u( k) , tk +τk < t ≤ tk + T.
(3)

838
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考虑控制输入 (3) ,被控系统 (2) 在一个周期内

离散化为

x1 ( k + 1) = A d1 x1 ( k) + B10 (τk ) u( k) +

　　　　　B11 (τk ) u( k - 1) ,

0 = x2 ( k) + B2 u( k - 1) ,

y ( k) = C1 x1 ( k) + C2 x2 ( k) .

(4)

其中

A d1 = eA1 T , B10 (τk ) =∫
T-τk

0
eA1 tB 1 d t ,

B11 (τk ) =∫
T

T-τk
eA1 tB 1 d t.

根据假设 5) ,当数据成功传输到目的端 ,即无

数据包丢失 ,此时可视为网络接通 ;当数据在一个周

期内未到达目的端 ,即数据包发生丢失 ,此时可视为

网络断开.当数据包丢失率 r一定时 ,一个存在数据

包丢失的网络可以视为按丢包率切换的开关.因此 ,

存在数据包丢失的奇异 NCS结构可用图 3描述.

图 3　有数据包丢失的等效 NCS结构

当网络无数据包丢失时 , u ( k) = uc ( k) ;当网络

有数据包丢失时 , u ( k) 采用前一时刻的值 ,即 u( k)

= u( k - 1) .

如果系统为状态反馈 ,则控制器模型采用

uc ( k) = [ K1 　K2 ]
x1 ( k)

x2 ( k)
; (5)

如果系统为输出反馈 ,则控制器模型采用

xc ( k + 1) = A c x c ( k) + B c y ( k) ,

uc ( k) = Cc x c ( k) .
(6)

综合考虑状态反馈和动态输出反馈两种情况 ,

当网络诱导时延τk ≤ T ,通信网络的数据包丢失率

为 r时 ,状态反馈奇异 NCS和动态输出反馈奇异

NCS的统一闭环模型可表示为

�x ( k + 1) = �Zi �x ( k) , i = 1 ,2 . (7)

其中 :若为状态反馈 ,则 �x ( k) = �x ( k) , �Z i = �Zi ;若为

输出反馈 ,则 �x ( k) = x̂ ( k) , �Zi = Ẑi . �x ( k) , x̂ ( k) , �Zi

和 Ẑ i 分别为

�x ( k) = [ x T
1 ( k) 　x T

2 ( k) 　uT ( k - 1) ]T ,

�Z1 =

A d1 + B10 (τk ) K1 B10 (τk ) K2 B11 (τk )

- B2 K1 - B2 K2 0

K1 K2 0

,

�Z2 =

A d1 0 B10 (τk ) + B11 (τk)

0 0 - B2

0 0 I

,

x̂ = [ x T
1 ( k) 　x T

c ( k) 　uT ( k - 1) ]T ,

Ẑ1 =

A d1 B10 (τk ) Cc B 11 (τk)

B c C1 A c - B c C2 B2

0 Cc 0

,

Ẑ2 =

A d1 0 B10 (τk ) + B11 (τk )

B c C1 A c - B c C2 B2

0 0 I

.

显然 ,闭环系统特性矩阵 �Zi 是随 i 值变化的时

变矩阵 , i决定于网络数据包是否丢失的状态.

定义1　有时延和数据包丢失的奇异NCS闭环

系统的特性矩阵随数据包丢失率而变化的比率定义

为统一结构事件率 ,用�βi ( i = 1 ,2) 表示 ,�βi满足�β1 +

�β2 = 1 .

由文献[7 ]可知 ,奇异 NCS闭环系统的统一结

构事件率 �βi和网络数据包丢失率 r之间的关系为�β1

= 1 - r ,�β2 = r.因此 ,当网络时延τk 和数据包丢失

率 r一定时 ,具有时延和数据丢失的奇异 NCS闭环

系统可以视为由 �Z i 的结构事件率 �βi 约束的异步动
态切换系统.结构事件率 �βi 决定于网络的数据包丢

失率 r ,所以 ,系统的稳定性也将主要取决于网络数

据包丢失率.

4　稳定性分析
引理 1[9 ] 　由事件率 �ri 约束的异步动态系统

x ( k + 1) = f i ( x ( k) ) ( i = 1 , ⋯, m , m是系统状态矩

阵的离散状态数) ,如果存在 Rn → R+ 域的满足
β1 ‖x‖2 ≤ V ( x) ≤β2 ‖x‖2 (β1 , β2 > 0) 的
L yap unov函数 V ( x) 及标量 a和 a i > 0 ,满足条件

V ( x ( k + 1) ) - V ( x ( k) ) ≤ ( a- 2
i - 1) V ( x ( k) ) ,

(8)

∏
m

i = 1

a�r ii > 1 , (9)

则该系统指数稳定 ,衰减率为∏
m

i = 1
a�r ii .

定理 1　当时延τk ≤ T且数据包丢失率 r一定

时 ,被控对象 (1) 在状态反馈控制器 (5) 控制下 ,如

果存在正定矩阵 �P , �Q和 �S ,标量 ai > 0 ( i = 1 ,2) ,满

足条件

a1 - r
1 ar

2 > 1 , (10)

　

- a- 2
1 �P 0 0

0 - a- 2
1 �Q 0

0 0 - a- 2
1 �S

A d1 �P + B10 K1 �P B 10 K2 �Q B 11 �S
B2 K1 �P B 2 K2 �Q 0

K1 �P K2 �Q 0

→

938
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　←

�PA T
d1 + �P( B10 K1 ) T �P( B2 K1 ) T �P K T

1

�Q ( B10 K2 ) T �Q ( B2 K2 ) T �Q K T
2

�SB T
11 0 0

- �P 0 0

0 - �Q 0

0 0 - �S

< 0 ,

(11)

　

- a- 2
2 �P 0 0

0 - a- 2
2 �Q 0

0 0 �S - a- 2
2 �S

A d1 �P 0 ( B10 + B11 ) �S
0 0 B2 �S

→

　←

�PA T
d1 0

0 0

�S ( B T
10 + B T

11 ) �SB T
2

- �P 0

0 - �Q

< 0 . (12)

则其闭环系统 (7) 指数稳定 ,衰减率为 a1 - r
1 ar

2 ,其指

数稳定的最大允许数据包丢失率由下式决定 :

rlg
a2

a1
+ lg a1 > 0 ,

0 ≤ r < 1 .

(13)

证明 　由引理 1可知 ,当 a1 - r
1 ar

2 > 1时 ,V ( x ( k

+ 1) ) - a- 2
i V ( x ( k) ) < 0 时 ,闭环系统 (7) 指数稳

定 ,其中 i = 1 ,2 .

选择对称正定矩阵 P , Q和 S ,定义Lyap unov函

数为

V ( k) = x T
1 ( k) Px 1 ( k) + x T

2 ( k) Qx 2 ( k) +

uT ( k - 1) Su ( k - 1) > 0 .

当无数据包丢失时 , �Zi = �Z1 ,考虑闭环模型有

V ( x ( k + 1) ) - a- 2
1 V ( x ( k) ) = �x ( k) T �Φ1 �x ( k) .

其中

�x = [ x T
1 ( k) 　x T

2 ( k) 　uT ( k - 1) ]T ,

�Φ1 =

N 1 N T
2 N T

4

N 2 N3 ( B1 K2 ) T PB 11

N 4 B T
11 PB 1 K2 B T

11 PB 11 - a- 2
1 S

,

(14)

N 1 = ( A d1 + B10 K1 ) T P( A d1 + B10 K1 ) +

　 ( B2 K1 ) T QB 2 K1 + KT
1 S K1 - a- 2

1 P ,

N 2 = ( B1 K2 ) T P( A d1 + B10 K1 ) +

　 ( B2 K2 ) T QB 2 K1 + KT
2 S K1 ,

N 3 = ( B1 K2 ) T PB 1 K2 + ( B2 K1 ) T QB 2 K2 +

　 KT
2 S K2 - a- 2

1 Q ,

N 4 = B T
11 P( A d1 + B10 K1 ) .

根据引理 1 ,当 �Φ1 < 0时 ,对于任意τk ≤T的时

延 ,在无数据包丢失状态下 ,该系统指数稳定 ,由此

可推出系统指数稳定的条件为

N1 N T
2 N T

4

N2 N 3 ( B1 K2 ) T PB 11

N4 B T
11 PB 1 K2 B T

11 PB 11 - S

< 0 . (15)

通过矩阵变换 ,并利用 Schur补性质 ,上式可变

换为

- a- 2
1 P 0 0

0 - a- 2
1 Q 0

0 0 - a- 2
1 S

A d1 + B10 K1 B1 K1 B11

B2 K1 B2 K2 0

K1 K2 0

→

←

( A d1 + B10 K1 ) T ( B2 K1 ) T KT
1

( B1 K1 ) T ( B2 K2 ) T KT
2

B T
11 0 0

- P- 1 0 0

0 - Q- 1 0

0 0 - S - 1

< 0 .

(16)

式 (16) 左乘、右乘 diag{ P- 1 , Q- 1 , S - 1 , I , I , I} ,

并令 �P = P- 1 , �Q = Q- 1 , �S = S - 1 ,则式 (16) 等价于

式 (11) .

有数据包丢失时 , �Zi = �Z2 ,由引理 1 ,当 V ( x ( k

+ 1) ) - a- 2
2 V ( x ( k) ) = �x ( k) T �Φ2 �x ( k) < 0时 ,系统指

数稳定 ,因此有Φ2 < 0 ,即指数稳定条件为
A T

d1 PA d1 - a- 2
2 P 0 A T

d1 P( B10 + B11 )

0 - a- 2
2 Q 0

( B10 + B11 ) T PA d1 0 M

< 0 ,

(17)

其中

M = ( B10 + B11 ) T P( B10 + B11 ) +

B T
2 QB 2 + S - a- 2

2 S .

通过变换 ,式 (17) 可变换为
- a- 2

2 P 0 0 A T
d1 0

0 - a- 2
2 Q 0 0 0

0 0 S - a- 2
2 S B T

10 + B T
11 B T

2

A d1 0 B10 + B11 - P- 1 0

0 0 B2 0 - Q- 1

< 0 .

(18)

式 (18) 左乘、右乘 diag ( P- 1 , Q- 1 , S - 1 , I , I) ,即

等价于式 (12) .

由引理 1 ,指数衰减率为 a�β11 a�β22 ;由事件率与数

据包丢失率关系�β1 = 1 - r ,�β2 = r ,有衰减率 a1 - r
1 ar

2 .

当系统指数稳定时 ,对式 (10) 取对数 ,可得

(1 - r) lg a1 + rlg a2 > 0 .

048
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整理有

rlg
a2

a1
+ lg a1 > 0 .

根据数据包丢失率的定义 ,有 0 ≤ r < 1 ,因此

有式 (13) 成立. □

定理 2　当时延τk ≤ T且数据包丢失率 r一定

时 ,被控对象 (1) 在输出反馈控制下 ,如果存在正定

矩阵 P̂ , Q̂和 Ŝ ,标量 bi > 0 ( i = 1 ,2) ,满足条件

b1 - r
1 br

2 > 1 , (19)

- b- 2
1 P̂ 0 0

0 - b- 2
1 Q̂ 0

0 0 - b- 2
1 Ŝ

A d1 P̂ B 10 CcQ̂ B 11 Ŝ

B c C1 P̂ A cQ̂ - B c C2 B2 Ŝ

0 CcQ̂ 0

→

←

P̂A T
d1 P̂ ( B c C1 ) T 0

Q̂ ( B10 Cc)
T Q̂A T

c Q̂ CT
c

ŜB T
11 - Ŝ ( B c C2 B2 ) T 0

- P̂ 0 0

0 - Q̂ 0

0 0 - Ŝ

< 0 ,

(20)

- b- 2
2 P̂ 0 0

0 - b- 2
2 Q̂ 0

0 0 Ŝ - b- 2
2 Ŝ

A d1 P̂ 0 ( B10 + B11 ) Ŝ

B c C1 P̂ A cQ̂ - B c C2 B2 Ŝ

→

←

P̂A T
d1 P̂ ( B c C1 ) T

0 Q̂A T
c

Ŝ ( B T
10 + B T

11 ) Ŝ ( B c C2 B2 ) T

- P̂ 0

0 - Q̂

< 0 . (21)

则其闭环系统指数稳定 ,指数衰减率为 b1 - r
1 br

2 ,确保

稳定的最大数据包丢失率由下式决定 :

rlg
b2

b1
+ lg b1 > 0 ,

0 ≤ r < 1 .

(22)

证明方法同定理 1 .

注 1　定理 1和定理 2的求解 ,可事先给定满足

a1 - r
1 ar

2 > 1或 b1 - r
1 br

2 > 1关系的一组 ai 或 bi ,然后利

用 L MI工具箱求解其余线性矩阵不等式组.若有可

行解 ,即可判定相应系统的稳定性.通过 L MI的可

行解 ,可求出系统的指数衰减率 ,以及确保系统指数

稳定的最大允许数据包丢失率 rmadr .

5　数值例子
考虑如下被控对象 :

1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

Ûx ( t) =

0 1 0 0

1 0 0 0

- 1 0 0 1

0 1 1 1

x ( t) +

0

0

0

- 1

u( t) .

因该被控对象正则、无脉冲 ,因此 ,存在非奇异

矩阵

P =

1 0 1 - 1

0 1 0 0

0 0 - 1 1

0 0 1 0

, Q =

1 0 0 0

- 1 - 1 1 0

0 1 0 0

1 0 0 1

,

使系统受限等价于

Ûx1 ( t) =
- 1 - 1

1 0
x1 ( t) +

1

0
u( t) ,

0 = x2 ( t) +
- 1

0
u( t) .

假定 NCS采样周期 0 . 1 s , 网络诱导时延τk =

0 . 01 s ,数据包丢失率 r = 0 . 05 ,可计算出

A d1 = eA1 T =
0 . 900 2 - 0 . 095 0

0 . 095 0 0 . 995 2
,

B10 (τk ) =∫
T-τk

0
eA1 tB 1 d t =

0 . 086 0

0 . 003 9
,

B11 (τk ) =∫
T

T-τk

eA1 tB 1 d t =
0 . 009 1

0 . 000 9
.

采用状态反馈控制 , 控制器参数选为 K1 =

[ - 0 . 6　 - 0 . 2 ] , K2 = [ - 0 . 05　 - 0 . 01 ].

利用定理 1 ,选 a1 = 1 . 035 6 , a2 = 0 . 812 4 ,则有

a1 - r
1 ar

2 ≥1 . 023 1 > 1 .

利用 L MI工具箱 ,计算定理 1的两个矩阵不等

式 ,可知有可行解 ,分别为

�P =
4 . 075 5 - 1 . 738 1

- 1 . 738 1 4 . 044 4
,

�Q = 34 . 006 7 , S = 12 . 495 8 .

可见 ,该系统指数稳定 ,指数衰减率为 a1 - r
1 ar

2 =

1 . 023 1 ,确保系统指数稳定的最大数据包丢失率

rmadr = - log ( a1 ) / log ( a2 / a1 ) = 0 . 144 1 .

注 2　对于系统而言 , rmadr 越大 ,表明系统相对

于网络数据包丢失因素的稳定范围越大 ,同时还表

明系统稳定性受数据包丢失的影响越小 ,则系统的

平稳性越好.
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6　结 　　论
当时延不超过一个采样周期、数据包丢失率一

定时 ,正则无脉冲奇异被控对象的网络控制系统的

闭环模型是由数据包丢失率约束的异步动态切换系

统 ,且状态反馈和动态输出反馈闭环 NCS可用统一

模型描述.系统指数稳定的条件可以用一组不等式

描述 ,在给定其中一组参数的前提下 ,可用 L MI工

具箱求解另一组矩阵不等式 ,进而可判定系统的稳

定性.数据例子给出了稳定性的判定方法.
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