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不确定时滞系统执行器故障模式下的满意容错控制

薄翠梅1 ,2 , 王执铨1 , 张广明2 , 张登峰1
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摘　要 : 针对含有不确定参数的离散时滞系统 ,在执行器增益故障情况下 ,研究了含时滞记忆的状态反馈满意容错

控制器的设计问题.在采用合理的执行器故障描述条件下 ,分别给出了无外界扰动输入时含有时滞记忆和无时滞记

忆状态反馈鲁棒容错控制器的存在条件 ;进一步给出了在 H∞扰动衰减指标约束下 ,含有时滞记忆和无时滞记忆状

态反馈鲁棒容错控制器的设计方法.仿真算例验证了该方法的有效性.
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Abstract : The problem of state feedback satisfactory fault2tolerant control is investigated for uncertain discrete2time

delayed systems against actuator failures. Sufficient conditions for the existence of robust fault tolerant stabilization

controllers with time2dalay memory are given. Then , the satisfactory fault tolerant controllers with H∞ const raint s

are designed based on the solutions of a group of linear matrix inequalities. Numerical examples show the effectiveness

of the result s.

Key words : Uncertain time2delay systems ; Actuators failures ; Time2dalay memory ; Robust H∞ control

1　引　　言
　　在工业系统中普遍存在着时滞现象 ,其是影响

系统稳定性的主要因素[1 ] .考虑到不确定性的广泛

存在和执行器或传感器发生故障对系统性能的影

响 ,使得不确定时滞系统的满意容错控制的研究更

具有实际意义[2 ] .目前大多数时滞系统的反馈控制

采用无记忆反馈控制方法[3 ] ,对于时滞影响较小或

本身时滞量较小的系统较为有效 ,但对于时滞影响

较大的系统则很难达到控制目标[4 ] .本文研究在执

行器故障情况下 ,不确定离散时滞系统的含时滞记

忆的状态反馈满意容错控制器的设计问题.

2　问题描述
　　考虑如下的线性不确定离散时滞系统 :

x ( k + 1) =

( A +ΔA) x ( k) + ( A d +ΔA d ) x ( k - d) +

( B +ΔB) u( k) + ( B w +ΔB w )ω( k) ,

z ( k) =

( C1 +ΔC1 ) x ( k) + ( C1 d +ΔC1 d ) x ( k - d) +

( D1 +ΔD1 ) u( k) + ( D1 w +ΔD1 w )ω( k) ,

y ( k) = C2 x ( k) . (1)

式中 : x ( k) ∈Rn , u ∈R p ,ω( k) ∈Rq分别为系统状

态向量、输入向量和干扰向量 ; z ( k) ∈Rk 为系统评

价输出向量 ; y ( k) ∈Rk 为系统实际输出向量 ;ΔA ,

ΔA d ,ΔB ,ΔB w ,ΔC1 ,ΔC1 d ,ΔD1 ,ΔD1 w 表示模型参

数不确定项 ,且满足如下广义匹配条件 :

[ΔA 　ΔA d 　ΔB 　ΔB w ]∶=
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H1 F1 ( t) [ E1 　E2 　E3 　E4 ] ,

[ΔC1 　ΔC1 d 　ΔD1 　ΔD1 w ]∶=

H2 F2 ( t) [ E5 　E6 　E7 　E8 ]. (2)

其中 : H1 , H2 , E1 ～ E8 均为已知的适维实常数矩

阵 ;不确定摄动矩阵 F1 ( t) 和 F2 ( t) 为未知的时变实

函数矩阵 ,且范数有界满足

FT
1 ( k) F1 ( k) ≤ I , FT

2 ( k) F2 ( k) ≤ I. (3)

考虑执行器增益故障 ,引入开关阵[7 ]

M = diag[ m1 , m2 , ⋯, m p ] , (4)

式中 0 ≤m il ≤m i ≤m iu 且 m iu ≤1 .显然 ,当 m1 =

0时 ,第 i个执行器完全失效 ;当 m i = 1时 ,第 i个执

行器正常工作 ;当 0 ≤m il < m i < m iu且 m i ≠1时 ,

第 i个执行器部分失效.引入如下矩阵 :

M0 = diag[ m01 , m02 , ⋯, m0 p ] ,

J = diag[ j1 , j2 , ⋯, j p ] ,

| L | = diag[ | l1 | , | l2 | , ⋯, | l p | ] .

式中

moi = ( m il + m iu ) / 2 ,

j1 = ( m iu - m il ) / ( m iu + m il ) ,

l i = ( m i - m0 i ) / m0 i ,

得到

M = M0 ( I + L) , | L | ≤J ≤ I. (5)

本节的研究目的是 :针对不确定离散时滞系统

(1) ,在一般的执行器故障模式下 ,分别设计含时滞

记忆和无时滞记忆的状态反馈控制器 ,使得系统满

足如下约束条件 :

1) 在无外部扰动输入时 ,在执行器故障条件

下 ,闭环系统仍维持鲁棒渐近稳定 ;

2) 从扰动输入ω( k) 到被控输出 z ( k) 的传递函

数矩阵满足

∑
∞

k = 0
z T ( k) z ( k) ≤γ2 ∑

∞

k = 0

ωT ( k)ω( k) .

3　主要结果与证明
3 . 1　含时滞记忆的状态反馈容错控制器的设计

对于系统 (1) ,考虑执行器故障条件下 ,设计含

时滞记忆的状态反馈控制器为

u( k) = M K1 x ( k) + M K2 x ( k - d) , (6)

式中 K1 和 K2 为待求的状态反馈增益矩阵.则包含

执行器故障的闭环系统状态方程为

x ( k + 1) =

( �A + �B M K1 ) x ( k) + ( �A d +

�B M K2 ) x ( k - d) + ( �B w )ω( k) ,

z ( k) = ( �C1 + �DM K1 ) x ( k) + ( �C1 d +

　 　 　�D1 M K2 ) x ( k - d) + ( �D1 w )ω( k) . (7)

其中

�A = A +ΔA , �A d = A d +ΔA d , �B w = B w +ΔB w ,

�C = C +ΔC, �C1 d = C1 d +ΔC1 d ,

�D1 = D1 +ΔD1 , �D1 w = D1 w +ΔD1 w .

在分析和推导过程中 ,需要用到以下几个引理 :

引理 1 (舒尔补) [8 ] 　对给定的对称矩阵 S =

S11 S12

S21 S22

,以下 3个条件是等价的 :

1) S < 0 ;

2) S11 < 0 , S22 - S T
12 S - 1

11 S12 < 0 ;

3) S22 < 0 , S11 - S12 S - 1
22 S T

12 < 0 . (8)

其中 S11 是 r ×r维的.

引理 2[8 ] 　给定 R1 , R2 为适当维数的实常值矩

阵 , Y为任意的对称实矩阵 ,假设Σ( t) 为时变适维

对角矩阵 ,满足 |Σ( t) | ≤U且 ϖ t > 0使得| Σ( t) |

= U ,U 为正定对角矩阵 ,则

Y + R1ΣR 2 + RT
2ΣT RT

1 < 0 (9)

的充要条件是存在正常数β> 0 ,使得

Y +βR 1 U R T
1 +β- 1 RT

2 U R 2 < 0 . (10)

定理 1　在执行器故障情况下 ,含时滞记忆的

状态反馈闭环系统 (7) ,当外部干扰为 0 时 ,若存在

S1 , S2 和正定矩阵 X , Y满足

- X 0 XA T + S T
1 M0 B T

0 - Y YA T
d + S T

2 M0 B T

3 3 Θ1

3 3 ε2 E3 M0 J M 0 B T

3 3 3
3 3 3

→

←

X E T
1 + S T

1 M0 ET
3 X S T

1 J 1/ 2

Y E T
2 + S T

2 M0 ET
3 0 S T

2 J 1/ 2

ε2 BM 0 J M 0 ET
3 0 0

Θ2 0 0

3 - Y 0

3 3 -ε2 I

< 0 , (11)

则闭环系统渐近稳定 ,此时控制器增益分别为

K1 = S1 X - 1 , K2 = S2 Y - 1 .

其中

Θ1 = - X +ε1 H H T +ε2 BM 0 J M 0 B T ,

Θ2 = -ε1 I +ε2 E3 M0 J M 0 ET
3 .

证明 　引入 L yap unov函数为

V ( x ( k) , k) =

x T ( k) Px ( k) + ∑
k- 1

i = k- d

x T ( i) Rx ( i) . (12)

按照闭环系统 (7) ,对式 (12) 求差分可得

ΔV ( x ( k) , k) =

V ( x ( k + 1) , k + 1) - V ( x ( k) , k) =

x T ( k + 1) Px ( k + 1) - x T ( k) Px ( k) +
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x T ( k) Rx ( k) - x T ( k - d) Rx ( k - d) ≤

　　　[ x T ( k) 　x T ( k - d) ]W
x ( k)

x ( k - d)
, (13)

W =

A T + KT
1 MB T

A T
d + KT

2 MB T
( P- 1 -ε1 H H T ) - 1 ×

[ A + B K1 M　A d + B K2 M ] +

R - P 0

0 - R
+ε- 1

1

ET
1 + KT

1 M E T
3

ET
2 + KT

2 M E T
3

×

[ E1 + E3 M K1 　E2 + E3 M K2 ]. (14)

当 W < 0时 ,有

ΔV ( x ( k) , k) ≤- λmin ( - W )
x ( k)

x ( k - d)

2

< 0 ,

则闭环系统 (7) 为鲁棒渐近稳定.

令 X = P- 1 , Y = R - 1 ,对 W < 0 的两边乘以

diag{ X , Y} ,运用矩阵 Schur补定理 ,式 (14) 等价于

- X 0 XA T + X K T
1 MB T

0 - Y YA T
d + Y K T

2 MB T

3 3 - X +ε1 H H T

3 3 0

3 3 3

→

←

X E T
1 + X K T

1 M ET
3 X

Y E T
2 + Y K T

2 M E T
3 0

0 0

ε1 I 0

3 - Y

< 0 . (15)

将故障描述矩阵 (5) 代入式 (15) ,并定义

Y0 =

- X 0 XA T + X K T
1 M0 B T

0 - Y YA T
d + Y K T

2 M0 B T

3 3 - X +ε1 H H T

3 3 0

3 3 3

→

←

X E T
1 + X K T

1 M0 ET
3 X

Y E T
2 + Y K T

2 M0 ET
3 0

0 0

ε1 I 0

3 - Y

, (16)

并应用引理 3 ,存在正常数ε2 > 0 ,使得

- X 0 XA T + X K T
1 M0 B T

0 - Y YA T
d + Y K T

2 M0 B T

3 3 Θ1

3 3 ε2 E3 M0 J M 0 B T

3 3 3

→

←

X ET
1 + X K T

1 M0 ET
3 X

Y ET
2 + Y K T

2 M0 ET
3 0

ε2 BM 0 J M 0 ET
3 0

Θ2 0

3 - Y

+

ε- 1
2 [0　0　X K1 　Y K2 　0 ]T ×

J [0　0　X K1 　Y K2 　0 ] < 0 . (17)

定义矩阵变量 S1 = K1 X , S2 = K2 Y ,再次应用

矩阵 Schur补性质 ,可得到线性矩阵不等式 (12) .如

果条件 (12) 成立 ,闭环系统渐近稳定 ,定理得证. □

推论 1　在执行器故障情况下 ,对于不确定时

滞离散系统 (1) ,引入无时滞记忆的状态反馈 ,当外

部干扰 w ( k) = 0时 ,若存在 S1 , S2和正定矩阵 X , Y

满足

- X 0 XA T + S T
1 M0 B T

0 - Y YA T
d

3 3 Θ1

3 3 3
3 3 3
3 3 3

→

←

X E T
1 + S T

1 M0 ET
3 X S T

1 J 1/ 2

Y E T
2 0 0

ε2 BM 0 J M 0 ET
3 0 0

Θ2 0 0

3 - Y 0

3 3 -ε2 I

< 0 , (18)

则存在无时滞记忆的状态反馈容错控制器

u( k) = M Kx ( k) = S1 X - 1 x ( k) ,

在此控制器作用下 ,闭环系统渐近稳定.

3 . 2　含时滞记忆的状态反馈鲁棒 H∞控制器设计

当系统存在外界干扰输入时 ,研究含时滞记忆

的状态反馈的设计问题.

定理 2　在执行器故障情况下 ,对于不确定时

滞离散系统 (1) ,含时滞记忆的状态反馈闭环系统

(7) ,对于给定的干扰衰减系数γ > 0 ,若存在 S1 , S2

和正定矩阵 X , Y满足

- X 0 0 XA T + S T
1 M0 B T XCT

1 + S T
1 M0 DT

1

0 - Y 0 YA T
d + S T

2 M0 B T YCT
1 d + S T

2 M0 DT
1

0 0 - γ2 I B T
w D T

1w

3 3 3 Σ1 ε3 BM 0 J M 0 DT
1

3 3 3 3 Σ2

3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3
3 3 3 3 3

→

5101
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←

X E T
1 + S T

1 M0 ET
3 XGT

1 + S T
1 M0 GT

3 X S T
1 J 1/ 2

Y E T
2 + S T

2 M0 ET
3 YGT

2 + S T
2 M0 GT

3 0 S T
2 J 1/ 2

ET
4 GT

4 0 0

ε3 BM 0 J M 0 ET
3 ε3 BM 0 J M 0 GT

3 0 0

ε3 D1 M0 J M 0 GT
3 ε3 D1 M0 J M 0 GT

3 0 0

Σ3 ε3 E3 M0 J M 0 GT
3 0 0

3 Σ4 0 0

3 3 - Y 0

3 3 3 - ε3 I

< 0 .

(19)

则存在含时滞记忆的状态反馈控制器 (6) 使得闭环

系统 (7) 渐近稳定 ,且 H∞范数小于给定界γ,此时

状态控制器分别为 K1 = S1 X - 1 , K2 = S2 Y - 1 .其中

Σ1 = - X +ε1 H1 HT
1 +ε3 BM 0 J M 0 B T ,

Σ2 = - I +ε2 H2 HT
2 +ε3 D1 M0 J M 0 DT

1 ,

Σ3 = -ε1 I +ε3 E3 M0 J M 0 ET
3 ,

Σ4 = -ε2 I +ε3 G3 M0 J M 0 GT
3 .

证明 　引入与式 (12) 相同的 L yap unov函数 ,

并引入如下性能函数 :

J = ∑
∞

k = 0

[ z T ( k) z ( k) - γw T ( k) w ( k) ]. (20)

由于闭环系统是鲁棒二次稳定的 ,在零初始条件下 ,

对于任何非零外部扰动输入 w ( k) ,若有

J ≤∑
∞

k = 0
[ z T ( k) z ( k) - γw T ( k) w ( k) +

ΔV ( x ( k) , k) ] < 0 , (21)

则闭环系统不仅渐近稳定 ,而且 H∞范数小于给定

的约束界γ.定义 J 3 为

　J 3 =

　z T ( k) z ( k) - γw T ( k) w ( k) +ΔV ( x ( k) , k) =

　[ x T ( k) 　x T ( k - d) 　w T ( k) ]W

x ( k)

x ( k - d)

w ( k)

.

(22)

其中

W =

A T + KT
1 MB T

A T
d + KT

2 MB T

B T
w

( P- 1 -ε1 H1 HT
1 ) - 1 ×

[ A + B K1 M　A d + B K2 M　B w ] +

R - P 0 0

0 - R 0

0 0 - γ2 I

+ε- 1
1

ET
1 + KT

1 M E T
3

ET
2 + KT

2 M E T
3

ET
4

×

[ E1 + E3 M K1 　E2 + E3 M K2 　E4 ] +

CT
1 + KT

1 MD T
1

CT
1 d + KT

2 MD T
1

DT
1 w

( I - ε2 H2 HT
2 ) - 1 ×

[ C1 + D1 K1 M　C1 d + D1 K2 M　D1 w ] +

ε- 1
2

GT
1 + KT

1 MGT
3

GT
2 + KT

2 MGT
3

GT
4

×

[ G1 + G3 M K1 　G2 + G3 M K2 　G4 ]. (23)

令 X = P- 1 , Y = R - 1 ,对 W < 0的两边分别乘

以 diag{ X , Y} ,反复利用矩阵的 Schur定理.定义新

的矩阵变量 S1 = K1 X , S2 = K2 Y ,可得
- X 0 0 XA T + S T

1 MB T XC T
1 + S T

1 MD T
1

3 - Y 0 YA T
d + S T

2 MB T YCT
1 d + S T

2 MD T
1

3 3 - γ2 I B T
w D T

1w

3 3 3 - X +ε1 H1 HT
1 0

3 3 3 0 - I +ε2 H2 HT
2

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

→

←

X E T
1 + S T

1 M E T
3 XGT

1 + S T
1 MGT

3 X

Y E T
2 + S T

2 M E T
3 YGT

2 + S T
2 MGT

3 0

ET
4 GT

4 00

0 0 0

0 0 0

- ε1 I 0 0

3 - ε2 I 0

3 3 - Y

< 0 . (24)

将故障描述矩阵 (5) 代入线性矩阵不等式

(24) ,应用引理 2 ,存在正常数ε3 > 0 ,并进一步应用

Schur补定理 ,可得式 (24) 等价于式 (19) .可知若条

件 (19) 成立 ,则有 J ≤J 3 < 0 ,闭环系统鲁棒渐近

稳定 ,且有 H∞范数小于给定的约束界γ.定理得证.

□

推论 2　在执行器故障情况下 ,对于不确定时

滞离散系统 (1) ,设计无时滞记忆的状态反馈闭环系

统 ,对于给定的干扰衰减系数γ> 0 ,若存在 S1 和正

定矩阵 X , Y 满足
- X 0 0 XA T + S T

1 M0 B T XCT
1 + S T

1 M0 DT
1

0 - Y 0 YA T
d YCT

1 d

0 0 - γ2 I B T
w D T

1w

3 3 3 Σ1 ε3 BM 0 J M 0 DT
1

3 3 3 3 Σ2

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

3 3 3 3 3

→

6101
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←

X E T
1 + S T

1 M0 ET
3 XGT

1 + S T
1 M0 GT

3 X S T
1 J 1/ 2

Y E T
2 YGT

2 0 0

ET
4 GT

4 0 0

ε3 BM 0 J M 0 ET
3 ε3 BM 0 J M 0 GT

3 0 0

ε3 D1 M0 J M 0 GT
3 ε3 D1 M0 J M 0 GT

3 0 0

Σ3 ε3 E3 M0 J M 0 GT
3 0 0

3 Σ4 0 0

3 3 - Y 0

3 3 3 - ε3 I

< 0 ,

(25)

则存在无时滞记忆的状态反馈容错控制器 u( k) =

M K1 x ( k) , K = S1 X - 1在此控制器作用下 ,闭环系统

鲁棒渐近稳定 ,且有 H∞范数小于给定的约束界γ.

4　仿真实例
　　下面通过一个数值算例说明上述容错控制器

设计方法的有效性.考虑不确定离散时滞系统 (1) ,

其中参数矩阵为

A =

0 . 3 0 0 . 1

- 0 . 2 1 0

0 . 5 - 0 . 3 - 1

,

A d =

0 . 1 0 0

0 0 . 2 0

0 0 0 . 05

,

B =

2 3 0 . 5

1 3 0 . 2

0 . 1 1 . 2 0 . 3

, B w =

- 0 . 2

0 . 01

0 . 05

,

C1 =
1 . 5 - 0 . 6 0 . 5

0 . 3 - 0 . 5 0 . 5
,

C1 d =
- 0 . 3 0 - 0 . 3

- 0 . 4 - 0 . 2 0 . 1
,

D1 =
- 2 . 5 - 1 1

0 . 5 - 1 1
, D1 w =

0 . 3

0 . 5
.

不确定参数矩阵为

H1 = diag ( [0 . 3 0 . 1 - 0 . 5 ]) ,

E1 = diag ( [1 0 0 . 5 ]) ,

E2 = diag ( [0 . 3 0 . 2 0 . 4 ]) ,

E3 = diag ( [0 . 25 0 . 1 0 . 3 ]) ,

E4 = [0 . 1 ;0 . 1 ;0 . 5 ] , H2 = diag ( [0 . 3 0 . 2 ]) ,

G1 = diag ( [1 0 . 2 0 . 5 ]) ,

G2 = diag ( [0 . 1 0 . 2 0 . 3 ]) ,

G3 = diag ( [0 . 2 0 . 1 0 . 2 ]) , G4 = [0 . 1 ;0 . 1 ;0 ].

执行器故障模型

ML =

0 . 9 0 0

0 0 . 9 0

0 0 0 . 95

, ML =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

.

直接计算可得

M0 =

0 . 95 0 0

0 0 . 95 0

0 0 0 . 975

,

J =

0 . 052 6 0 0

0 0 . 052 6 0

0 0 0 . 025 6

.

系统时滞为 d = 3 ,由定理 1 ,可得到含时滞记

忆的状态反馈控制器增益为

K1 =

- 0 . 054 5 - 0 . 027 2 - 0 . 295 1

0 . 227 1 - 0 . 278 0 0 . 916 7

- 1 . 718 2 1 . 128 0 1 . 059 5

,

K2 =

- 0 . 065 3 0 . 025 9 - 0 . 057 0

0 . 054 9 - 0 . 089 6 0 . 183 0

0 . 098 1 0 . 015 2 - 0 . 500 6

.

由定理 2得到无时滞记忆的状态反馈控制器增益为

K1 =

- 0 . 049 5 - 0 . 034 5 - 0 . 350 5

0 . 208 4 - 0 . 275 3 0 . 953 1

- 1 . 609 5 1 . 041 0 0 . 918 8

.

给定干扰衰减系数γ= 2 ,则由定理 3可得到含

时滞记忆的状态反馈 H∞控制器增益为

K1 =

0 . 406 0 - 0 . 310 9 - 0 . 830 6

1 . 216 7 - 0 . 131 1 1 . 512 2

- 1 . 115 1 0 . 268 7 - 0 . 568 1

,

K2 =

- 0 . 034 0 0 . 033 8 0 . 223 4

0 . 267 7 0 . 007 5 0 . 516 9

0 . 014 6 - 0 . 059 1 - 0 . 381 3

.

由定理4 ,可得到无时滞记忆的状态反馈 H∞控制器

增益为

K1 =

0 . 385 5 - 0 . 180 3 - 0 . 207 8

1 . 471 6 0 . 074 0 2 . 653 9

- 1 . 089 7 0 . 210 7 - 0 . 614 7

.

5　结　　论
　　本文考虑在采用执行器故障合理描述的情况

下 ,研究了不确定时滞离散系统在 H∞指数衰减约

束下的满意容错控制设计问题.采用线性矩阵不等

式方法 ,给出含时滞记忆和无时滞记忆的状态反馈

控制器的求解过程.仿真算例表明 ,采用时滞记忆的

状态反馈可以解决无时滞记忆状态反馈在时滞影响

或本身时滞量较大时容易失效的问题.但该方法要

求时滞项已知 ,若时滞状态不能测量 ,实现困难 ,则

只能采用无记忆状态反馈或自适应方案解决.
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