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Sigma2Point直接式卡尔曼滤波惯性组合导航算法
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(南京航空航天大学 自动化学院 , 南京 210016)

摘　要 : 基于西格玛点采样加权的方法 ,以姿态、速度和位置等 9个导航参数为状态向量 ,以卫星导航系统的速度和

位置组成 6维观测向量 ,构建直接式卡尔曼滤波器 ,融惯性导航系统求解和状态估计的过程为一体 ,直接描述系统导

航参数动态过程.仿真结果验证了惯性组合导航 Sigma2Point 直接式滤波方法的有效性 ,表明该非线性直接式滤波方

法可提高惯性组合导航系统的导航精度和对飞机、导弹等载体非线性机动过程的适应性.
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Abstract : A nonlinear Kalman filter with direct st ructure for inertial integrated navigation system is proposed based on

weighted Sigma2Point s samples. The direct filter takes attitude , velocity and position as state vectors with the order

number of 9. And the observation vector contains 3 velocity and 3 position provided by global navigation satellites

system. The filter fuses the solving of INS mechanization in navigation f rame and the process of state estimation , and

directly describes the dynamic process of navigation parameters of the system. GPS/ INS direct filtering simulation

result s show the effectiveness of the proposed method which can improve the navigation accuracy and the fitness to the

nonlinear maneuver of airbornes or missiles.
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1　引　　言
　　以惯性导航为主导航系统的组合导航是当今导

航技术的主要发展方向.以惯导系统误差为被估状

态的间接式卡尔曼滤波 ,针对实际工程中的随机非

线性系统的状态估计问题 ,将非线性滤波系统模型

“线性化”,即基于小误差状态下泰勒级数展开 ,进行

解析线性化.这种处理方法有 2个明显的缺点 :1)有

新观测量时 ,观测方程需要重新线性化 ,不便于系统

的扩展 ;2) 在强非线性的运动过程中 ,解析线性化

条件不成立 ,会造成滤波不稳定.

针对随机非线性系统解析线性化滤波方法的不

足 ,近年来 ,出现了基于加权统计线性回归的滤波方

法 ,如 U KF ( Unscented Kalman Filter) ,中心差分

卡尔曼滤波 (CD KF)等 ,统称为 Sigma2Point 卡尔曼

滤波 (SP KF) [124 ] ,这些为以直接式非线性滤波方法

解决强非线性条件下的惯性组合导航提供了契机.

本文将 Sigma2Point 卡尔曼滤波应用于组合导

航 ,解决惯性组合导航的非线性状态估计问题 ,结合

Sigma2Point 卡尔曼滤波的特点 ,建立了惯性组合导

航系统的直接式滤波模型 ,以微小型无人飞行器为

应用对象进行仿真与验证.

2　Sigma2Point卡尔曼滤波算法
　　将卡尔曼滤波应用于非线性系统的关键是 ,能

够递推计算随机变量经过非线性系统后的统计量.

Sigma2Point 卡尔曼滤波是利用 Sigma 点方法递推

系统状态和观测值的统计特性[ 326 ] .
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设离散随机非线性系统模型为

X k/ k- 1 = f ( X k- 1 , uk- 1 , vk- 1 , k - 1) ,

Zk = H ( X k/ k- 1 , w k , k) .
(1)

其中 : k - 1 , k表示离散时刻 ; X k/ k- 1和 X k- 1分别为状

态预测值和上时刻的状态估值 ; uk- 1 为系统的输入

项 ; vk- 1为系统噪声 ,其方差为 Qk- 1 ; Zk为测量值 ; w k

为测量噪声 ,其方差为 Rk ;系统和测量噪声均服从

高斯分布. SP KF要解决的问题是在已知状态初值

X0 ,输入控制序列 u0 , u1 , ⋯, uk- 1 以及测量值序列

Z1 , Z2 , ⋯, Zk 的情况下 ,估计系统的状态变量 X k .

SP KF采用卡尔曼滤波的递推体系结构 ,包括

状态预测和修正两个步骤 ,根据 Sigma 采样点集和

加权因子的不同 ,SP KF分为U nscented卡尔曼滤波

器 (U KF) 和中心差分卡尔曼滤波器 (CD KF) .

设状态变量维数为 n , U KF用 2 n + 1个采样点

实现状态集合的递推以及有关统计量的计算. k时

刻 ,2 n + 1个加权采样 Sigma点和各点对应的权值

如下所示[1 ,6 ,7 ] :

X0 = �x ,

X j = �x + ( ( n +λ) Pk ) j , i = 1 , ⋯, M ,

X j = �x - ( ( n +λ) Pk ) ( j - M) ,

　　j = M + 1 , ⋯,2 M ,

W m
0 =
λ

n +λ
,

W c
0 =
λ

n +λ
+ (1 - α2 +β) ,

W m
j = W c

j =
1

2 ( n +λ)
, j = 1 , ⋯,2 M.

(2)

式中 :λ = α2 ( n +κ) - n ,κ和β均是比例因子 ,

( ( n +λ) Pk ) j 是矩阵 ( n +λ) Pk 的平方根矩阵

(Cholesky分解) 的第 j行或列 , W m
j 和 W c

j 是第 j 采

样点的权.

中心差分卡尔曼滤波CD KF采用中心差分代替

泰勒级数展开中的一阶和二阶导数 ,对已知均值与

协方差的随机变量经任意非线性变换后的均值与协

方差的估计问题 ,Sigma 点的位置及权值按下式计

算[1 ,2 ] :

X0 = �x ,

X j = �x + ( h2 Pk ) j , j = 1 , ⋯, M ,

X j = �x - ( h2 Pk ) j , j = M + 1 , ⋯,2 M ,

W 0 =
h2 - n

h2 ,

W j =
1

2 h2 , j = 1 , ⋯,2 M.

(3)

与 U KF中使用 3个标量参数相比 ,CD KF只使

用一个标量比例因数 h ,这一参数决定了 Sigma 点

绕均值的散布.

3　基于 Sigma2Point卡尔曼滤波的直接式惯

性组合导航滤波模型
　　Sigma2Point 卡尔曼滤波以捷联惯性导航系统

的机械编排方程为状态方程 ,以导航参数直接为被

估状态. SP KF组合滤波是一种直接式的滤波[5 ] ,状

态方程和观测方程均无需进行线性化.

3 . 1　状态方程和量测方程

导航坐标系采用“东北天”坐标系 ,惯导系统采

用指北方位机械编排 , SP KF状态方程如下 :

ÛX = f ( X ( t) ,ωb
ib , f b , t) . (4)

根据惯性导航系统原理 ,其展开式如下.

[Δθj ] =

∫
t2

t1
M 3 (ωb

ib - Cb
n, j - 1ωn

in , j - 1 + bg , j ) d t =

0 - Δθx , j - Δθy , j - Δθz , j

Δθx , j 0 Δθz , j - Δθy , j

Δθy , j - Δθz , j 0 Δθx , j

Δθz , j Δθy , j - Δθx , j 0

,

qk , j = e
1
2 [Δθj ] qk- 1 , j ,

Cn
b, j =

q2
1 + q2

0 -

q2
3 - q2

2

2 (q1 q2 - q0 q3 ) 2 (q1 q3 - q0 q2 )

2 (q1 q2 + q0 q3 )
q2

2 - q2
3 +

q2
0 - q2

1

2 (q2 q3 + q0 q1 )

2 (q1 q3 + q0 q2 ) 2 (q2 q3 - q0 q1 )
q2

3 + q2
2 -

q2
1 + q2

0

,

vk , j = vk- 1 , j + ( Cn
b, j ( f b + ba, j ) + gn -

　　　(2ωn
ie +ωn

en , j ) ×vn
k- 1 , j )Δt ,

pk , j = pk- 1 , j + vk , jΔt.

(5)

其中 : X ( t) 是系统状态向量 ,即 X ( t) = [γ,θ,ψ, v E ,

vN , vU , L ,λ, h]T ,依次为姿态 (横滚、俯仰、航向) ,速

度 (东向、北向、天向) 和位置 (纬、经、高) ;状态方差

阵为 Pk ,ωb
ib 和 f b ,分别表示机体坐标系相对于惯性

坐标系的转动角速率在机体系中的投影和比力.

Sigma2point 直接式卡尔曼滤波的观测方程直

接反映观测系统的测量原理 ,反映测量量与系统导

航参数之间的关系 Zk = H ( X k/ k- 1 , w k , k) .在惯性卫

星组合导航系统中 ,以 GPS输出的速度和位置为观

测量 ,观测方程为

Z = H X + V .

其 中 : Z = [ v E 　vN 　vU 　L 　λ　h]T , H =

[06×3 　I6×6 ] ,V 为测量噪声.滤波中 ,噪声通过非线

性系统参与状态的转移 ,故将系统噪声、观测噪声和
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状态 向 量 一 起 组 成 增 广 向 量 , 即 X a =

[ X T 　w T 　vT ]T ,增广向量维数记为 M ,增广的方

差阵为 Pa =

Pk 0

Q

0 R

.

本文设计的 SP KF的滤波状态维数为 21 ,与典

型的 18阶间接式滤波相比 ,滤波维数变化带来的计

算量增加不显著 ;状态递推阶段 ,SP KF间接式滤波

中的状态递推是惯导计算时间的 2 M + 1倍.通常组

合导航中 ,组合滤波的时间远大于惯导时间.因此整

体而言 , SP KF的时间与间接式滤波的总体计算时

间相当.

3 . 2　基于方向余弦矩阵的姿态采样点的生成与姿

态均值和方差的计算

角度不是矢量 ,在运算性质上与速度、位置参数

不同 ,生成采样点集时 ,需要借助方向余弦矩阵或四

元数的乘法等姿态解算方法 ;计算姿态方差时 ,借助

姿态误差. 本文以方向余弦矩阵为工具 ,生成姿态

Sigma点 ,实现角度方差计算.

设当前姿态为 E0 = [γ0 ,θ0 ,ψ0 ]T , 姿态阵为

Cb0n ; S = Pa 为增广向量方差阵的平方根矩阵 , Pa

和 S 的维数均为 M ×M ; S的 1到 3行 ,每列均为分

布在姿态的横滚、俯仰和航向的均方差向量 ,记为

[ <x , <y , <z ]T
j , j = 1 ,2 , ⋯,2 M.将姿态方差向量转换

为方向余弦误差矩阵形式ΔCbjb , j = 1 ,2 , ⋯,2 M ,即

　ΔCbjb =

c<z c<y

s<z c<x +

c<zs<ys<x

s<zs<x -

c<zs<y c<x

- s<z c<y

c<z c<x -

s<z s<ys<x

c<zs<x +

s<zs<y c<x

s<y - c<ys<x c<y c<x

,

式中 c和 s分别表示余弦和正弦函数.利用方向余弦

矩阵的性质 ,得到 Sigma 点姿态对应的方向余弦矩

阵 Cbjn = Cb0n ·ΔCbjb0 , j = 1 ,2 , ⋯,2 M.由{ Cbjn , j = 1 ,

2 , ⋯,2 M} 得到对称分布在 E0 = [γ0 ,θ0 ,ψ0 ]T 周围

的 2 M个姿态采样点.

姿态均值和方差的计算均需要各采样点姿态矩

阵的平台误差角. 以 Cb0n 作为姿态均值对应的方向

余弦矩阵 Cb, mean
n 的初始估计 , { Cbjn , j = 1 ,2 , ⋯,2 M}

中各个采样点方向余弦矩阵分别与 Cb, mean
n 相乘 ,

ΔCbjb, mean = ( Cb, mean
n ) T Cbjn , j = 1 ,2 , ⋯,2 M ,得到平台

误差角向量{ �<j , j = 1 ,2 , ⋯,2 M} .平台误差角向量

均值为 �<m = ∑
2 M

j = 0
W m

j �<k/ k- 1 , j .为减小以 Cb0n 代替 Cb, mean
n

引入的误差 ,用 �<m 修正 Cb, mean
n 后迭代.将{ �<j , j = 1 ,

2 , ⋯,2 M}与各 Sigma点的速度偏差、位置偏差构成

状态预测的偏差量 { X k/ k- 1 , j - x̂ k/ k- 1 , j = 0 ,1 , ⋯,

2 M} ,计算方差阵 Pxx 和 P xz .

3. 3　惯性组合导航 SPKF直接式滤波流程

SP KF直接式滤波流程包括初始化、状态预测

和测量更新 3部分. SP KF初始化α,β,κ参数 (U KF)

或 h参数 (CD KF) ,计算 Sigma点的加权统计权值向

量 W m
j , W c

j , j = 0 ,1 , ⋯,2 M.利用惯导姿态自对准 ,

GPS位置和速度 ,初始化状态向量 :姿态、速度和位

置 ,初始化增广的方差阵 Pa ,得采样点集{χ
j ,0 , j =

0 ,1 , ⋯,2 M} .

以采样点集{χ
j ,0 , j = 0 ,1 , ⋯,2 M} 作为 SP KF

状态递推的初值 ,采集 INS惯性传感器的角速率和

比力 ,推动 SP KF的状态采样点集的递推 ,得到 k时

刻系统状态 ,记为 X k/ k- 1 , j .

在 GPS测量时刻 ,根据预测的状态和系统测量

模型 ,对测量值进行预测 ,有 Zk , j = H X k , j + v j .

在获得测量值和预测值后 ,计算新息 ,通过增益

矩阵 ,获得各个状态的误差修正量 , SP KF中新息和

滤波增益矩阵的计算都涉及到对状态预测集、测量

预测集一、二阶矩 (均值和方差) 的计算[8210 ] . 通过

Sigma点集得到的状态预测的均值和方差为

x̂ k/ k- 1 = ∑
2 M

j = 0
W m

j X k/ k- 1 , j ,

pxx = ∑
2 M

j = 0
W c

j ( X k/ k- 1 , j - x̂ k+1/ k ) ( X k/ k- 1 , j - x̂ k/ k- 1 ) T ;

估计观测值的均值和方差为

Zc = ∑
2 M

j = 0

W m
j Z k , j ,

Pzz = ∑
2 M

j = 0
W c

j ( Zk , j - Zc) ( Zk , j - Zc) T ;

状态预测和观测估值之间的协方差为

Pxz = ∑
2 M

j = 0
W c

j ( X k/ k- 1 , j - x̂ k/ k- 1 ) ( Zk , j - Zc) T ;

计算滤波增益为

Kk = Pxz ( Pzz ) - 1 ;

状态和方差更新为

x̂ k = x̂ k/ k- 1 + Kk ( Zg - Zc) ,

Pk = Pxx - Kk P T
xz .

3. 4　SPKF直接式滤波器参数设定

U KF中α与一、二阶矩的权值关系最为密切 ,

是 U KF滤波稳定性的首要决定因素. 随着α的增

大 ,采样点分布范围变大 ,除中心点外的采样点权值

变小 ,统计线性化将失去统计意义.α较小时 ,方差

阵 Pk 不正定、Pzz 奇异 ,滤波数值不稳定 ,无法计算

滤波增益 K. 对于惯性卫星组合导航 ,通过仿真实

验 ,α在 1～ 5之间较为合适.
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对于 CD KF , h2 ≥1 .多次仿真表明 , h < 400的

情况下滤波稳定 ,各导航参数性能较好.

4　惯性组合导航 SPKF滤波仿真及分析
以微型飞行器为应用载体构建如图 1所示的仿

真验证系统.该仿真系统采用飞行动态仿真和真实

导航传感器误差数据生成动态数据的方式 ,惯性器

件和 GPS误差由实验室对实际器件测试的数据文

件中注入. 微小型飞行器飞行航迹包括以下过程

———加速 ,爬升 ,平直飞行 ,转弯 ,以及进一步爬升 ,

下滑 ,最后进行盘旋状态 ,如图 2 .仿真时间为 600 s.

图 1　直接式滤波仿真系统结构图

图 2　飞行仿真的航迹

微小型无人飞行器的初始姿态设为载体水平 ,

航向 90°,初始位置 (118°,29°,50m) ,滤波器的初始

参数主要包括惯性传感器的噪声参数 ,系统状态的

初值和方差阵的初值 ,SP KF 中的 Sigma 点伸缩因

子. 依据目前 M EMS 惯性传感器的性能指标 ,

M EMS陀螺噪声均方根设为 0. 5°/ s ,M EMS加速度

计噪声均方根设为 10 - 3 g ,微型 GPS 的测速误差

0. 5 m/ s ,定位误差 8 m (1σ) .

基于 SP KF的惯性组合导航系统得到的姿态如

图 3所示 ,姿态误差与定位误差分别如图 4和图 5所

示.其中 :实线为 CD KF ,虚线为 U KF. U KF姿态精

度为 0. 5°,航向 1°(1σ) ,定位精度 4 m (CEP) ;CD KF

姿态精度为 0. 3°, 航向 0. 5°(1σ) , 定位精度为

5 m (CEP) .后者姿态精度较高 ,前者的位置精度略

高.这两者精度的差别主要是由于U KF和CD KF不

同权值的选取方式 ,使得系统对姿态和对位置的观

测程度不同.仿真结果表明 ,基于 U KF和 CD KF的

直接式惯性组合滤波方法稳定.在微型飞行器的典

型飞行条件下 ,直接式滤波能够适应各种飞行状态.

与常规线性卡尔曼滤波相比 ,该滤波方法具有较高

的精度.

图 3　姿态曲线

图 4　姿态误差曲线

图 5　位置误差曲线

5　结 　　论
　　本文研究了惯性组合导航中基于统计线性化的

非线性系统直接式滤波与估计方法.利用方向余弦

矩阵与姿态角之间的关系 ,实现了状态向量中姿态

角采样点的生成与各采样点姿态角误差一、二阶矩

的统计计算.以应用于微型飞行器的 GPS/ INS为

对象 ,仿真验证了惯性组合导航系统中 Sigma2Point

直接式滤波方法的有效性与稳定性 ,算法性能较常

规线性卡尔曼滤波器优越 ,可有效避免非线性滤波

模型线性化后的模型误差 ,适合于解决高动态条件
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下的飞行器非线性滤波与状态估计问题.
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