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一类欠驱动机械系统的全局鲁棒控制

赖旭芝 , 潘昌忠 , 吴　敏
(中南大学 信息科学与工程学院 , 长沙 410083)

摘　要 : 针对具有质心参数不确定性的 Acrobot系统 ,提出一种全局的鲁棒控制方法.首先 ,给出系统具有质心参数

不确定的系统模型 ;其次在摇起区 ,分析系统不确定性条件下的能量变化情况 ,基于能量不断增加的思想设计出摇起

控制器 ;在平衡区 ,把系统的不确定性转化为模型状态矩阵的不确定性 ,引入 H∞标准设计方法 ,得出存在 H∞状态

反馈控制器的充要条件 ,通过求解线性矩阵不等式使系统有效地克服不确定性的影响实现二次稳定 ;最后通过仿真

实验验证了所提方法的有效性.
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Abstract : This paper present s a global robust control st rategy for a class of underactuated mechanical systems called

Acrobot with centriod uncertainties. First , the system model with parameter uncertainties is given. Then , a swing up

controller is proposed based on the ideal of increasing system’s energy with each swing. In the balance area , the linear

model with parameter uncertainties is deduced by reformulating the uncertainties of the system as the uncertainties of

the model state matrix. A necessary and sufficient condition of existence of a robust state feedback controller is

employed based on the method of H∞ standard control. And the controller is designed by solving a term of linear

matrix inequalities , which can effectively deals with the uncertainties and maintains the quadratic stability of the

system. Simulation result shows the effectiveness of the proposed method.
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1　引　　言
　　欠驱动机器人控制策略的研究在机器人和控制

领域都是一个巨大的挑战.近十几年来 ,欠驱动机器

人已经广为人知 ,并且被越来越多的人所关注.欠驱

动体操机器人 Acrobot 正是一类具有非完整约束的

欠驱动机械系统[ 1 ] ,它具有两个自由度 ,而只有一个

控制输入.由于它具有欠驱动特性 ,在节约能量、降

低成本以及增强灵活性等方面都优越于完全驱动系

统 ,同时由于系统具有多变量、非线性、强耦合以及

不稳定等特点 ,使之便于研究和验证各种控制算法.

因此 ,对欠驱动机械系统的研究具有重要的理论意

义和工业应用价值.

近年来 ,针对 Acrobot 系统 ,许多学者已经研究

出了各种控制方法 ,如部分反馈线性化控制、模糊控

制、L yap unov方法等用于实现摇起操作[224 ] ,同时采

用 L QR及滑模控制等方法实现了系统的平衡控

制[3 ,5 ,6 ] ,都取得了不错的控制效果.但是在众多的

控制方法中 ,几乎都是基于系统的理想模型 (即忽略

了诸多的不确定性等因素)得到的 ,所得出的结论在

实际应用中存在很大的局限性.文献[ 7 ]虽然提出一

种鲁棒控制方法用于实现系统的摇起控制 ,但只是

单纯把不平衡点附近连杆旋转的角速度当成一种不

确定性来处理 ,并未研究系统在参数不确定等情况

下的鲁棒控制问题.

实际上 ,对于体操机器人 Acrobot 系统 ,其主要

的模型参数有 :杆质量、杆长度和杆质心.通常情况
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下 ,两杆的质量和长度相对来说是给定不变的 ,它不

会随系统的运动或环境的不同而发生变化 ;相反 ,杆

的质心却可能是个不确定量 ,它可能会由于杆质量

的不均匀或运动等特性而使得杆的质心不固定 ,呈

现出在一定范围内摄动的情况.因此 ,在这种情况下

研究系统在具有质心不确定条件下的全局鲁棒控制

方法 ,对于欠驱动机械系统的应用具有十分重要的

价值.

近十几年来 , H∞鲁棒控制理论[8 ]迅猛发展 ,已

成为控制理论的一个研究热点 ,并取得了丰硕的成

果.它给出了鲁棒控制系统的设计方法 ,并充分考虑

系统不确定性的影响 ,不仅能保证控制系统的鲁棒

稳定性 ,而且能优化一些性能指标.在实际应用中 ,

多种控制问题均可变换为 H∞鲁棒控制理论的标准

问题 ,具有一般性.

本文针对具有质心不确定的 Acrobot 系统 ,提

出一种全局的鲁棒控制方法.该控制方法分为摇起

控制和平衡控制两部分.在摇起区 ,分析系统在不确

定性条件下的能量变化情况 ,从摇起能量不断增加

的角度出发设计摇起控制器 ;在平衡区 ,把系统的不

确定性转化为模型状态矩阵的不确定性 ,针对参数

不确定线性化模型 ,引入基于状态反馈的 H∞标准

设计方法 ,得出存在一个 H∞状态反馈控制器的充

分必要条件 ,通过求解线性矩阵不等式得出鲁棒状

态反馈控制律 ,使系统有效地克服不确定性的影响 ,

实现二次稳定.最后 ,通过仿真对比验证了结果的有

效性.

2　系统的不确定模型
　　Acrobot 的模型结构如图 1所示 , qi ( j = 1 ,2)

为第 j杆的角度 ,分别是坐标 y轴正方向与杆 1的角

度和杆 1的延长线与杆 2所构成的角度 ;Ûqi为第 j 杆

的角速度 ; L j 为第 j 杆的长度 ; m j 为第 j 杆的质量 ;

L gj 为从 j关节到 j杆质心的距离 ; I j为第 j杆相对于

质心的惯性 ; g为重力加速度.令 q = [ q1 , q2 ]T ,其数

学模型可通过拉格朗日动力学知识得到 ,在存在质

心参数不确定性时 ,系统的不确定动力学方程可描

述为

M′( q) q̈ + H′( q , Ûq) + G′( q) =τ. (1)

其中 :τ= [τ1 ,τ2 ]T = [0 ,τ2 ]T是力矩向量 , M′( q) 为

惯性矩阵 , H′( q , Ûq) 为利里奥利力和离心力的结合 ,

G′( q) 是重力 ,它们分别定义为

M′( q) = M ( q) +ΔM ( q) ,

H′( q , Ûq) = [ H′1 　H′2 ]T = H ( q , Ûq) +ΔH ( q , Ûq) ,

G′( q) = [ G′1 　G′2 ]T = G( q) +ΔG( q) . (2)

式中 : M ( q) , H ( q , Ûq) , G( q) 分 别 代 表 标 称 值 ;

ΔM ( q) ,ΔH ( q , Ûq) ,ΔG( q) 则分别代表对应质心不

图 1　Acrobot 结构

确定时相应的不确定项 ,且它们可表示为

M ( q) =
θ1 +θ2 + 2θ3 cos q2 θ2 +θ3 cos q2

θ2 +θ3 cos q2 θ2
,

H ( q , Ûq) =
- θ3 (Ûq2

2 + 2Ûq1 Ûq2 ) sin q2

θ3 Ûq2
1 sin q2

,

G( q) =
- θ4 sin q1 - θ5 sin ( q1 + q2 )

- θ5 sin ( q1 + q2 )
;

(3)

ΔM ( q) =

Δθ1 +Δθ2 + 2Δθ3 cos q2 Δθ2 +Δθ3 cos q2

Δθ2 +Δθ3 cos q2 Δθ2
,

ΔH ( q , Ûq) =
- Δθ3 (Ûq2

2 + 2Ûq1 Ûq2 ) sin q2

Δθ3 Ûq2
1 sin q2

,

ΔG( q) =
- Δθ4 sin q1 - Δθ5 sin ( q1 + q2 )

- Δθ5 sin ( q1 + q2 )
.

(4)

其中θi ( i = 1 ,2 , ⋯,5) 为系统的结构参数 ,它们定

义为

θ1 = m1 L 2
g1 + m2 L 2

1 + I1 ,

θ2 = m2 L 2
g2 + I2 ,θ3 = m2 L 1 L g2 ,

θ4 = m1 gL g1 + m2 gL 1 ,θ5 = m2 gL g2 . (5)

假设质心摄动为ΔL gi ( i = 1 ,2) ,则Δθj ( j = 1 ,

2 , ⋯,5) 为质心参数摄动而导致的不确定性项 ,即

Δθ1 = m1 L 2
g1 + 2 m1 L g1ΔL g1 ,

Δθ2 = m2ΔL 2
g2 + 2 m2 L g2ΔL g2 ,

Δθ3 = m2 L 1ΔL g2 ,

Δθ4 = m1 gΔL g1 ,Δθ5 = m2 gΔL g2 . (6)

令 x = [ x1 　x2 　x3 　x4 ]T = [ q1 　q2 　Ûq1

Ûq2 ]T ,则方程 (1) 可改写为

Ûx1 = x3 , Ûx2 = x4 ; (7a)

Ûx3 = f′1 ( x) + b′1 ( x)τ2 ,

Ûx4 = f′2 ( x) + b′2 ( x)τ2 . (7b)

式中 : f′1 ( x) , f′2 ( x) , b′1 ( x) , b′2 ( x) 为非线性函数 ,分
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别为

f′1 ( x)

f′2 ( x)
= M′- 1 ( x) [ - H′( x) - G′( x) ] ,

b′1 ( x)

b′2 ( x)
= M′- 1 ( x)

0

1
.

3　系统能量分析与摇起控制器设计
　　文献[5 ]给出了系统在标称模型下的能量表达

式 ,并从能量出发设计了摇起控制器.然而 ,当系统

存在质心参数不确定性的影响时 ,系统的能量会相

应发生变化.因此 ,为了重新设计摇起控制器 ,有必

要分析系统存在质心不确定性条件下的能量变化情

况.

3 . 1　能量分析

参数摄动时系统的能量表达式为

E′( x) = T′( x) + V′( x) . (8)

其中 : T′( x) 为动能 ,V′( x) 为势能. 它们又可表示

为

T′( x) = T ( x) +ΔT ( x) ,

V′( x) = V ( x) +ΔV ( x) . (9)

式中 : T ( x) 和 V ( x) 是标称情况下的动能和势能 ;

ΔT ( x) 和ΔV ( x) 是参数变动后相应的摄动值 ,它们

具有如下表达式 :

T ( x) = 0 . 5ÛqT M ( q) Ûq ,

ΔT ( x) = 0 . 5ÛqTΔM ( q) Ûq , (10)

和

V ( x) =θ4 cos q1 +θ5 cos ( q1 + q2 ) ,

ΔV ( x) =Δθ4 cos q1 +Δθ5 cos ( q1 + q2 ) . (11)

　　对式 (8) 求导 ,可得

ÛE′( x) = [
5′T ( x)

5Ûx1

5′T ( x)
5Ûx2

]
Ûx3

Ûx4

+

[
5 T′( x)

5 x1

5 T′( x)
5 x2

x3

x4

+

[
5V′( x)

5 x1

5V′( x)
5 x2

]
x3

x4

. (12)

另外

[
5 T′( x)

5Ûx1

5 T′( q , Ûq)
5Ûx2

] = [Ûq1 　Ûq2 ] M′( q) ,

[
5V′( x)

5 x1

5V′( x)
5 x2

] = [ G′1 ( q) 　G′2 ( q) ] , (13)

[
5 T′( x)

5 x1

5 T′( x)
5 x2

] = [ H′1 ( q , Ûq) 　H′2 ( q , Ûq) ] ,

(14)

Ûx3

Ûx4

= M′- 1 ( q)
- H′1 ( q , Ûq) - G′1 ( q)

τ2 - H′2 ( q , Ûq) - G′2 ( q)
. (15)

　　将式 (13) , (14) 和 (15) 代入 (12) ,经化简得

ÛE′( x) = Ûq2τ2 = Ûx2τ2 = x4τ2 . (16)

从式 (16) 中可以看出 ,系统能量的导数与质心

参数摄动无关.

3 . 2　控制器设计

摇起控制器的作用是将系统从低部的平衡位置

摇起到向上的不稳定平衡点处 ,实现摇起操作.一种

有效的方法是让系统的能量逐渐达到并收敛至垂直

位置时的最大能量 ,即满足 E′( x) ≥0 .

为了使体操机器人从摇起区迅速过渡到平衡

区 ,选择如下 Lyap unov函数 :

V ( x) =
1
2

ke ( E′- E′0 ) 2 , ke > 0 . (17)

其中 : E′为 E′( x) 的简写式 ; E′0 为系统垂直向上位

置时的最大能量 ,它的数学描述为

E′0 =θ′4 +θ′5 , E′≤ E′0 . (18)

对式 (17) 求导 ,可得

ÛV ( x) = ke ( E′- E′0 ) ÛE′. (19)

将式 (16) 代入 (19) ,得

ÛV ( x) = ke ( E′- E′0 ) x4τ2 , (20)

当

τ2 = - ke ( E′- E′0 ) x4 (21)

时 ,有

ÛV ( x) = - k2
e ( E′- E′0 ) 2 x2

4 < 0 , Π x4 ≠0 ,

ÛE′( q , Ûq) = Ûq2τ2 = - ke ( E′- E′0 ) x2
4 ≥0 .

(22)

因此 ,当采用式 (21) 的控制力矩时 ,能够保证系统

在摇起的过程中有效地克服不确定性的影响 ,使能

量向递增的方向变化 ,同时又使其具有收敛至垂直

向上平衡位置时具有的最大能量.

4　平衡控制器设计
　　当系统在摇起控制器 (21) 的作用下进入平衡

区的范围时 ,由切换策略将系统切换到平衡控制器

的作用下 ,实现系统的平衡稳定.文献[3 ]给出了系

统位于吸引区附近的近似线性化模型 ,并设计了相

应的平衡控制器.本文考虑存在不确定参数时的情

况 ,将不确定性的表现形式化为不确定矩阵的形式 ,

依据 H∞鲁棒控制的方法设计平衡鲁棒控制器 ,实

现系统的二次稳定.

在平衡区 ,利用不稳定平衡点处的参数不确定

近似线性化模型 ,即

Ûx = ( A +ΔA) x + ( B +ΔB)τ2 . (23)

其中 : A 和 B 是 Acrobot 系统标称参数情况下的系

统矩阵 ;ΔA 和ΔB是质心参数变动后相应的不确定

项 ,假定不确定项是有界的 ,且能化成如下结构 :

[ΔA 　ΔB ] = D F ( t) [ E1 　E2 ]. (24)

式中 : D , E1和 E2是具有适当维数常数矩阵 ,反映了

质心参数不确定项的结构 ; F( t) 为可测的矩阵函
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数 ,满足 F( t) ∈R, R = { F( t) | F( t) T F( t) ≤ I} , I

为适当维数的单位矩阵.

定义 1　对于式 (23) 所述的 Acrobot平衡区近

似模型 ,设计如下形式的状态反馈控制器 :

τ2 = Kx , (25)

使得闭环系统

Ûx = [ A + B K + D F ( E1 + E2 K) ] x (26)

二次稳定的充要条件是 A + B K为稳定阵且

‖( E1 + E2 K) ( sI - A - B K) - 1 D‖∞ < 1

(27)

成立.

引理 1 (有界实引理) [9 ] 　设γ> 0 ,且一传递函

数 T ( s) 的实现为 T ( s) = D + C(sI - A) - 1 B ,则以下

条件是等价的 :

1) 系统渐近稳定 ,且 ‖T (s) ‖∞ <γ;

2) 存在一个正定对称矩阵 X ,使得

A T X + XA X B CT

B T X - γI D T

C D - γI

< 0 . (28)

定理 1　对于 Acrobot 平衡区模型 (23) ,存在

一个 H∞状态反馈控制器的充要条件是存在一个对

称正定矩阵 X 和任意合适维数的矩阵 W ,使得如下

L MI :

A X + B W +

( A X + B W ) T
D ( E1 X + E2 W ) T

DT - I 0

E1 X + E2 W 0 - I

< 0

(29)

成立 ,则相应的 H∞状态反馈控制器为

τ2 = ( W X - 1 ) x . (30)

证明 　对于式 (23) 所对应的闭环控制系统

(26) ,运用上述的有界实引理可得 ,当且仅当存在一

个正定对称矩阵 P ,使得

( A + B K) T P +

P( A + B K)
PD ( E1 + E2 K) T

DT P - I 0

E1 + E2 K 0 - I

< 0

(31)

成立时 ,系统渐近稳定且 ‖T (s) ‖∞ < 1 .

对不等式 (31) 的左边和右边分别左乘右乘矩

阵 diag{ P- 1 , I , I} ,得到式 (31) 的等价形式为

P- 1 ( A + B K) T +

( A + B K) P- 1
D P - 1 ( E1 + E2 K) T

DT - I 0

( E1 + E2 K) P- 1 0 - I

< 0 .

(32)

定义 X = P- 1 , W = KX ,代入式 (32) 即得定理

1中的式 (29) .由 K = W X - 1 代入式 (25) 即可得式
(30) . □

5　切换策略
　　为了实现两类控制器之间的平滑过度 ,以下给

出一种有效的切换策略.

令整个运动空间为Σ,则平衡区Σ2 定义为

Σ2 = | mod ( x1

2π) | ≤
π
6
∩

| mod ( x1 + x2

2π ) | ≤
π
6

. (33)

这里 mod ( x/ y) 是 x除以 y 的余数 ,摇起区Σ1 为
Σ1 =Σ - Σ2 . (34)

理论上 ,由式 (33) 即可成为摇起区和平衡区的

一种转换条件. 当系统满足式 (33) 给定的条件时 ,

由平衡控制器作用 ;反之 ,摇起控制器起作用.然而

在实验中 ,为了提高系统的捕获成功率 ,一种有效的

方法是保证系统进入吸引区时系统的总能量接近而

略小于 E′0 ,因此 ,作如下定义 :

| E′- E′0 | ≤0 . 55J . (35)

由以上分析可得系统的切换策略 :

1) 计算 E′.

2) 判断是否满足式 (35) . 否 , 则控制规律取
(21) ;是 ,则令τ2 = 0 .

3) 判断角度是否满足式 (33) . 是 ,则取控制规

律 (29) ;否 ,则返回 2) .

6　仿真实验与结果
　　仿真中 , Acrobot 的标称物理参数为 : m1 =

1 kg , I1 = 0 . 083 kg·m2 , L 1 = 1 m , L g1 = 0 . 5 m , m2

= 1 kg , I2 = 0 . 33 kg·m2 , L 2 = 2 m , L g2 = 1 m ;其初

始状态为 x (0) = [π　0　0　0 ]T ;式 (19) 中的 ke =

0 . 05 .

在具体实验系统中 ,两杆的质心往往具有不确

定性 ,本文考虑其不确定的最大摄动为 ±10 %时 ,

有 |ΔL g1 | ≤0 . 05 m , |ΔL g2 | ≤0 . 1 m ,则可计算出

ΔA =

0 0 1 0

0 0 0 1

σ1 σ2 0 0

σ3 σ4 0 0

,ΔB =

0

0

σ5

σ6

. (36)

其中

　　|σ1 | ≤0 . 5 , |σ2 | ≤3 . 0 , |σ3 | ≤0 . 7 ,

　　|σ4 | ≤3 . 9 , |σ5 | ≤0 . 3 , |σ6 | ≤0 . 5 .

对应于式 (24) 中的 D , E1 , E2 , F( t) 分别为

D =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 1

,
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E1 =

0 . 5 0 0 0

0 3 . 0 0 0

0 . 7 0 0 0

0 3 . 9 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

E2 = [0　0　0　0　0 . 3　0 . 5 ]T ,

F( t) = diag{
σ1
0 . 5

,
σ2
3

,
σ3
0 . 7

,
σ4
3 . 9

,
σ5
0 . 3

,
σ6
0 . 5} .

通过 Matlab鲁棒工具箱求解式 (29) ,可得

u = 103 [1 . 408 9　0 . 597 5　0 . 612 6　0 . 295 4 ] x .

(37)

图 2所示为系统在质心参数摄动满足±10 %时

的仿真结果 ,当 t = 3 . 25 s时成功实现从摇起到平衡

控制之间的平滑转换.从图中可以看出 ,虽然系统受

图 2　质心参数摄动情况下的仿真结果

到质心参数性摄动的影响 ,但本文所提方法能有效

地抑制不确定性的影响 ,成功实现系统的二次稳定.

相比文献 [7 ] 中的控制方法而言 ,控制效果更为明

显 ,克服了控制力矩过大、能量突变等缺点.

7　结 　　论
　　本文针对具有质心参数不确定性的 Acrobot 系

统 ,提出了一种全局的鲁棒控制方法.该控制方法在

摇起区充分地分析了系统在质心参数摄动情况下能

量变化情况 ,基于能量递增及收敛的方法设计了摇

起控制器 ;然后 ,设计了平衡鲁棒控制器以实现系统

的二次稳定.仿真结果验证了所提出方法的有效性

和优越性.
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