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摘　要 : 为了拓广 GM (1 ,1)模型的适用范围 ,对 GM (1 ,1)模型进行了两方面的改进 :对初始序列进行预处理以改善

其光滑性 ;用 GM (1 ,1)模型的内涵型代替白化响应式作为新的预测公式.理论分析与实验结果表明 ,改进模型不仅

比传统模型的预测精度高 ,而且完全适用于对高增长序列建模 ,拓广了 GM (1 ,1)模型的适用范围.
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Abstract : In order to extend the applicable range of GM (1 ,1) model , two aspect s of GM (1 ,1) model are improved ,

which are pre2processing the primary sequence to enhance it s smoothness and substituting connotation type for white

response of GM (1 ,1) model to calculate predicted values. The analytical result s indicate that the improved model has

much higher precise than the t raditional one and is ext remely applicable to the high2growth series , thus the applicable

range is widened greatly.
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1　引　　言
　　GM (1 ,1)模型是灰色系统理论中应用最广泛

的模型 ,已成功地解决了许多实际问题.然而 ,在实

践中发现 ,当原始数据为高增长序列或者数据变化

急剧时 ,此模型的拟合或预测效果会出现很大偏差 ,

甚至完全失效 ,严重影响了实际预测控制效果的准

确性和可靠性 ,也限制了模型的适用范围.因此如何

解决该问题 ,便成为改进模型的一个重要方面.本文

作者在文献[1 ]中 ,将传统 GM (1 ,1)模型的参数估

计方法 :最小二乘法 ,改为累积法 ,提出了累积法

GM (1 ,1)模型 ,并且进一步处理了模型的病态性问

题 ,弥补了最小二乘法的不足.但是模型的预测精度

和适用范围并没有得到显著提高 ,这是因为参数估

计方法的改进并没有影响原模型的建模机理.通过

分析 GM (1 ,1)模型的建模机理 ,发现两个问题 :1)

灰色预测模型从本质上可认为是指数预测模型 ,其

预测精度与被预测对象的递变规律以及数据序列的

光滑度有关 ;2) 其用来计算拟合与预测值的白化响

应式是 GM (1 ,1)模型的白化模型的解 ,并不是由

GM (1 ,1)模型的定义型推导出来的 ,而是借用的近

似解 ,这样当发展系数较低时 ,误差较小 ;而当发展

系数较高 ,即原始序列的数据变化急剧时 ,则误差偏

大.

本文针对以上两个问题 ,主要讨论了两种改进

方法 ,并将这两种方法相结合同时对 GM (1 ,1)模型

进行改进.

2　累积法 GM( 1 ,1)模型
　　首先介绍累积法 GM (1 ,1)模型的建模过程 :设

原始序列 X(0)
= { x

(0) (1) , x
(0) (2) , ⋯, x

(0) ( n) } ,其

一次累加生成序列为 X
(1)

= { x
(1) (1) , x

(1) (2) , ⋯,

x
(1) ( n) } ,其中 x

(1) ( k) = ∑
k

i = 1

x
(0) ( i) .构造背景值序

列

z
(1) ( k) = 0 . 5 ( x

(1) ( k) + x
(1) ( k - 1) ) .
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GM (1 ,1) 模型的定义型为灰微分方程

x
(0) ( k) + az

(1) ( k) = b. (1)

GM (1 ,1) 模型参数估计的传统方法是最小二

乘法 ,累积法 GM (1 ,1) 模型是将参数估计方法改进

为累积法.先对灰微分方程 (1) 两边施加累积算子 ,

假设累积算子的最高阶数为 r ,因为模型参数有 2

个 ,所以 r一定不小于 2 .实践中一般可取 r = 2 .

∑
n

k = 2

(1)

x
(0) ( k) + a∑

n

k = 2

(1)

z
(1) ( k) = b∑

n

k = 2

(1)

,

∑
n

k = 2

(2)

x
(0) ( k) + a∑

n

k = 2

(2)

z
(1) ( k) = b∑

n

k = 2

(2)

.

如果记

Xr =
∑
N

k = 2

(1)

z
(1) ( k) - ∑

N

k = 2

(1)

∑
N

k = 2

(2)

z
(1) ( k) - ∑

N

k = 2

(2)

,

Yr =

- ∑
N

k = 2

(1)

x
(0) ( k)

- ∑
N

k = 2

(2)

x
(0) ( k)

, �a = ( a , b) T ,

则方程可以写成矩阵形式 Xr�a = Yr ,并得到新的参

数估计式

�a = X- 1
r Yr . (2)

这是运用累积法对 GM (1 ,1) 模型参数 d和b的

估计过程 ,其中 a称为发展系数 ,其大小反映了原始

序列 X
(0) 的增长速度.由文献[2 ]知 ,用累积法对参

数进行估计弥补了最小二乘法的不足 ,而且病态性

也得到了解决.

由 GM (1 ,1) 的白化模型d x
(1)

d t
+ ax

(1)
= b和初

始条件 x
(0) (1) ,得到 X

(0) 的预测值计算公式 ,即白

化响应式

x
(0) ( k + 1) = (1 - ea) [ x

(0) (1) -
b
a ]e - ak . (3)

3　建模方法的改进
　　累积法 GM (1 ,1) 模型的预测精度和适用范围

并没有得到显著提高 ,这是因为参数估计方法的改

进并没有影响传统模型的建模机理.

对于传统 GM (1 ,1) 模型 ,文献[3 ]以指数序列

模拟为基础 ,按照发展系数阀值 ,明确界定了传统模

型的有效区、慎用区、不宜区和禁区.同时指出 :当发

展系数 - a > 1时 ,不宜采用 GM (1 ,1) 模型 ,也就是

表明传统模型并不适用于对高增长型序列建模.为

了使其适用于高增长序列 ,应扩大 GM (1 ,1) 模型的

适用范围.本文将从两方面对其进行改进.

3 . 1　幂函数变换法

文献[4 ,5 ]指出“原始数据作累加处理后使其

呈现明显的指数规律”是灰色系统理论建模的基

础 ,建立 GM (1 ,1) 模型的条件是原始数据序列为光

滑离散函数 ,即准光滑序列.实例也表明此条件对建

立灰色模型是十分重要的.对于杂乱无章的数据序

列 (不是准光滑序列) 建立模型有时会出现很大的

误差 ,而研究发现 ,增加数据的光滑性可提高预测精

度.文献 [6 ,7 ] 根据光滑离散函数的主要条件提出

了改进光滑度的对数变换 ln x 和幂函数变换 x 1/ p ;

[8 ]提出了对数 2幂函数变换 (ln x) 1/ p ,并指出它比

对数变换和幂函数变换效果更好 ; [9 ,10 ]则在更为

一般的基础上 ,提出了改进光滑度的变换函数的构

造条件 ,给出了寻找提高原始数据序列光滑度的变

换途径 ,并在此基础上提出了更多的变换方法. 但

[11 ]中指出 ,满足光滑性条件的序列未必有高的精

度 ,光滑性条件仅仅是可以保证建模精度高的一个

部分充分条件 ,并非充要条件. [12 ]指出 :除了原始

序列的光滑度 ,级比偏差也是一个影响模型预测精

度的重要方面.级比偏差的定义如下 :

定义 1　设非负序列为 x = ( x (1) , x (2) , ⋯,

x ( n) ) ,则称σ( k) =
x ( k - 1)

x ( k)
为序列 x的级比 , k =

2 , 3 , ⋯, n;称δ( k) = | 1 -σ( k) | = | 1 -
x ( k - 1)

x ( k) | 为

序列 x的级比偏差.

级比偏差δ( k) 刻画了序列 x 的各点的级比接

近 1的程度.为了获得精度高的 GM (1 ,1) 模型 ,级

比需要限制在靠近 1的子区间 (1 -ε,1 +ε) 中 ,ε是

指定的足够小的实数.级比偏差δ( k) 越接近于零 ,

则序列建模的精度越高.文献 [13 ]分析得出幂函数

变换法既能够提高序列的光滑性 ,又能够使级比偏

差趋于 0 .所以 ,本文采用幂函数变换法对原始数据

x
(0) ( k) 先进行幂函数变换得到{ [ x

(0) ( k) ]1/ h} ,提高

序列的光滑度后 ,再对新的序列建模.

灰色 GM (1 ,1) 模型属于指数模型 ,原始序列若

不满足灰指数律 ,则要经过累加生成指数律后建模 ,

指数律越明显则预测精度越高.这是灰色系统建模

的理论基础.一般的非负准光滑序列经过累加生成

后 ,都会减少随机性 ,呈现出近似的指数增长规律.

原始序列越光滑 ,生成后指数规律也越明显[14 ] .

灰指数律的定义如下[14 ] :

定义 2　设非负序列 x = ( x (1) , x (2) , ⋯,

x ( n) ) ,若 :

1) 级比σ( k) ∈[ a , b] < [0 ,1 ] ,则称 x具有正

灰指数律 ,或者增长灰指数律 ;
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2) 级比σ( k) ∈[ a , b] , a ≥1 ,则称 x具有负灰

指数律 ,或者衰减灰指数律 ;

3) 级比σ( k) ∈[ a , b] , b - a =δ,则称 x具有绝

对灰度为δ的灰指数律 ;

4)δ< 0 . 5时 ,称 x具有准指数律.

原始序列经过累加生成后必须具有准指数律才

适合建立灰色模型.绝对灰度δ越小 ,则说明数据的

指数规律越明显 ,从而建模精度越高.事实上 ,经济

系统、生态系统、农业系统等均可视为广义的能量系

统 ,而能量的积存与释放一般具有指数规律 ,因此灰

色系统理论的指数模型具有十分广泛的适应性.

按定义 ,原始序列 X
(0) 的一次累加生成序列

X(1) 的级比为

σ(1) ( k) =

x
(1) ( k - 1)
x

(1) ( k)
=

x
(1) ( k - 1)

x
(1) ( k - 1) + x

(0) ( k)
=

1

1 +
x

(0) ( k)
x

(1) ( k - 1)

=
1

1 +ρ(0) ( k)
,

其中ρ(0) ( k) =
x

(0) ( k)
x

(1) ( k - 1)
为原始序列的光滑比.由

文献[7 ] ,对原始序列采用幂函数变换法进行数据处

理后 ,光滑比减小 ,则新序列的累加生成序列的级比

将更接近于 1 ,所以绝对灰度δ将减小 ,即灰指数律

越明显 ,从而可以提高模型的预测精度.

3 . 2　预测公式的改进

文献[14 ]已指出“实质上 GM (1 ,1) 模型的白

化模型及其白化响应式 ,均不属于灰模型的范畴 ,而

是借用的”. 不仅如此 ,当用白化响应式 (3) 进行预

测时 ,式中的参数 a和 b却是由 GM (1 ,1) 模型的定

义型 (1) 通过累积法估计得到的.文献 [15 ]深入分

析了 GM (1 ,1) 模型的白化响应式 (3) 和定义型 (1)

中所含的参数 a和 b的关系 ,得出这两种形式下的参

数是有差异的 ,所以先用定义型 (1) 估计参数 a和b ,

再将其代入白化响应式 (3) 中进行拟合与预测值计

算 ,显然只是借用的近似解.

实际上 ,文献[14 ]指出 :由 GM (1 ,1) 模型的定

义型 (1) 可直接推导出模型的内涵型 GM (1 ,1) ,即

x
(0) ( k) = ( 1 - 0 . 5 a

1 + 0 . 5 a)
k- 2 b - ax

(0) (1)
1 + 0 . 5 a

. (4)

而且 ,当用累积法得到模型参数的估计值后 ,内涵型

式 (4) 显然可以直接作为模型的预测公式计算预测

值 x
(0) ( k) , k = 1 ,2 , ⋯, n.

由于 GM (1 ,1) 模型的内涵型是由 GM (1 ,1) 模

型的定义型直接推导而来的 ,所以它才是 GM (1 ,1)

模型的真实解.文献 [16 ] 对 GM (1 ,1) 模型的白化

响应式和内涵型分别进行了泰勒级数展开和纯指数

序列拟合 ,得出白化响应式和内涵型解是有差别的 ,

而且其差值与发展系数 a的取值有关.当 | a | 很小

时 ,误差很小 ,两个解可以相互取代 ;当 | a | 增大

时 ,两者间的误差也变大 ,如果此时依然用白化响应

式作为 GM (1 ,1) 模型的解 ,则预测精度较低 ,甚至

会出现“指数关系的悖论”. 而且经过纯指数序列拟

合 ,得出白化响应式是有偏差的拟合公式 ,而内涵型

则是精确的.

从以上分析可以得出 ,用模型的内涵型 (4) 代

替白化响应式 (3) ,作为模型的预测公式 ,将会提高

GM (1 ,1) 模型的精度和适用范围 ,使模型适用于高

增长序列.

3 . 3　改进模型的建模步骤

下面给出本文改进后的累积法 GM (1 ,1) 模型

的建模步骤 :

Step1 : 对原始序列 x
( k) ( k) 进行幂函数变换得

到新序列{ [ x
(0) ( k) ]1/ h} , k = 1 ,2 , ⋯, n ,再对新序列

建模 ,计算其一次累加生成序列与背景值序列.

Step2 : 用累积法对 GM (1 ,1) 模型参数 a和 b

进行估计.将参数 a和 b的估计值代入模型的内涵型

(4) ,计算得到新序列的拟合值{ [ x
(0) ( k) ]1/ h} .

Step3 : 还原序列得到原始序列的拟合值

x
(0) ( k) , k = 1 ,2 , ⋯, n.

Step4 : 计算序列中各原始数据与其拟合值的

相对误差百分数 e( k) =
x

(0) ( k) - x
(0) ( k)

x
(0) ( k)

,并计算

| e( k) | 的平均值 | e | = ∑
n

k = 1
| e( k) | / n.

4　实例分析
　　例 1 (低增长序列且较光滑、无跳跃性) 　1999

～ 2004年中国国内旅游的统计人数分别为 : 7 . 19 ,

7 . 44 ,7 . 84 ,8 . 78 ,8 . 7 ,11 . 02 (单位 :亿人次) [13 ] . 因

2003年受到 SARS的突发性影响 ,国内旅游人数出

现波动 ,在对国内旅游人数进行预测时 ,不适宜使

用 ,故需要对 2003年的数据进行处理.用 2002年的

数据与 2004 年的数据加权平均 , 得到 (8 . 78 +

11 . 02) / 2 = 9 . 9 ,即修改后的 2003年的国内旅游人

数为 9 . 9亿人次.于是原始序列为

x
(0)

= { 7 . 19 ,7 . 44 ,7 . 84 ,8 . 78 ,9 . 9 ,11 . 02} .

建立改进模型时 ,幂函数变换中的 h均取 2 ,相应结

果如表 1所示.

用传统模型预测 2005 年的国内旅游人数为

12 . 103 7亿人次 ,2006年的国内旅游人数为13 . 458 9

亿人次 ,用改进的模型预测 ,2005 年的国内旅游人

数为 12 . 113 6 亿人次 ,2006 年的国内旅游人数为

1 3 . 424 2亿人次 ,而实际值为13 . 8亿人次 .可以看
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表 1　传统模型与改进模型的计算结果对比

年份
原始

数据

传统 GM (1 ,1) 模型

拟合值
相对
误差 / %

改进模型

拟合值
相对
误差 / %

1999 7 . 19 7 . 19 0 7 . 19 0

2000 7 . 44 7 . 218 8 2 . 973 0 7 . 427 8 0 . 164 0

2001 7 . 84 8 . 009 6 - 2 . 162 6 7 . 901 9 - 0 . 789 5

2002 8 . 78 8 . 886 9 - 1 . 217 4 8 . 810 9 - 0 . 351 9

2003 9 . 90 9 . 860 3 0 . 400 5 9 . 863 9 0 . 370 0

2004 11 . 02 10 . 940 4 0 . 722 1 10 . 981 0 0 . 353 9

平均误差 / % 1 . 246 9 0 . 338 2

出 :两种方法的拟合与预测结果误差相差不大.这是

因为此初始序列为低增长序列 ,而且数据变化较平

缓 ,光滑性较好.

例 2 (低增长序列且具有一定的跳跃性) 　疾病

流行趋势既有已知信息 ,也有未知或未确定信息 ,它

是一个灰色系统.本例根据灰色系统理论原理 ,不去

研究影响我国狂犬病发病人数的各种内部因素及相

互关系 ,而从年发病人数这个综合灰色量本身去挖

掘有用信息 , 利用它的动态记忆特性 , 建立灰色

GM (1 ,1) 模型 ,用于我国狂犬病发病人数的预测.

表 2是我国 1990～ 2003年狂犬病发病人数[12 ] .

表 2　全国 1990～ 2003年狂犬病发病人数表

年份 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996

人数 352 0 210 4 103 4 500 302 194 159

年份 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

人数 222 229 343 495 891 119 1 203 7

从表 2中可以看出 ,从 1990 年开始 ,我国狂犬

病发病人数逐年回落 ,但是自 1997 年起发病人数又

呈迅猛上升趋势 ,分析后认为产生该现象的原因是 :

1) 近年来经济发展迅速 ,宠物犬及肉食犬的数量剧

增 ;2) 人们的疾病预防意识淡薄 ;3) 对犬类的管理

不善.以 1996～ 2001年的数据来建立灰色模型 ,并

预测 2002和 2003年的发病人数.初始序列为

x
(0)

= { x
(0) (1) , x

(0) (2) , ⋯, x
(0) (6) } =

{ 159 ,222 ,229 ,343 ,495 ,891} .

传统 GM (1 ,1) 模型的建模结果误差较大 ,因此

采用 GM (1 ,1) 残差修正模型 ,与本文改进后的模型

的建模结果进行比较 ,见表 3 .

从表 3 可以看出 ,改进后的模型较残差修正模

型的精度高 ,通过后验差检验 c = 0 . 194 8 < 0 . 35 , p

= 1 ,预测精度等级为好.此初始序列光滑性较差 ,

具有跳跃性 ,对初始值进行幂函数变换 ,可增强其光

滑性 ,从而提高了建模精度.改进模型的预测值与原

始值的变化趋势更接近 .从模型预测的总体趋势而

表 3　建模结果及误差对比

年份
原始

数据

残差修正模型

拟合与
预测值

相对
误差 / %

改进模型

拟合与
预测值

相对
误差 / %

1996 159 159 0 159 0

1997 222 136 . 488 38 . 519 162 . 063 27 . 00

1998 229 208 . 640 8 . 891 244 . 349 - 6 . 700

1999 343 321 . 436 3 . 371 368 . 413 - 7 . 411

2000 495 491 . 526 0 . 703 555 . 470 - 12 . 216

2001 891 785 . 428 11 . 825 837 . 501 6 . 004

2002 1 191 1 142 . 731 4 . 053 1 262 . 729 - 6 . 023

2003 2 037 1 757 . 790 13 . 314 1 903 . 865 6 . 536

平均误差 / % 11 . 382 8 . 986

言 ,我国狂犬病发病人数呈逐年上升趋势.

例 3 (高增长序列) 　下面是一个高增长实测

数据列[17 ] x
(0)

= { 2 . 718 , 7 . 389 , 20 . 086 , 54 . 598 ,

148 . 41 , 403 . 43 , 1 096 . 6} .文献[17 ]得出由此数据

建立的传统模型误差很大 ,精度较低.建立 GM (1 ,

1) 残差修正模型 ,同时与本文的改进模型进行比

较 ,计算结果见表 4 .

表 4　残差修正模型与改进模型的计算结果对比

序号
原始

数据

残差修正模型

拟合值
相对
误差 / %

改进模型

拟合值
相对
误差 / %

1 2 . 718 2 . 718 0 2 . 718 0

2 7 . 389 6 . 538 5 11 . 52 7 . 389 2 - 0 . 002 7

3 20 . 086 22 . 117 2 - 10 . 11 20 . 083 5 - 0 . 012 4

4 54 . 598 57 . 350 7 - 5 . 001 54 . 598 5 0 . 000 91

5 148 . 41 149 . 058 0 0 . 451 148 . 412 9 0 . 001 95

6 403 . 43 388 . 353 2 3 . 737 403 . 424 6 0 . 001 33

7 1 096 . 6 1 014 . 373 5 7 . 402 1 096 . 609 8 0 . 000 89

平均误差 / % 6 . 370 1 0 . 002 9

此例的结果验证了改进后模型完全适用于对高

增长序列建模 ,并且精度相当高 ,这就进一步扩大了

GM (1 ,1) 模型的适用范围.

5　结 　　论
　　幂函数变换改善了原始数据的光滑性 ,用 GM

(1 ,1)模型的内涵型代替白化响应式来计算预测值 ,

增强了模型的稳定性 ,本文结合这两种方法改进了

累积法 GM (1 ,1)模型.改进模型不仅适用于低增长

序列 ,也适用于高增长型序列.当原始数据具有一定

的跳跃性 ,光滑性不好时 ,改进模型较传统模型有更

好的预测效果 ;对于高增长序列 ,改进模型完全适

用 ,而且精度相当高 ,大大改善了 GM (1 ,1)模型的

适用范围.
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