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力矩受限的机器人吸引域估计方法

彭文东 , 苏剑波
(上海交通大学 自动化系 , 上海 200240)

摘　要 : 针对力矩受限的机器人组合非线性反馈控制的局部稳定区域描述问题 ,研究了吸引域的估计方法.利用不

变集属性和椭球性质 ,定义两种不同意义的最大椭球不变集来逼近吸引域 ,分别采用设置初始状态法和参考形状集

法求解. 通过带有约束的优化问题描述 ,所有条 ,件均能转化为线性矩阵不等式条件 ,易于求解.由于采用优化技术 ,

能够减小吸引域估计的保守性.数值算例验证了所提方法的有效性.
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Abstract : To formulate the problem concerned with local stable region description of composite nonlinear feedback

control for robot manipulators with bounded torques , the estimation methods of domain of att raction are studied. By

using the properties of set invariance and ellipsoid , two different maximum ellipsoid invariant set s are defined as the

estimation of domain of att raction , so the methods of setting initial state and reference shape set are int roduced.

Through the description for the const rained optimization problem , all conditions can be expressed in L MI conditions

and conveniently solved. Owing to the utilization of optimization technique , both methods can reduce the conservatism

of estimation. Simulation examples testify the effectiveness of the suggested methods.
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1　引　　言
　　驱动器饱和是机器人系统普遍存在的非线性因

素.由于存在物理限制 ,机器人系统难以获得全局稳

定 ,通常只具有局部稳定.如何尽可能大地估计吸引

域得到不太保守的稳定区域 ,是一个重要的研究问

题.对于受限线性系统 ,已有一系列的方法[123 ]用于

估计吸引域.文献[1 ]将饱和因素作为局部扇形有界

非线性 ,应用绝对稳定性判据 (如圆判据和 Popov

判据)估计吸引域.但仅仅将饱和非线性当作扇形有

界非线性处理 ,过于保守.文献 [ 2 ,3 ]依据饱和非线

性的具体特性 ,引入辅助反馈矩阵 ,扩大吸引域的估

计范围.

尽管受限线性系统的吸引域估计已取得一些较

好成果 ,但对于受限非线性系统 ,尤其是机器人系

统 ,却鲜有解决方案.当驱动器受限时 ,基于计算力

矩的模糊自调整控制[4 ]和扇形模糊控制[5 ]具有局部

稳定性 ,但却无法确切地计算吸引域的大小.而最近

开发的基于计算力矩的组合非线性反馈控制 ,通过

内嵌饱和函数 ,引入组合非线性反馈技术[ 628 ] ,确保

系统在驱动器受限时的稳定性.闭环系统的动态响

应快速且没有超调 ,同时也为吸引域的估计引入了

新的解决方案.该方法利用椭球不变集估计吸引域 ,

但对如何计算不太保守的估计 ,还未阐述.

本文针对力矩受限的机器人组合非线性反馈控

制的稳定区域描述问题 ,研究利用不变集理论和优

化技术扩大吸引域的估计.通过分析影响不变集的
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两个限制因素 ,即线性域和反馈线性化后的饱和函

数幅值 ,提出两种不同的吸引域评估方法 (设置初始

状态法和参考形状集法) ,估计吸引域.

2　背景知识
　　n个连杆的刚体机器人动力学模型[9 ] 为

M ( q) q̈ + C( q , Ûq) Ûq + G( q) =τ. (1)

其中 :q ∈Rn 是关节位置 ,Ûq ∈Rn 是关节速度 , q̈ ∈

Rn是关节加速度 , M ( q) ∈Rn×n是惯性矩阵 , C( q ,Ûq)

∈Rn×n是离心力 / 哥氏力矩阵 , G( q) ∈Rn是重力向

量 ,τ∈Rn 是驱动力矩.在实际中 ,驱动器的驱动力

矩是有限的 ,即

|τi | ≤τi , max , i = 1 ,2 , ⋯, n , (2)

其中τi 是τ的第 i 个元素.

对于给定参考输入 qd ∈Rn ,假设其一阶、二阶

时间导数Ûqd和 q̈ d连续且有界 ,控制目标为使机器人

关节角渐近跟踪期望参考输入

lim
t→∞

q( t) = qd ( t) . (3)

结合机器人非线性动力学和组合非线性反馈技

术[628 ] ,力矩受限的机器人组合非线性反馈控制器

为

τ= sat [ M ( q) sat h ( q̈d - KP �q - KD �q
·

-

ρ(�q , �q
·

) B T P
�q

�q
· ) + C( q , Ûq) Ûq + G( q) ] . (4)

其中 :�q = q - qd , �q
·

= Ûq - Ûqd分别为位置误差和速度

误差 ;比例矩阵 KP 和微分矩阵 KD 为 n阶对称正定

矩阵 ; B = [0 , I ]T ,0和 I分别是相应维数的零阵和

单位阵 ;非线性项ρ(�q , �q
·

) = diag{ρ1 ,ρ2 , ⋯,ρn} ,ρi =

ρi (�q , �q
·

) ( i = 1 ,2 , ⋯, n) 为非负定函数且在 �q和�q
·

满

足局部 Lipchitz条件 ; sat ( u) ∶Rn →Rn为饱和非线

性函数

sat ( u) = [ sut ( u1 ) 　sat ( u2 ) 　⋯　sat ( un) ]T .

(5)

式中 :sat ( ui ) = sign ( ui ) min{ ui , max , | ui | } , ui , max 为

第 i个输入通道的最大幅值. 给定正定矩阵 Q ∈

R2 n×2 n , P > 0为下述 L yap unov方程的解 :

A T P + PA = - Q , (6)

其中

A =
O I

- KP - KD

.

合并控制器 (4) 和机器人动力学 (1) ,产生的闭环系

统为

d
d t

q = Ûq ,

d
d t

Ûq = M - 1 ( q) [ sat ( M ( q) sat h ( q̈d -

　　　KP �q - KD �q
·

- ρ(�q , �q
·

) B T P
�q

�q
· ) +

　　　C( q , Ûq) Ûq + G( q) ) - C( q , Ûq) Ûq - G( q) ] .

(7)

当满足如下条件 :

1) 对于期望参考输入轨迹 qd 和
�q

�q
· ∈L V ( c1 )

= {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P
�q

�q
· ≤c1 } 的任意状态 ( q , Ûq) ,存在 hi

> 0和 c1 > 0 ,有

|τi | ≤

∑
n

j = 1
| M ij ( q) | hi +| Ci ( q , Ûq) Ûq + Gi ( q) | ≤τi , max ,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (8)

其中

sup
�q

�q
· ∈LV

( c1 )

| M ij ( q) | ≤αij , (9)

sup
�q

�q
· ∈LV

( c1 )

| Ci ( q , Ûq) Ûq + Gi ( q) | ≤βi . (10)

2) 存在 0 < c ≤c1 和Δ∈ (0 ,1) ,使

�q

�q
· ∈L V ( c) ∶= {

�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P
�q

�q
· ≤c} ]

{
�q

�q
· ∶| Fi

�q

�q
· | ≤ (1 - Δ) hi , i = 1 ,2 , ⋯, n} .

(11)

3) 初始状态
q(0)

Ûq(0)
和参考输入 qd 满足

q(0)

Ûq(0)
-

qd (0)

Ûqd (0)
∈L V ( c) ,

| q̈di | ≤Δhi , max , i = 1 ,2 , ⋯, n. (12)

闭环系统 (7) 在包含于吸引域内的不变水平集

L V ( c) 内渐近稳定.即对于任意参考输入 qd 和满足

�q(0)

�q
·

(0)
∈L V ( c) 的初始状态 ( q(0) , Ûq(0) ) , 起始于

( q(0) ,Ûq(0) ) 的轨迹将收敛到 ( qd ( t) , Ûqd ( t) ) .

对于
�q(0)

�q
·

(0)
∈R2 n ,闭环系统 (7) 的状态轨迹为

φ( t ,
�q(0)

�q
·

(0)
) ,则包含原点的吸引域为
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R = {
�q(0)

�q
·

(0)
∈R2 n ∶lim

t→∞
φ( t ,

�q(0)

�q
·

(0)
) = 0} .

(13)

本文研究的主要目标为估算闭环系统的稳定区

域 ,尽可能大地估计系统的吸引域 R ,提高机器人系

统跟踪高幅值参考输入的能力.由于满足集合不变

条件的椭球不变集 L V ( c) 有无数个 ,需选取“最大”

的椭球作为吸引域的估计.

3　吸引域估计
　　组合非线性反馈控制的关键是引入高增益项.

对于饱和线性系统 ,高增益项的引入不会缩减低增

益线性反馈的吸引域范围 ,而且通过增加非线性参

数ρ(�q , �q
·

) 来取得更好的闭环性能. 若无饱和函数

sat h ,增加高增益参数将会使驱动器饱和 ,阻止驱动

器正常工作.但是嵌入饱和函数 sat h ,驱动电机则工

作在正常的线性区域 L V ( c1 ) . 因此 , 不变水平集

L V ( c) 受两个因素制约 :线性域和反馈线性化后的

饱和函数幅值.从这两个因素出发 ,定义不同的“最

大”椭球 ,引入设置初始状态法和参考形状集法以

获得不太保守的估计.

3 . 1　设置初始状态法

该方法的思想是预先确定线性域的“最大”椭

球 L V ( c1 ) ,“最大”的含义为包含初始条件的变化范

围最大.相对而言 ,在它内部的水平不变集 L V ( c) 就

会最大.然后 ,利用椭球性质将初始状态放置在短半

轴上 ,使短轴长度最大.可由下述带有限制的优化问

题描述 :

minλmax ;

s. t . 1) A T P + PA = - Q ,

2) λmin = a ,

3) λmax = b,

4) P
�q(0)

�q
·

(0)
=λmax

�q(0)

�q
·

(0)
. (14)

其中 :λmin和λmax是 P的最小和最大特征值且有 0 <

a < b.条件 1) 说明闭环系统 (7) 满足 L yap unov稳

定条件 ;条件 2) 和 3) 分别设定椭球最长半轴和最

短半轴值 ;条件 4) 将初始位置放置在短半轴上.

为解决该优化问题 ,需将上述条件转化为凸优

化问题 ,利用 L MI求解.条件 2) 和 3) 可转化为

λmin = a ] P ≥aI ,

λmax = b ] P ≤bI . (15)

条件 P
�q(0)

�q
·

(0)
=λmax

�q(0)

�q
·

(0)
为等式约束 ,而 L MI不

能处理等式约束条件.为将条件 4) 转化为 L MI条

件 ,作如下变换[10 ] :

P
�q(0)

�q
·

(0)
- λmax

�q(0)

�q
·

(0)

T

×

P
�q(0)

�q
·

(0)
- λmax

�q(0)

�q
·

(0)
≤βI , (16)

转化为

- βI

P
�q(0)

�q
·

(0)
-

λmax

�q(0)

�q
·

(0)

T

P
�q(0)

�q
·

(0)
-

λmax

�q(0)

�q
·

(0)

- I

≤0 . (17)

当β≥0且在一定范围内 ,上述转换近似等价.

因此 ,式 (14) 表示为

min
β> 0
λmax ;

s. t . 1) A T P + PA < 0 ,

　 　2) P ≥aI ,

　 　3) P ≤bI ,

　 　4) 不等式 (17) . (18)

上式为多目标优化问题 ,可预先设定较小的β

值予以求解.解得λ3
max 及对应的 P3 .则线性域为

L V ( c1 ) = {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P3
�q

�q
· ≤c1 } ,

初始条件应满足
�q(0)

�q
·

(0)
∈ L V ( c1 ) . 当最大椭球

L V ( c1 ) 确定以后 ,代入式 (9) 和 (10) ,求得αi , j 和βi .

选择适当的 hi > 0 ,满足不等式 (8) ,确保驱动力矩

工作在线性区域.当 h确定好后 ,由条件 (11) 计算最

大的不变集 L V ( c) .

该方法的原理是将初始状态放置在椭球短半轴

上 ,通过优化技术求取包含距离原点最远初始点的

椭球.如果初始点的距离越大 ,则估计的吸引域也越

大.

3 . 2　设置初始状态法

设置初始状态方法定义的“最大”椭球含义为

包含初始条件的变化范围最大 ,下面考虑另外一种

定义方式.椭球的体积是衡量椭球大小的常用指标 ,

但是除体积外 ,还希望椭球具有某种期望形状和特

性.因此 ,引入参考形状集[2 ] 的概念来解决机器人

吸引域估计问题.

令χ
R
为某一期望形状的有界凸集 ,0 ∈χ

R
,χ

R

189
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称之为参考形状集.参考形状集指定了χ
R
的形状.

“最大”椭球应能包含参考形状集且体积最大.对于

集合 L V ( c) < R2 n ,有

　αR ( L V ( c) ) = sup{α > 0∶αχ
R

< L V ( c) } . (19)

其中 :α> 0 ,αχ
R

= {αx∶x ∈χ
R

} .因此 ,求取最大椭

球不变集 L V ( c) ,便是从所有满足条件的 L V ( c) 中 ,

最大化αR ( L V ( c) ) ,即

　　　　　 sup
P > 0 , c , F
α;

　　　　　s. t . 1) αχR < L V ( c) ,

2) A T P + PA < 0 ,

3) L V ( c) < L ( F) . (20)

其中 : 条件 1) 表示参考形状集包含于椭球

L V ( c) 中 ;2) 表明闭环系统 (7) 在 L yap unov意义下

稳定 ;3) 隐含 L V ( c) 在区域 L ( F) 内 ,其中

L ( F) = {
�q

�q
· ∈R2 n ∶| Fi

�q

�q
· | ≤

(1 - Δ) hi , max , i = 1 ,2 , ⋯, n} . (21)

上述优化问题无法直接应用 L MI求解 ,因此需

要作如下变换[2 ] :

条件 1) 转化为

1
α2 R I

I ( P
c )

- 1
≥0 . (22)

条件 2) 转化为

( P
c )

- 1
A T + A ( P

c )
- 1

< 0 . (23)

条件 3) 转化为

[ (1 - Δ) hi , max ]2 Fi ( P
c )

- 1

( P
c )

- 1
FT

i ( P
c )

- 1
≥0 . (24)

令γ=
1
α2 , Q = ( P

c )
- 1

, 结合式 (22) ～ (24) ,优

化问题由下述 L MI条件描述 :

inf
Q > 0
γ;

s. t . 1)
γR I

I Q
≥0 ,

　 　2) QA T + AQ < 0 ,

　 　3)
[ (1 - Δ) hi , max ]2 Fi Q

QFT
i Q

≥0 ,

i = 1 ,2 , ⋯, n. (25)

当确定最优的 P3 和 c后 ,选择 c ≤c1 ,代入式

(9) 和 (10) ,验证是否满足驱动器力矩限制 (8) . 如

果满足 ,则所求值符合要求 ;如果不满足 ,则重新选

择Δ, h和 F ,直至满足要求.

4　数值算例
　　为表明所开发算法的估计效果 ,这里通过一个

力矩受限的两连杆机器人例子来说明.机器人模型

的物理参数选自文献[5 ] .

驱动器的驱动力矩上极限值是 τmax =

τ1 , max

τ2 , max

=
150

15
(单位 :N ·m) ,期望参考轨迹为 qd

=
1 . 25

1 . 25
+

sin t

co s t
(单位 :rad) .机器人的初始位置

和速度设置为 0 ,对应的初始状态为 [�q(0) 　�q
·

(0) ]T

= [ - 1 . 25　 - 1 . 25　0　0 ].

组合非线性反馈的线性增益矩阵为

F = [ - KP 　 - KD ] =

- 16 0 - 2 0

0 - 14 0 - 1
,

系统矩阵

A =

0 0 1 0

0 0 0 1

- 16 0 - 2 0

0 - 14 0 - 1

.

非线性参数ρ(�q , �q
·

) 只用于增强控制性能 ,不能改变

系统的吸引域 ,因此暂不考虑.

方法 1　任意赋值求解法

取正定阵 Q = I ,求解 Lyap unov方程 (6) 得

P =

4 . 312 5 0 0 . 031 3 0

0 7 . 537 5 0 0 . 035 7

0 . 031 3 0 0 . 265 6 0

0 0 . 035 7 0 0 . 537 5

,

则

c0 =
�q(0)

�q
·

(0)

T

P
�q(0)

�q
·

(0)
= 18 . 512 8 .

选择 c0 = c1 ,则水平集为

L V ( c1 ) = {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P
�q

�q
· ≤18 . 512 8} .

对于
�q

�q
· ∈L V ( c1 ) ,机器人各非线性函数的上确界

分别为α11 = 2 . 519 ,α12 = 0 . 186 ,α21 = 0 . 186 ,α22 =

0 . 102 ,β1 = 60 . 62 ,β2 = 7 . 412 .若不等式 (8) 满足 ,

则选择 h =
h1

h2

=
26

25
.同时 ,令Δ = 0 . 025 ,由条

件 (11) 解得不变集为

L V ( c) = {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P
�q

�q
· ≤8 . 835 0} .
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由于 c0 ≥c ,初始状态
�q(0)

�q
·

(0)
| L V ( c) ,机器人

系统不能跟踪该幅值的参考输入 ,必须改变初始状

态
�q(0)

�q
·

(0)
的值. 经过计算 ,解得合适的初始状态值

为 [�q(0) �q
·

(0) ]T = [ - 1 . 05 - 1 . 05 0 0 ]. 可

见 ,系统能够跟踪最大阶跃幅值为
1 . 05

1 . 05
的期望轨

迹 ,但无法跟踪阶跃幅值为
1 . 25

1 . 25
的轨迹.

方法 2　设置初始状态法

优化目标为

　　　　　 min
β= 0 . 001
λmax ; 　　　s. t . 1) A T P + PA <

0 ,

2) P ≥ I ,

3) P ≤16 I ,

4) 不等式 (17) .

利用 Matlab中的 L MI工具箱求解上述优化问

题 ,解得

P3 =

13 . 850 8 0 . 007 6 0 . 229 9 - 0 . 191 1

0 . 007 6 13 . 850 7 - 0 . 211 1 0 . 208 1

0 . 229 9 - 0 . 211 1 1 . 100 1 - 0 . 135 5

- 0 . 191 1 0 . 208 1 - 0 . 135 5 1 . 185 3

.

确定 P3 后 ,则 c0 = 43 . 307 3 .选择 c0 = c1 ,则水平集

为

L V ( c1 ) = {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P3
�q

�q
· ≤43 . 307 3} .

对于
�q

�q
· ∈L V ( c1 ) ,机器人各非线性函数的上确界

分别为α11 = 2 . 519 ,α12 = 0 . 186 ,α21 = 0 . 186 ,α22 =

0 . 102 ,β1 = 55 . 045 0 ,β2 = 5 . 145 3 .

同理 ,由不等式 (8) ,选择 h =
h1

h2

=
34

30
.最

终 ,解得不变集为

L V ( c) = {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P3
�q

�q
· ≤43 . 307 3} ,

且满足
�q(0)

�q
·

(0)
∈L V ( c) ,机器人系统能够跟踪阶跃

幅值为
1 . 25

1 . 25
的期望轨迹.

方法 3　参考形状集法

求解优化问题 (25) ,其中 i = 1 ,2 . 选择 R =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 4

, h1 = 28 . 5 , h2 = 27及Δ= 0 . 025 ,解

得α3 = (γ3 ) - 1/ 2 = 1 . 743 2 , P3 = c( Q 3 ) - 1 .令 c =

1 ,则

P3 =

0 . 326 6 0 0 . 039 6 0

0 0 . 290 2 0 0 . 012 3

0 . 039 6 0 0 . 024 3 0

0 0 . 012 3 0 0 . 018 8

.

确定 P3 后 ,选择合适的 c ≤c1 ,则不变集为

L V ( c1 ) = {
�q

�q
· ∶

�q

�q
·

T

P
�q

�q
· ≤1} .

对于
�q

�q
· ∈L V ( c1 ) ,有α11 = 2 . 519 ,α12 = 0 . 186 ,α21

= 0 . 186 ,α22 = 0 . 102 ,β1 = 57 . 946 1 ,β2 = 6 . 922 7 .

由上述条件 ,不等式 (8) 成立. 初始状态满足

�q(0)

�q
·

(0)
∈L V ( c) ,这说明机器人系统能够跟踪阶跃

幅值为
1 . 25

1 . 25
的期望轨迹.

为了更好地比较各方法所估计的吸引域大小 ,

下面采用椭球不变集 L V ( c) 在位置误差坐标上的投

影描述.

如图 1所示 ,内部的椭圆 (虚线) 由任意赋值求

解方法得到 ;外部的椭圆 (实线) 是由参考形状集法

计算得到 ;两者之间的椭圆 (点划线) 则由设置初始

状态法得到.可以看出 ,无论是设置初始状态法 ,还

是参考形状集法 ,所得到的不变集均远大于任意赋

值求解方法. 这是因为采用优化技术 ,得到不太保

守的估计 ,提高了系统跟踪高幅值参考输入的能力.

图 1　3种方法计算的椭球不变集投影

5　结 　　论
　　本文研究了力矩受限的机器人吸引域估计问

题 ,引入优化技术 ,利用椭球不变集进行估计.首先
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分析了吸引域的受限因素 ,预估的线性域与嵌入饱

和函数幅值 ;然后定义不同意义的“最大”椭球不变

集.在此基础上 ,引入设置初始状态法和参考形状集

法 ,采用线性矩阵不等式求解.该算法简单、方便.仿

真结果表明 ,这两种方法能够获得不太保守的估计 ,

取得了较好的结果.

对机器人吸引域估计问题有影响的两个因素相

互制约 ,如何合理地分配两者之间的影响权值 ,得到

更大的吸引域估计将是进一步研究的问题.
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