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摘　要：利用线性矩阵不等式（ＬＭＩ），讨论了一类非线性时滞广义系统的状态反馈控制问题．通过对非线性映射

Ｆｒｅｃｈｅｔ导数的逆矩阵的估计，给出了系统渐近稳定的充分条件．这一条件与时滞相关，可归结为一个线性矩阵不等

式的可解性．在ＬＭＩ有解的条件下，可得到系统状态反馈控制器的参数表示．数值实例表明该方法是有效的．
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１　引　　言
在许多工程系统中，常常出现既含时滞又有代

数结构的时滞广义系统．如电力系统、化工系统、航

天器稳定系统、无损耗线路等［１］．近年来，一些中立

型系统甚至一般的系统也常常化为广义系统来研

究［１３］．因此，广义系统各类控制问题成为热门的研

究课题．

线性矩阵不等式（ＬＭＩ）方法是研究各类控制问

题的重要方法．其主要优点在于：一是ＬＭＩ表示的

条件可用软件求解验证，应用也很方便；二是利用

ＬＭＩ常常可将线性系统的各类控制问题推广到一

类非线性系统，如线性广义系统的指数稳定性可推

广到一类带非线性扰动的广义系统［４］．对于线性时

滞广义系统，已有大量文献借助于ＬＭＩ研究其各类

控制问题．如文献［１］利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法对这

类系统进行讨论，给出了系统解存在、唯一和稳定的

条件；［５７］对这类系统的稳定与镇定问题进行研

究，讨论了时滞相关和时滞无关的一些条件．有关参

数不确定线性时滞广义系统的鲁棒控制和其他控制

问题，一些文献也作了讨论［８，９］，但用ＬＭＩ方法将这

些结果推广到非线性系统的研究还很少．［１０］利用

ＬＭＩ将一类线性时滞广义系统的绝对稳定性推广

到非线性项满足扇形条件的系统．对于范数有界的

一类非线性时滞广义系统，尚未见有关研究报导．

本文对一类范数有界的非线性时滞广义系统的

稳定性及状态反馈控制问题进行研究．首先将系统
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转变为相应的微分积分系统；然后利用ＬＭＩ和非线

性理论，给出一个非线性映射Ｆｒｅｃｈｅｔ导数的逆矩

阵的估计式，在Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数负定的基础上，证明

了闭环系统的渐近稳定性；最后利用ＬＭＩ给出了系

统控制器矩阵的参数表示．数值实例表明该方法是

有效的．

文中的记号说明如下：

犚狀×犿：实狀×犿维矩阵集合，犚
狀为实狀维向量空

间，其欧几里德向量范数和对应的矩阵范数记为

‖·‖；

犔２［０，＋∞）：［０，＋∞）上平方可积函数空间，

其范数记为 ‖·‖２；

犐，犐狉：适当维数的单位矩阵和狉维单位矩阵；

犙（＞０）：犙是实对称矩阵且是正定的；

：对称矩阵中的对称项，即

犃 犅


［ ］

犆
＝

犃 犅

犅Ｔ
［ ］

犆
．

２　 问题描述与准备工作
不失一般性，考虑如下非线性时滞广义系统：

犈狓＝犃狓＋犃犱狓犱＋犅狌＋犳（狋，狓）＝

犃狓＋犃犱１狓犱１＋犃犱２狓犱２＋犅狌＋犳（狋，狓）， （１）

狓（狋）＝φ（狋），狋∈ ［－犱，０］． （２）

其中：犈＝ｄｉａｇ（犐狉，０），０＜狉＜狀；犃，犃犱 ＝（犃犱１，犃犱２）

∈犚
狀×狀；犅∈犚

狀×犿 为常数矩阵；犃犱１和犃犱２分别为狀×

狉维和狀×（狀－狉）维矩阵；狓＝ｃｏｌ（狓１，狓２）∈犚
狀 为

状态向量；狓犱 ＝狓（狋－犱）＝ｃｏｌ（狓犱１，狓犱２）为时滞项；

犱＞０为时滞；φ＝ｃｏｌ（φ１，φ２）为连续初始状态，这

些向量的分量均为狉维和狀－狉维向量；狌∈犚
犿 为控

制输入信号；犳∈犚
狀 为非线性函数，其范数的界基

于下列假设：

假设１　犳（狋，狓）关于狋∈ ［０，＋∞）连续，关于

狓∈犚
狀 可微，且犳（狋，０）＝０．

假设２　对于所有的０≤狋＜＋∞，狓∈犚
狀，犑Ｔ犳犑犳

≤犉
Ｔ犉成立．其中：犑犳 ＝犑犳（狋，狓）为函数犳（狋，狓）关

于狓的Ｊａｃｏｂｉ矩阵，犉为给定的适当维数的常数矩

阵．

注１　 假设１和假设２蕴含
［１１］

‖犳（狋，狓１）－犳（狋，狓２）‖ ≤ ‖犉（狓１－狓２）‖．（３）

于是犳（狋，狓）关于所有状态变量Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，且

犳
Ｔ（狋，狓）犳（狋，狓）≤狓

Ｔ犉Ｔ犉狓． （４）

注２　 对于非线性函数假定Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，是

为了保证系统存在唯一的解．

本文的目的是设计状态反馈控制器

狌（狋）＝犓狓（狋），犓∈犚
犿×狀． （５）

使得系统（１）的闭环系统

犈狓＝犃犓狓＋犃犱１狓犱１＋犃犱２狓犱２＋犳（狋，狓） （６）

的解狓（狋）是渐近稳定的，即ｌｉｍ
狋→＋∞
狓（狋）＝０．这里犃犓 ＝

犃＋犅犓．

记

犃０ ＝犃＋（犃犱１，０），犃犓０ ＝犃０＋犅犓，

犃１ ＝ （犃犱１，０）犃犓，犃２ ＝ （犃犱１，０）犃犱，

犃３ ＝ （犃犱１，０），犃４ ＝ （０，犃犱２）．

首先给出与系统（６）和（２）等价的微分积分系统．

定理１　 闭环系统（６）和（２）等价于如下系统：

犈狓＝

犃犓０狓－∫
狋

０

［犃１狓（θ）＋犃３犳（θ，狓（θ））］ｄθ－

∫
狋

０
犃２φ（θ－犱）ｄθ＋犳（狋，狓）＋犃犱φ（狋－

犱）－犃犱１φ１（０），０＜狋≤犱； （７ａ）

犈狓＝

犃犓０狓－∫
狋

狋－犱

［犃１狓（θ）＋犃２狓犱（θ）＋

犃３犳（θ，狓（θ））］ｄθ＋犳（狋，狓）＋犃犱２狓犱２ ＝

犃犓０狓－∫
０

－犱

［犃１狓（狋＋θ）＋犃２狓（狋＋

θ－犱）＋犃３犳（狋＋θ，狓（狋＋θ））］ｄθ＋

犃４狓犱＋犳（狋，狓），狋＞犱． （７ｂ）

证明略．

注３　式（６）与（７ａ）或（７ｂ）中的任何一个方程

都是不等价的．式（７ａ）和（７ｂ）是闭环系统（６）在不

同时刻的表示．对于渐近稳定而言，式（７ｂ）的渐近

稳定性保证了闭环系统的渐近稳定性，因此下面仅

讨论式（７ｂ）的渐近稳定性．

３　 系统的稳定性
定理２　设犳（狋，狓）满足假设１和假设２．对于时

滞犱＞０，如果存在矩阵犘和犓，正定矩阵犚１，犚２，犚３，

正常数γ，满足条件

犈Ｔ犘＝犘
Ｔ犈≥０， （８）

犎１ ＝

犚 犘Ｔ犃４ 犘Ｔ

犱犃Ｔ
犱犚

－１
２犃犱－犚犱 ０

 （犱γ－１）

熿

燀

燄

燅犐

＜０．

（９）

其中

犚＝犘
Ｔ犃犓０＋犃

Ｔ
犓０犘＋犱犘

Ｔ犃３（犚１＋犚２＋

γ
－１犐）犃Ｔ３犘＋犚３＋犱犃

Ｔ
犓犚

－１
１犃犓 ＋犉

Ｔ犉，

则闭环系统 （６）是渐近稳定的．

为证明定理２，预先给出几个引理：

引理１
［４］
　在定理２的条件下，存在非奇异矩阵

犕 和 犖，使得 犕犈犖 ＝ ｄｉａｇ（犐狉，０），犕犃犓０犖 ＝

ｄｉａｇ（犃狉，犐狀－狉）．设

　犕 ＝ ［犕１，犕２］
Ｔ，犖＝ （犖１，犖２），

３９１１
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犕－Ｔ犘犖 ＝
犘１ 犘２

犘３ 犘
［ ］

４

．

则

犕２犕
Ｔ
２ ＝犐狀－狉，‖犕２‖ ≤１，

犘１ ＞０，犘２ ＝０，犘４＋犘
Ｔ
４ ＜０．

引理２　 设狓是式（７ｂ）的解，狕＝ （狕
Ｔ
１，狕

Ｔ
２）

Ｔ
＝

犖－１狓，犖为引理１中确定的矩阵．则在定理２的条件

下，‖狕１（狋）‖，‖狕‖２ 和 ‖犳‖２ 是有界的．

证明　构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数犞＝犞１＋犞２＋犞３．
其中

犞１ ＝狓
Ｔ犈Ｔ犘狓＝狕

Ｔ
１犘１狕１，

犞２ ＝∫
０

－犱∫
狋

狋＋θ

［狓Ｔ犃Ｔ犓犚
－１
１犃犓狓＋

狓Ｔ犱犃
Ｔ
犱犚

－１
２犃犱狓犱＋γ犳

Ｔ
犳］ｄξｄθ，

犞３ ＝∫
狋

狋－犱
狓（θ）

Ｔ犚３狓（θ）ｄθ．

这里犘，犓，犚犻和γ由矩阵不等式（８）和 （９）确定．分

别计算函数犞 的各项导数，并估计得

犞≤珚犞
·

＝

狓Ｔ（犘Ｔ犃犓０＋犃
Ｔ
犓０犘）狓＋２狓

Ｔ犘Ｔ犃４狓犱＋２狓
Ｔ犘Ｔ犳＋

犱狓Ｔ犘Ｔ犃３（犚１＋犚２＋１
γ
犐）犃Ｔ３犘狓＋犱狓Ｔ犃Ｔ犓犚－１

１犃犓狓＋

犱狓Ｔ犱犃
Ｔ
犱犚

－１
２犃犱狓犱＋γ犱犳

Ｔ
犳＋狓

Ｔ
犱犚３狓－狓

Ｔ
犱犚３狓犱．

当矩阵不等式（９）成立时，有

珚犞
·

－（犳
Ｔ
犳－狓

Ｔ犉Ｔ犉狓）＝

（狓Ｔ狓Ｔ犱犳
Ｔ）犎１（狓

Ｔ狓Ｔ犱犳
Ｔ）Ｔ ＜０，

因此犞≤珚犞
·

＜０．利用－犎１正定，则存在正常数λ０，

使得

犞≤－λ０（‖狕‖
２
＋‖狕犱‖

２
＋‖犳‖

２）＜０．

记λ１ 为引理２中犘１ 的最小特征值，则

λ１狕
Ｔ
１狕１－犞（０）≤狕

Ｔ
１犘１狕１－犞（０）＝

狓Ｔ犘Ｔ犈狓－犞（０）≤犞（狓）－犞（０）＝

∫
狋

０

犞［狓（ξ）］ｄξ≤

－λ０∫
狋

０

［‖狕‖
２
＋‖狕犱‖

２
＋‖犳‖

２］ｄξ．

即对于任意狋＞０，有

λ１狕
Ｔ
１狕１＋λ０∫

狋

０

［（‖狕‖
２
＋

‖狕犱‖
２）＋‖犳‖

２］ｄξ≤犞（０）．

由此引理２结论成立．□

引理３　设定理２条件满足，犖１，犖２，犕２为引理

１中确定的矩阵，记犕犃４犖 ＝
犃４１１ 犃４１２

犃４２１ 犃
［ ］

４２２

，定义映

射犜：犜狕２ ＝狕２＋犕２犳（狋，犖１狕１＋犖２狕２），则有：

１）犜是犚狀－狉到犚狀－狉１１映上的映射；

２）犜的Ｆｒｅｃｈｅｔ导数犜′＝犐狀－狉＋犕２犑犳犖２是可

逆矩阵，且存在常数０＜狇１ ＜１，使得 ‖犜
′－１
‖ ≤

１

１－狇１
；

３）存在常数０＜狇２ ＜１，使得

‖犜
′－１犃４２２‖ ≤狇２ ＜１，

０≤狋＜＋∞，狕∈犚
狀．

证明 　 不等式（９）蕴含

犎２ ＝

犘Ｔ犃犓０＋犃
Ｔ
犓０犘＋

犚３＋犉
Ｔ犉

犘Ｔ犃４ 犘Ｔ

 －犚３ ０

  －

熿

燀

燄

燅犐

＜０，

或

犖Ｔ（犘Ｔ犃犽０＋犃
Ｔ
犓０犘＋犉

Ｔ犉＋犘
Ｔ犘）犖＜０．（１０）

用 ＃ 表示没有必要写出的那些项，注意到

犖Ｔ犘Ｔ犃犓０犖＝

犘Ｔ１ 犘Ｔ３

０ 犘Ｔ
［ ］

４

犃狉

犐狀－
［ ］

狉

＝
＃ ＃

＃ 犘Ｔ［ ］
４

，

犖Ｔ犘Ｔ犘犖 ＝犖
Ｔ犘Ｔ犕－１犕犕Ｔ犕－Ｔ犘犖 ＝

犘Ｔ１ 犘Ｔ３

０ 犘Ｔ
［ ］

４

＃ ＃

＃
［ ］犐

犘１ ０

犘３ 犘［ ］
４

＝

＃ ＃

＃ 犘Ｔ４犘
［ ］

４

．

因此式（１０）蕴含

（犘４＋犐）
Ｔ（犘４＋犐）－犐＋犖

Ｔ
２犉

Ｔ犉犖２ ＝

犘Ｔ４＋犘４＋犖
Ｔ
２犉

Ｔ犉犖２＋犘
Ｔ
４犘４ ＜０．

从而存在常数０＜狇１ ＜１，使得

‖犉犖２‖ ＝狇１ ＜１． （１１）

由式（１１）得 ‖犕２犑犳犖２‖ ≤狇１ ＜１，因此犜是犚
狀－狉

到犚狀－狉１１映上的．利用逆矩阵的Ｎｅｕｍａｎｎ引理
［１１］

即得２）的结论．
下面证明３）的结论．当犎１ ＜０时，蕴含犎２ ＜

０，或等价地有

犘Ｔ犃犓０＋犃
Ｔ
犓０犘＋犚３＋犘

Ｔ犃４犚
－１
３犃

Ｔ
４犘＋

犘Ｔ犘＋犉
Ｔ犉＜０． （１２）

不等式（１２）左乘犖Ｔ 和右乘犖，由Ｓｃｈｕｒ补引理得

犖Ｔ（犘Ｔ犃犓０＋犃
Ｔ
犓０犘＋

犚３＋犘
Ｔ犘＋犉

Ｔ犉）犖
犖Ｔ犘Ｔ犃４犖

 －犖
Ｔ犚３

熿

燀

燄

燅犖

＜０．

记

犖Ｔ犚３犖＝
犚１１ 犚１２

犚２１ 犚［ ］
２２

，

Σ＝犘
Ｔ
４＋犘４＋犘

Ｔ
４犘４＋犖

Ｔ
２犉

Ｔ犉犖２＋

　 犚２２＋犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４．

则上面不等式蕴含

＃ ＃ ＃ ＃

＃
犘Ｔ４＋犘４＋犘

Ｔ
４犘４＋

犖Ｔ犉Ｔ犉犖２＋犚２２
＃ 犘Ｔ４犃４２２

＃ ＃ ＃ ＃

＃ 犃Ｔ４２２犘４ ＃ －犚

熿

燀

燄

燅２２

＜０，

（１３）

４９１１
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以及Σ＜０．对于任意的０≤狋＜＋∞，狕∈犚
狀，有

犘Ｔ４犜′＋犜
′Ｔ犘４＋犚２２＋犘

Ｔ
４犃２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ＝

犘Ｔ４（犐＋犕２犑犳犖２）＋（犐＋犕２犑犳犖２）
Ｔ犘４＋

犚２２＋犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ≤

犘Ｔ４＋犘４＋犘
Ｔ
４犕２犕

Ｔ
２犘４＋犖

Ｔ
２犑

Ｔ
犳犑犳犖２＋

犚２２＋犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ≤Σ＜０．

从而

－犘
Ｔ
４犜′犚

－１
２２犜

′Ｔ犘４＋犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ≤

犘Ｔ４犜′＋犜
′Ｔ犘４＋犚２２＋犘

Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ≤

Σ＜０，

或

－Σ＋犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ＜犘

Ｔ
４犜′犚

－１
２２犜′

Ｔ犘４．

注意到－Σ正定，犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４半正定，且这两项

均与狋和狕无关，因此存在正常数τ，使得 －Σ－

τ犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ＞０．由此得到

（１＋τ）犘
Ｔ
４犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犘４ ＜犘

Ｔ
４犜′犚

－１
２２犜

′Ｔ犘４，

或

（１＋τ）犜
′－１犃４２２犚

－１
２２犃

Ｔ
４２２犜

′－犜
＜犚

－１
２２．

于是

‖犜
′－１犃４２２‖ ＜１／１＋槡 τ＝狇２ ＜１． □

定理２证明　设狕＝（狕Ｔ１，狕Ｔ２）Ｔ＝犖－１狓．由引理

１知，当狓是系统（７ｂ）的解时，狕满足下列方程：

狕１ ＝

犃狉狕１－∫
狋

狋－犱
犕１［犃１犖狕（θ）＋犃狕犖狕犱（θ）＋

犃３犳（θ，犖狕（θ））］ｄθ＋犕１犳（狋，犖狕）＋

（犃４１１，犃４１２）狕犱， （１４）

０＝

狕２－∫
狋

狋－犱
犕２［犃１犖狕（θ）＋犃２犖狕犱（θ）＋

犃３犳（θ，犖狕（θ））］ｄθ＋犕２犳（狋，犖狕）＋

（犃４２１，犃４２２）狕犱． （１５）

由引理２知狕１ 是有界的．

下面证明狕２ 也有界．固定狋０∈ ［０，＋∞），根据

式（１５）构造单参数向量函数

狆（λ）＝

λ｛∫
狋
０

狋
０－犱
犕２［犃１犖狕（θ）＋犃２犖狕犱（θ）＋犃３犳（θ，犖狕）］ｄθ－

（犃４２１，犃４２２）狕（狋０－犱）｝＋（１－λ）犳（狋０，犖１狕１），

０≤λ≤１． （１６）

由于犜是１１映上的，对于狆（λ）∈犚
狀－狉，０≤λ≤１，

有狇（λ），狇（０）＝０，使得犜狇（λ）＝狆（λ）∈犚
狀－狉．对λ

求导数，得到犜′（狇（λ））狇′（λ）＝狆′（λ）．因此，狇′（λ）

＝犜
′－１（狇（λ））狆′（λ），从而

‖狕２（狋０）‖ ＝ ‖狇（１）‖ ＝

‖狇（１）－狇（０）‖ ≤∫
１

０
‖狇′（λ）‖ｄλ＝

∫
１

０
‖犜

′－１（狇（λ））狆′（λ）‖ｄλ．

记

犕０（狋０）＝

１

１－狇１
｛∫
狋
０

狋
０－犱
犕２［犃１犖狕（θ）＋犃２犖狕犱（θ）＋

犃３犳（θ，犖狕）］ｄθ＋犃４２１狕１犱－犳（狋，犖１狕１）｝，
则有

‖狕２（狋０）‖ ≤

‖犕０（狋０）‖＋∫
１

０
‖犜

′－１（狇（λ））犃４２２狕２犱‖ｄλ．

（１７）

由引理２知∫
∞

－犱
‖狕‖

２ｄ狋，∫
∞

－犱
‖犳‖

２ｄ狋，‖狕１‖ 有界，

因此犳（狋，犖１狕１）有界．从而存在正常数犮６，使得

‖犕（狋０）‖ ≤犮６．根据引理３，‖狕２（狋０）‖ ≤犮６ ＋

狇２‖狕２（狋０－犱）‖．由此逐段递推得

‖狕２（狋０）‖ ＜
犮６
１－狇２

＋‖φ‖，狋０ ∈ ［０，＋∞）．

（１８）

于是狕２（狋）是有界的．由于狕有界，从而犳（狋，狓）也有

界，于是（狕Ｔ１狕１）′＝２狕
Ｔ
１
狕１ 是有界的．由此 ‖狕１‖

２ 是

一致连续的．由∫
∞

－犱
‖狕１‖

２ｄ狋＜ ∞，可得ｌｉｍ
狋→＋∞

‖狕１‖

＝０．

当ｌｉｍ
狋→＋∞

‖狕犾‖ ＝０时，ｌｉｍ
狋→＋∞

犕０（狋）＝０．对于任意

正整数犻，利用式（１７）可得

‖狕２（狋＋犻犱）‖ ≤

犕０（狋＋犻犱）＋狇２犕０（狋＋（犻－１）犱）＋

…＋狇
犻
２犕０（狋）＋狇

犻
２‖狕２（狋）‖．

利用狕２的有界性及ｌｉｍ
犻→＋∞
狇
犻
２＝０，可得ｌｉｍ

狋→＋∞
‖狕２‖＝０．

所以ｌｉｍ
狋→＋∞

‖狓‖ ＝０．□

４　 状态反馈控制
在设计状态反馈控制器中，直接运用矩阵不等

式（８）和（９）很不方便．为此，可将其转化为线性矩

阵不等式．

定理３　设犳（狋，狓）满足假设１和假设２．对于时

滞犱 ＞０，如果存在正定矩阵犛０，犛１，犛２，犛３，η犐 ∈

犚狀×狀（η为正常数），矩阵犢∈犚
狀×（狀－狉），犣∈犚

犿×狀，满足

ＬＭＩ

犎３ ＝

珚犚 犱犃３ 犐 （犃犙＋犅犣）
Ｔ

－η犐 ０ ０

（η－１）犐 ０

 －犛

熿

燀 １

→

５９１１
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　　　　 ←

犙
Ｔ犃Ｔ犱 犙

Ｔ
犙
Ｔ犉Ｔ

０ ０ ０

０ ０ ０

０ ０ ０

－犛２ ０ ０

－犛３ ０

－

燄

燅犐

＜０， （１９）

其中

珚犚＝犃０犙＋犙
Ｔ犃Ｔ０＋犅犣＋犣

Ｔ犅Ｔ＋

犱２犃３（犛１＋犛２）犃
Ｔ
３＋犃４犛３犃

Ｔ
４，

犙＝犛０犈
Ｔ
＋Φ犢

Ｔ，

Φ∈犚
狀×（狀－狉）为满足犈Φ ＝０的已知矩阵．则存在状

态反馈控制器（５），控制律为

犓＝犣（犛０犈
Ｔ
＋Φ犢

Ｔ）－１． （２０）

当控制律由式（２０）确定时，闭环系统（６）是渐近稳

定的．

证明 　 令犘＝犙－１，犚１＝犱犛１，犚２＝犱犛２，犚３＝
犛－１３ ＋犱犃

Ｔ
犱犚

－１
２犃犱，η＝犱γ．利用Ｓｃｈｕｒ补引理，可将不

等式（８）和（９）转换为

犙
Ｔ犈Ｔ ＝犈犙≥０， （２１）

犚 犱犃３ 犐 犙
Ｔ犃Ｔ犓

－η犐 ０ ０

（η－１）犐 ０

－犛１

熿

燀 

→

←

犙
Ｔ犃Ｔ犱 犙

Ｔ
犙
Ｔ犉Ｔ

０ ０ ０

０ ０ ０

０ ０ ０

－犛２ ０ ０

－犛３ ０

－

燄

燅犐

＜０． （２２）

其中

犚＝犃０犓犙＋犙
Ｔ犃Ｔ０犓 ＋犱

２犃３（犛１＋

犛２）犃
Ｔ
３＋犃４犛３犃

Ｔ
４．

记犣＝犓犙，利用文献［４］的方法可以证明，式（２１）

和（２２）等价于式（１９）．再由定理２即可证明定理３

成立．□

注４　对于线性系统，犳（狋，狓）＝０，取犉＝０，有

犞２ ＝∫
０

－犱∫
狋

狋＋θ

［狓Ｔ犃Ｔ犓犚
－１
１犃犓狓＋狓

Ｔ
犱犃

Ｔ
犱犚

－１
２犃犱狓犱］ｄξｄθ，

则式（１９）可简化为

　珦犎３ ＝

珚犚 （犃犙＋犅犣）
Ｔ
犙
Ｔ犃Ｔ犱 犙

Ｔ

－犛１

 －犛２

－犛

熿

燀

燄

燅３

＜０． （１９′）

５　 数值实例
例１　 考虑线性系统

［１］

狓１（狋）＝０．５狓１（狋）－狓１（狋－犱），

０＝－狓１（狋）－狓２（狋）．

利用比较保守的ＬＭＩ判别条件
［１，１２］，结论是系

统对于犱≤０．３３是稳定的．由文献［１］的条件（即定

理３），系统对于犱≤１是渐近稳定的．利用本文方

法，根据 Ｍａｔｌａｂ软件包计算，得到当犱＜１时（若用

犃４＝０，将式（１９′）降低一个矩阵块，则得犱≤１），系

统是渐近稳定的．

例２　 考虑如下系统的稳定性和状态反馈问

题：

犈狓＝犃狓＋犃犱狓犱＋犅狌＋犳（狋，狓）．

其中

犈＝
犐２［ ］

０
，犃＝

０ １ ０

０ ０．１ ０

１ －

熿

燀

燄

燅１ １

，

犃犱 ＝

－１ １ ０

０ －１ ０．１

－１ １ ０．

熿

燀

燄

燅５

，犅＝

１ ０

１ １

熿

燀

燄

燅０ １

，

犳＝α

ｓｉｎ（狓１＋狓２）

０

ｓｉｎ狓

烄

烆

燄

燅３

，犉Ｔ犉＝α
２

１ １ ０

１ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，

犑Ｔ犳犑犳 ＝

α２

ｃｏｓ２（狓１＋狓２） ｃｏｓ
２（狓１＋狓２） ０

ｃｏｓ２（狓１＋狓２） ｃｏｓ
２（狓１＋狓２） ０

０ ０ ｃｏｓ２狓

熿

燀

燄

燅３

≤

犉Ｔ犉．

当狌＝０时，系统的稳定性取决于时滞犱和非线

性函数中的α．当α＝０．５时，对于任意的犱＞０，式

（１９）无解；当α＝０．２时，求得犱≤０．１２４９，式（１９）

有解；当α＝０．１５时，求得犱＝０．２１３９，式（１９）有

解．

取α＝０．１５，犱＝０．２，狓
Ｔ
＝１－（狋＋０．２

２，

ｓｉｎ１０π狋，０．５ｃｏｓπ狋）
Ｔ，－０．２≤狋≤０，求得状态变量

的解如图１所示．

图１　 求得广义系统状态变量的解
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当狌＝犓狓时，可求得如下结果：

　犣＝
４．９８８４ －２５９．６９９２ ４７．２５８３

－６６．７３７８ ５０．３０１４ －１４８．
［ ］

９６５３
，

　犙＝

１２２．１４８０ －１１２．６５７１ ０

－１１２．６５７１ １２３．８２２０ ０

－０．８１５１ ０．４５６３ －４．

熿

燀

燄

燅８６６６

．

控制律

犓＝
－１１．９６８９ －１２．９５１３ －９．７１０８

－０．４４４３ －０．１１０８ ３０．
［ ］

６０９９
．

于是系统在状态反馈控制狌＝犓狓下是渐近稳定的．

６　 结 　 　论
本文针对带有非线性扰动的时滞广义系统的状

态反馈控制问题，给出了控制器设计方法，并用非线

性方法和线性矩阵不等式，从理论上论述了系统的

稳定性．给出的条件与时滞有关，其优点是控制器设

计可用 Ｍａｔｌａｂ软件包求解标准的线性矩阵不等式，

因而更具实用性．利用该方法可讨论这类系统的保

成本控制，带不确定项的鲁棒控制等其他控制问题．

参考文献（犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊）

［１］ＦｒｉｄｎａｎＥ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｌｉｎｅａｒｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈ

ｄｅｌａｙ［Ｊ］．ＪｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，

２００２，２７３（１）：２４４４．

［２］Ｃｈｅｎ Ｗ Ｈ，Ｚｈｅｎｇ Ｗ Ｘ．Ｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｒｏｂｕｓｔ

ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｎｅｕｒａｌｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ

ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２００７，４３（１）：９５１０４．

［３］ＣａｏＪ Ｗ，Ｈｏｎｇ Ｓ Ｍ，Ｈｕ Ｙ Ｙ．Ｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｆｏｒａｂｓｏｌｕｔｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆＬｕｒｉｅｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌｅｔｉｍｅｄｅｌａｙｓａｎｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］．Ｊｏｆ

ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，２００８，３３８（３）：

４９７５０４．

［４］ＬｕＧＰ，ＤａｎｉｅｌＷＣ，ＹｅｕｎｇＬＦ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｑｕａｄｒａｔｉｃ

ｓｔａｂｉｌｉｔｙｆｏｒｐｅｒｔｕｒｂａｔｅｄｓｉｎｇｕｌａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ

ＴｒａｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，２００６，５１（６）：８１８８２３．

［５］Ｃｈａａｂａｎｅ Ｍ，Ｂａｃｈｅｌｉｅ Ｏ，Ｓｏｕｉｓｓｉ Ｍ．Ｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄ

ｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｙｓｔｅｍｓ：ＡｎＬＭＩ

ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＰｒｏｂｌｅｍｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

２００６，１２（４）：１１５．

［６］ＢｏｕｋａｓＥ Ｋ．Ｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｒｏｂｕｓｔｓｔａｂｉｌｉｚａｂｉｌｉｔｙｏｆ

ｓｉｎｇｕｌａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｄｅｌａｙｓ［Ｃ］．ＩＥＥＥＩｎｔＣｏｎｆｏｎ

ＭｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ．Ｃａｎａｄａ，２００５：１３１８．

［７］ＺｈｏｎｇＲＸ，ＹａｎｇＺ．Ｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｒｏｂｕｓｔｃｏｎｔｒｏｌｏｆ

ｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙ［Ｊ］．ＡｓｉａｎＪｏｆ

Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００６，８（１）：３６４４．

［８］ＸｕＳＹ，ＤｏｏｒｅｎＶＰ，ＳｔｅｆａｎＲ，ｅｔａｌ．Ｒｏｂｕｓｔｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ａｎｄｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｉｎｇｕｌａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｓｔａｔｅｄｅｌａｙ

ａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｕｎｃｅｔａｉｎｌｙ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃ

Ｃｏｎｔｒｏｌ，２００２，４７（７）：１１２２１１２８．

［９］张先明，吴敏，何勇，线性时滞广义系统的时滞相关

犎∞控制［Ｊ］．控制理论与应用，２００５，２２（４）：６４９６５２．

（ＺｈａｎｇＸ Ｍ，Ｗｕ Ｍ，ＨｅＹ．Ｄｅｌａｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔ犎∞

ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｌｉｎｅａｒｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙ［Ｊ］．

ＣｏｎｔｒｏｌＴｈｅｏｒｙ ＆ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００５，２２（４）：６４９

６５２．）

［１０］ＷａｎｇＨＪ，ＸｕｅＡ，ＬｕＲＱ．Ａｂｓｏｌｕｔｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｃｒｉｔｅｒｉａ

ｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｉｎｇｕｌａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｔｉｍｅｄｅｌａｙ

［Ｊ］． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ａｎａｌｙｓｉｓ： Ｔｈｅｏｒｙ， Ｍｅｔｈｏｄｓ ＆

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００９，７０（２）：６２１６３０．

［１１］ＯｒｔｅｇａＪ Ｍ，Ｒｈｅｉｎｂｏｌｄｔ Ｗ Ｃ．Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｓｅｖｅｒａｌｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｍ］．Ｎｅｗ

Ｙｏｒｋ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９７０．

［１２］ＫｏｌｍａｎｏｖｓｋｉｉＶ，ＩｎｉｃｕｌｅｓｃｕＳ，ＲｉｃｈａｒｄＪＰ．Ｏｎｔｈｅ

ＬｉａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｓｆｏｒｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｌｉｎｅａｒｄｅｌａｙｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＩｎｔＪｏｆＣｏｎｔｒｏｌ，１９９９，７２（３）：



３７４３８４．

　　（上接第１１９１页）

［８］Ｎｏｗａｋ Ｍ． Ａｓｐｉｒａｔｉｏｎ ｌｅｖｅｌａｐｐｒｏａｃｈ ｉｎ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ

ＭＣＤＭ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］． Ｅｕｒｏｐｅａｎ Ｊ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ

Ｒｅｓｅａｒｃｈ，２００７，１７７（３）：１６２６１６４０．

［９］Ｒｉｓｔｏ Ｌ，Ｊｏｏｎａｓ Ｈ， Ｐｅｋｋａ Ｓ． ＳＭＡＡＳｔｏｃｈａｓｔｉｃ

ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅａｃｃｅｐｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］．ＥｕｒｏｐｅａｎＪｏｆ

ＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，１９９８，１０（６）：１３７１４３．

［１０］ＲｉｓｔｏＬ，ＰｅｋｋａＳ．ＳＭＡＡ２：Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｍｕｌｔｉｃｒｉｔｅｒｉａ

ａｃｃｅｐｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒｇｒｏｕｐｄｅｃｉｓｉｏｎ ｍａｋｉｎｇ［Ｊ］．

ＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，２００１，４９（３）：４４４４５４．

［１１］张全，樊治平，潘德惠．区间数多属性决策中一种带有

可能度的排序方法［Ｊ］．控制与决策，１９９９，１４（６）：

７０３７０６．

（ＺｈａｎｇＱ，ＦａｎＺＰ，ＰａｎＤ Ｈ．Ａｒａｎｋｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈ

ｗｉｔｈｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｉｅｓｆｏｒｍｕｌｔｉｐｌｅａｔｔｒｉｂｕｔｅｄｅｃｉｓｉｏｎｍａｋｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｗｉｔｈｉｎｔｅｒｖａｌｓ［Ｊ］．Ｃｏｎｔｒｏｌａｎｄ Ｄｅｃｉｓｉｏｎ，

１９９９，１４（６）：７０３７０６．）

［１２］Ｋｅｙｓｅｒ Ｗ Ｄ，Ｐｅｅｔｅｒｓ Ｐ．Ａ ｎｏｔｅｏｎｔｈｅ ｕｓｅ ｏｆ

ＰＲＯＭＥＴＨＥＥｍｕｌｔｉｃｒｉｔｅｒｉａｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］．ＥｕｒｏｐｅａｎＪ

ｏｆＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，１９９６，８９（３）：４５７４６１．

７９１１


