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极点约束不确定系统非脆弱滤波器的设计
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摘　要：针对一类具有参数不确定性的线性系统，研究其闭环极点区域约束下的鲁棒非脆弱滤波器的设计问题．在

对象及滤波器同时存在不确定性的情况下，控制目标要求闭环系统鲁棒稳定，干扰抑制性能指标小于给定的上界，并

且闭环极点配置于复平面上指定的圆盘内．针对系统和滤波器具有乘法增益摄动的情况，以线性矩阵不等式的形式

给出了非脆弱滤波器的可解性条件．数值算例表明了该方法的有效性．
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１　引　 　 言
犎∞ 控制理论的日益成熟，使得相应的滤波理

论受到学者们的广泛关注，并提出了一些有效的算

法［１］，但所有的结论都假设滤波器参数能够准确实

现．实际上，由于在实现过程中不可避免地存在不确

定因素，传统的滤波器算法受到了限制．自从 Ｋｅｅｌ

等提出非脆弱的概念后［２］，对非脆弱控制器的研究

取得了一定的成果［３，４］，但对非脆弱滤波器的研究

却较少［５７］．文献［５，６］利用Ｒｉｃｃａｔｉ不等式提出了非

脆弱卡尔曼滤波器的设计方法，但求解过程过于复

杂；文献［７］利用ＬＭＩ给出了非脆弱滤波的可解性

条件以及设计方法，但只考虑了滤波器的参数摄动，

未考虑对象的参数摄动，更未考虑系统的动态性能，

即极点约束问题．

脆弱性是研究控制器参数变化对闭环系统的影

响，鲁棒性是研究系统参数不确定性对闭环系统的

影响［７］．本文考虑具有系统参数不确定性以及具有

乘性滤波器参数变化的鲁棒非脆弱犎∞ 滤波问题，

利用ＬＭＩ给出了不确定系统的 犎∞ 非脆弱滤波器

设计方法．该方法不但使滤波误差系统稳定，保证系

统具有一定的犎∞ 性能，而且能把闭环系统极点配

置在指定的区域内．

２　 问题描述
考虑如下线性系统：

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犅ω（狋），

狔（狋）＝犆狓（狋），狕（狋）＝犔狓（狋）｛ ．
（１）

其中：ω（狋）∈犚
狉为干扰信号且能量有界，狕（狋）∈犚

狇

为被估计信号，狔（狋）∈犚
狆 为测量输出信号；犃，犅，犆
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和犔 为已知的系统矩阵．

构造如下形式的全阶滤波器：

狓^
·

（狋）＝犃犳^狓（狋）＋犅犳狔（狋），

狕^（狋）＝犆犳^狓（狋），^狓（０）＝０
｛ ．

（２）

其中：^狓（狋）为滤波器状态；^狕（狋）为狕（狋）的状态估计；

犃犳，犅犳和犆犳为滤波器参数矩阵．假设系统和滤波器

参数具有乘性参数变化，即

犃→犃（犐＋Δ１），犅→犅（犐＋Δ２），

犃犳 →犃犳（犐＋Δ３），犅犳 →犅犳（犐＋Δ４）
｛ ．

（３）

且有如下摄动形式：

［Δ１　Δ３］＝犈１犎［犉１　犉３］，

［Δ２　Δ４］＝犈２犎［犉２　犉４］
｛ ．

（４）

其中：犈犻（犻＝１，２）和犉犻（犻＝１，…，４）为已知常阵，犎

满足犎Ｔ犎 ≤犐．

对滤波器进行状态变换［７］，并令狓
⌒
（狋）＝犜^狓（狋），

则变换后的滤波器为

狓
⌒
·

（狋）＝犜犃犳犜
－１狓
⌒
（狋）＋犜犅犳狔（狋），

狕
⌒
（狋）＝犆犳犜

－１狓
⌒
（狋），狓

⌒
（０）＝０

烅
烄

烆 ．
（５）

由式（１）和（５）得滤波误差系统

珟狓
·

（狋）＝珦犃珟狓（狋）＋珟犅ω（狋），

珘狕（狋）＝珟犆珟狓（狋），珟狓（０）＝０｛ ．
（６）

其中

珟狓（狋）＝
狓（狋）

狓
⌒
（狋

熿

燀

燄

燅）
，珘狕（狋）＝狕（狋）－狕

⌒
（狋），

珦犃＝
犃 ０

犜犅犳犆 犜犃犳犜
－［ ］１ ，珟犅＝ 犅［ ］

０
，

珟犆＝ ［犔　－犆犳犜
－１］．

本文的目标是设计滤波器（２），对于所有容许的

系统和滤波器增益变化（３），使得：

１）在外部扰动为零的情况下，系统（６）渐近稳

定；

２）在零初始条件下，系统（６）具有犎∞γ 性能

（γ＞０）；

３）系统（６）具有圆盘极点约束，即σ（珦犃）

犇（－狇，狉），其中σ（珦犃）表示矩阵珦犃的谱集合．

３　 相关引理
引理１

［８］
　设犃∈犚

狀×狀为给定矩阵，则σ（犃）

犇（－狇，狉），当且仅当存在对称矩阵犘＞０，使得

－犘
－１ 犃狇

犃Ｔ狇 －
［ ］

犘
＜０， （７）

其中犃Ｔ狇 ＝ （犃＋狇犐）／狉．

引理２
［９］
　 对于给定的具有合适维数的实矩阵

犝，犠，犎，以及对称矩阵犖，以下命题等价：

１）对于满足犎Ｔ犎 ≤犐的任意犎，有

犖＋犝犎犠 ＋犠
Ｔ犎Ｔ犝Ｔ

＜０；

２）存在实数ε＞０，使得

犖＋ε犝犝
Ｔ
＋ε

－１犠Ｔ犠 ＜０．

４　 主要结果
推论１　 设犃∈犚

狀×狀 为给定矩阵，则σ（犃）

犇（－狇，狉），当且仅当存在对称矩阵犘＞０，使得

（犃＋α犐）犘＋犘（犃＋α犐）
Ｔ
＋

狉－１（犃＋α犐）犘（犃＋α犐）
Ｔ
＜０， （８）

其中α＝狇－狉．

证明　 令犡＝犘－１，代入式（９），两端同乘以狉，
得

－狉犡 犃＋狇犐

（犃＋狇犐）
Ｔ
－狉犡

－［ ］１ ＜０． （９）

由Ｓｃｈｕｒ补引理，式（９）等价于

－狉犡
－１
＜０，

－狉犡＋狉
－１（犃＋狇犐）犡（犃＋狇犐）

Ｔ
＜０

｛ ．
（１０）

代入狇＝α＋狉，整理即得式（８）．□

定理１　给定圆盘区域犇（－狇，狉）以及常数γ＞

０，对于系统（６），若存在对称正定阵犘＞０，使得下

式成立：

Ξ   

珟犅Ｔ －γ
２犐  

珟犆犘 ０ －犐 

犘（珦犃＋α犐）
Ｔ ０ ０ －

熿

燀

燄

燅狉犘

＜０．（１１）

其中

Ξ＝ （珦犃＋α犐）犘＋犘（珦犃＋α犐）
Ｔ，

α＝狇－狉．

则系统（６）满足从ω到珘狕的传递函数‖犜珘狕ω‖∞ ＜γ，

且是犇稳定的．

证明 　 由Ｓｃｈｕｒ补，式（１１）等价于
（珦犃＋α犐）犘＋犘（珦犃＋α犐）

Ｔ
＋γ

－２珟犅珟犅Ｔ
＋

犘珟犆Ｔ珟犆犘＋狉
－１（珦犃＋α犐）犘（珦犃＋α犐）

Ｔ
＜０，（１２）

即

珦犃犘＋犘珦犃
Ｔ
＋γ

－２珟犅珟犅Ｔ
＋犘珟犆

Ｔ珟犆犘＋

２α犘＋狉
－１（珦犃＋α犐）犘（珦犃＋α犐）

Ｔ
＜０．

用犙＝犘
－１ 分别左乘和右乘上式，得

犙珦犃＋珦犃
Ｔ犙＋γ

－２犙珟犅珟犅Ｔ犙＋珟犆
Ｔ珟犆＋

２α犙＋狉
－１犙（珦犃＋α犐）犙－

１（珦犃＋α犐）
Ｔ犙＜０，

其中犙＞０和犙
－１
＞０对称正定．故有分解犙

－１
＝

犞犞Ｔ，犞 满秩．进而有

犙（珦犃＋α犐）犙－
１（珦犃＋α犐）

Ｔ犙＝

［犙（珦犃＋α犐）犞］［犙（珦犃＋α犐）犞］
Ｔ
＞０，

从而有

犙珦犃＋珦犃
Ｔ犙＋γ

－２犙珟犅珟犅Ｔ犙＋珟犆
Ｔ珟犆＜０．

由界实定理知：１）系统（６）稳定；２）‖犜珘狕ω‖∞ ＜

γ．

２６２１
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同理，由式（１２）可得

（珦犃＋α犐）犘＋犘（珦犃＋α犐）
Ｔ
＋

狉－１（珦犃＋α犐）犘（珦犃＋α犐）
Ｔ
＜０．

由推论１知，σ（珦犃）犇（－狇，狉），即闭环系统极点位

于圆盘区域犇（－狇，狉）内．□

定理２　给定圆盘区域犇（－狇，狉）以及常数γ＞

０，对于滤波误差系统（６），考虑式（３）形式的摄动．

若存在常数ε犻＞０（犻＝１，…，４），矩阵犃犉∈犚
狀×狀，犅犉

∈犚
狀×狆，正定对称阵犛，犜∈犚

狀×狀
＞０，使得

Θ１ Θ２

 Θ
［ ］

３

＜０． （１３）

则系统（６）闭环传函 ‖犜珘狕ω‖∞ ＜γ，且闭环极点位

于圆盘区域犇（－狇，狉）内．其中

Θ１ ＝

－狉犛 －狉犛 犛犅 Θ１４ Θ１５ Θ１６

 －狉犚 犚犅 犔Ｔ
Θ２５ Θ２６

  Θ３３ ０ ０ ０

   －犐 ０ ０

    Θ５５ Θ５６

     Θ

熿

燀

燄

燅６６

，

Θ２ ＝

犛犃犈１ 犛犅犈２ ０ ０

犛犃犈１ 犛犅犈２ 犃犉犈１ 犅犉犈２

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０

，

Θ３ ＝ｄｉａｇ｛－ε１犐，－ε２犐，－ε３犐，－ε４犐｝；

Θ１４ ＝犔
Ｔ
－犆

Ｔ
犉，

Θ１５ ＝Θ１６ ＝犛犃＋狇犛，

Θ２５ ＝犚犃＋犅犉犆＋犃犉＋狇犛，

Θ２６ ＝犚犃＋犅犉犆＋狇犚，

Θ３３ ＝－γ
２犐＋ε１犉

Ｔ
２犉２，

Θ５５ ＝－狉犛＋ε２犉
Ｔ
１犉１＋

　　ε３犉
Ｔ
３犉３＋ε４犆

Ｔ犉Ｔ４犉４犆，

Θ５６ ＝－狉犛＋ε２犉
Ｔ
１犉１＋ε４犆

Ｔ犉Ｔ４犉４犆，

Θ６６ ＝－狉犚＋ε２犉
Ｔ
１犉１＋ε４犆

Ｔ犉Ｔ４犉４犆．

若上述ＬＭＩ有解，则非脆弱滤波器参数可由下式求

得：

犃犳 ＝ （犛－犚）
－１犃犉，

犅犳 ＝ （犛－犚）
－１犅犉，犆犳 ＝犆犉．

证明 　 选择矩阵犡＝犘－１，满足条件的非脆弱
滤波器设计是使式（１１）成立．令

犡＝
犚 犘２

犘Ｔ２ 犘
［ ］

３

，犡－１ ＝
犛－１ 犡２

犡Ｔ
２ 犡

［ ］
３

．

其中：犚＞０，犛＞０．

不失一般性，假设矩阵犘２和犡２为满秩阵．取犑１

＝
犛－１ 犐

犡Ｔ
２

［ ］
０
，则有犘犑１ ＝

犐 犚

０ 犘
［ ］

２

．依次用变换阵

ｄｉａｇ｛犡，犐，犐，犡｝，

犐 －犐

犐

犐

熿

燀

燄

燅犐

，ｄｉａｇ｛犑１，犐，犐，

犑１｝，对式（１１）进行合同变换，得

－狉犛－
１
－狉犐 犅 Φ１４ Φ１５ Φ１６

 －狉犚 犚犅 犔Ｔ Φ２５ Φ２６

  －γ
２犐 ０ ０ ０

   －犐 ０ ０

    －狉犛－
１
－狉犐

     －

熿

燀

燄

燅狉犚

＜０．

（１４）

其中

Φ１４ ＝犛
－１犔Ｔ－犡２犜

－Ｔ犆Ｔ犳，

Φ１５ ＝犃犛
－１
＋狇犛

－１，Φ１６ ＝犃＋狇犐，

Φ２５ ＝犚犃犛
－１
＋犘２犜犅犳犆犛

－１
＋

犘２犜犃犳犜
－１犡Ｔ

２＋狇犐，

Φ２６ ＝犚犃＋犘２犜犅犳犆＋狇犚．

用ｄｉａｇ｛犛，犐，犐，犐，犛，犐｝对式（１４）进行合同变换，得

－狉犛 －狉犛 犛犅 Ψ１４ Ψ１５ Ψ１６

 －狉犚 犚犅 犔Ｔ Ψ２５ Ψ２６

  －γ
２犐 ０ ０ ０

   －犐 ０ ０

    －狉犛 －狉犛

     －

熿

燀

燄

燅狉犅

＜０．

（１５）

其中

Ψ１４ ＝犔
Ｔ
－犛犡２犜

－Ｔ犆Ｔ犳，

Ψ１５ ＝Ψ１６ ＝犃犛＋狇犛，

Ψ２５ ＝犚犃＋犘２犜犅犳犆＋犘２犜犃犳犜
－１犡Ｔ

２犛＋狇犛，

Ψ２６ ＝犚犃＋犘２犜犅犳犆＋狇犚．

令犜＝犡
Ｔ
２犛，则犘２犜＝犛－犚．代入式（１５），并

考虑被控系统和滤波器的参数摄动（４），将确定部分

和摄动部分展开．连续运用引理２，并令犃犉 ＝ （犛－

犚）犃犳，犅犉 ＝ （犛－犚）犅犳，犆犉 ＝犆犳，即得式（１３）．□

注１　 式（１３）既是关于矩阵的变量，又是关于

标量γ的线性矩阵不等式组，故可将γ作为一个优

化变量，得到最优扰动衰减水平．即可通过求解如下

凸优化问题：

ｍｉｎ γ
犛，犚，犃犉

，犅犉
，犆
犳
，ε犻
（犻＝１，…，４）

，ｓ．ｔ．（１３）． （１６）

设计系统（１）的最优全阶非脆弱 犎∞ 滤波器．由式

（１６）可求出最优扰动衰减水平和满足要求的滤波

器参数．
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注２　当滤波器摄动参数变为Δ３＝Δ４＝０时，

设计方法便退化为常规滤波器的设计方法．

５　 算例与仿真
考虑如下线性连续系统：

狓（狋）＝

－３ ０ ０．５

０．５ －２ １

１ ０ －

熿

燀

燄

燅４

狓（狋）＋

［０．５　０．９　－０．５］
Ｔ
ω（狋），

狔（狋）＝［３　－２　１］狓（狋），

狕（狋）＝［－２　１　－２］狓（狋）．

系统和滤波器摄动参数为

犈１ ＝ ［０．１　０　０．２］
Ｔ，犈２ ＝０．２，

犉１ ＝ ［０．１　０．１　０．２］，犉２ ＝０．１，

犉３ ＝ ［０．２　０．１　０．３］，犉４ ＝０．０３．

给定圆盘区域犇（－５．０，３．６），应用 Ｍａｔｌａｂ中

ＬＭＩ工具箱求解优化问题（１６）．在具有可行解的前

提下，可得最优γ＝０．５９４５时的滤波器参数

犃犳 ＝

－２．８９５０ －１．３９８１ －０．５４１１

４．２４４２ －７．１４２０ －０．０５３４

３．１６４８ －０．０１９１ －２．

熿

燀

燄

燅１０２９

，

图１　 系统状态和滤波器状态

　　犅犳 ＝ ［－１．１００３　－３．３３５３　０．４２２２］
Ｔ，

　　犆犳 ＝ ［－１．６９２７　０．８７７５　－０．５６７５］．

为说明本文非脆弱滤波器设计方法的优越性，

与常规滤波器（Δ３＝Δ４＝０）进行比较．在相同的极

点约束区域，常规滤波器的最优扰动抑制指标γ′＝

０．５００１．该滤波器在承受式（４）参数变化时（犎 ＝

犐），最优扰动抑制比γ″＝１６．０２４３．调整极点约束区

域参数，可得出类似的对比结果．说明本文设计的非

脆弱滤波器具有明显的优势．

给定系统初始状态狓＝［－０．５　０．５　０．３］，在

无外部扰动的情况下，系统状态及滤波器状态如图

１所示．由图１可知，系统状态均收敛于０，系统渐近

稳定．

取犎＝ｓｉｎ狋（狋为任意实数），满足犎
Ｔ犎≤１．系

统（６）在各时间点的极点分布如图２所示．

图２　 闭环系统极点分布

图２（ａ）为最优扰动抑制下的极点分布，将分布

在区域边缘的极点导入工作区，经计算得其距离

（－５．０，３．６）的距离为３．５９５３＜３．６；图２（ｂ）为放

宽扰动抑制要求的极点分布．由此可知，在多目标优

化问题中，一个目标的最优化往往以牺牲其他目标

为代价．因此，系统的设计应在多相性能间权衡综合

考虑．
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６　 结 　 　论
本文针对一类不确定系统，利用ＬＭＩ设计了具

有区域极点约束下的非脆弱滤波器．该方法不但使

滤波误差系统稳定，保证系统具有一定的犎∞性能，

而且能把闭环系统极点配量在指定的区域内．仿真

实例表明该方法是有效的．
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