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不确定广义系统的输出反馈鲁棒预测控制
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摘　要 : 针对一类具有范数有界不确定性的广义系统 ,当系统状态不可测时 ,提出了一种基于输出反馈的鲁棒预测

控制器综合算法.采用 L MI方法以及变量变换思想 ,将无限时域“最小2最大”优化问题转化为线性规划问题.确定出

一组分段连续的输出反馈控制序列 ,给出了输出反馈控制律存在的充分条件 ,证明了优化问题在初始时刻的可行解

可以保证广义闭环系统是渐近稳定且正则无脉冲的.仿真实例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract : The problem of robust output feedback model predictive control is studied for the singular systems with

norm2bounded uncertainties when the states of controlled systems are unmeasurable. Based on the idea of variable

t ransformation and L MI methods , the infinite time domain“min2max”optimization problems are converted into linear

programming problems. A piecewise continuous output feedback control law is obtained and the sufficient conditions

for the existence of this control law are given. It is proved that the robust stability of the closed2loop singular systems

is guaranteed by the initial feasible solutions of the optimization problems , and the regular and the impulse2f ree of

singular systems are also held. A simulation example shows the effectiveness of this method.
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1　引　　言
　　经典模型预测控制具有模型预测、滚动优化、反

馈校正等特性 ,能够处理状态和控制等硬约束问题 ,

但难以处理模型的不确定性[ 1 ] .由于线性矩阵不等

式 (L MI)技术能够有效地处理模型不确定性且支持

在线优化 ,基于 L MI方法 ,提出了鲁棒模型预测控

制方法[225 ] .随着对鲁棒预测控制的进一步研究 ,广

义系统的鲁棒预测控制也引起了人们的关注.文献

[6 ]针对输入带约束的连续时间广义系统 ,给出了可

以保证闭环系统稳定的预测控制方法.文献[ 7 ]针对

连续时间范数有界不确定广义系统 ,采用 L MI方

法 ,给出了鲁棒预测控制性能指标的上界和系统稳

定的充分条件.以上对鲁棒预测控制的研究都是基

于状态反馈的.

在实际系统中 ,系统的状态往往不易直接测量 ,

或者由于测量设备在经济上和使用性上的限制 ,使

状态反馈不可能在物理上实现.因此 ,基于输出反馈

的鲁棒预测控制更具有实际意义.目前 ,对于正常系

统的输出反馈鲁棒预测控制的研究已有不少成

果[8210 ] ,而对于不确定广义系统的输出反馈鲁棒预

测控制的研究结果还较为少见.

本文针对一类具有范数有界不确定性的广义系

统 ,提出了鲁棒预测输出反馈控制器的综合方法.基

于 L MI ,在线求解无穷时域二次型性能指标下的

“最小2最大”优化问题 ,确定出一组分段连续的输出

反馈控制序列 ,给出输出反馈控制律存在的约束条
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件.在此基础上 ,分析了广义闭环系统的渐近稳定性

和正则无脉冲性.最后通过仿真实例验证了所提出

方法的有效性.

2　问题描述
　　考虑如下广义系统 :

EÛx ( t) = [ A + D1 F( t) H1 ] x ( t) +

[ B + D1 F( t) H2 ] u( t) ,

y ( t) = [ C + D2 F( t) H1 ] x ( t) +

[ D + D2 F( t) H2 ] u( t) .

(1)

其中 :矩阵 E是确定的 ,而其他系数矩阵均存在不确

定性 ; x ( t) ∈Rn是状态向量 ; u( t) ∈Rm是控制输入

向量 ; y ( t) ∈R p是测量输出 ; F( t) ∈R i×j 是出现在

模型中的不确定参数矩阵 ,假定其范数有界 ,即满足

ψ= { F( t) | F( t) T F( t) ≤I} ; E , A , B , C , D , D1 , D2 ,

H1 , H2 是已知常数矩阵 ,且 rank ( E) = r < n.

对于系统 (1) ,定义鲁棒预测控制的滚动优化性

能指标为

min
u( kT +τ, kT) ,τ≥0

J k , (2)

J k ∶=

max
F( kT +τ) ,τ≥0∫

∞

0
( x ( k T +τ, k T) T R1 x ( k T +τ, k T) +

u( k T +τ, k T) T R2 u( k T +τ, k T) ) dτ.

其中 : R1 > 0和 R2 > 0是给定的加权矩阵 ; T是采样

周期 ;{ tk } k = 0 ,1 , ⋯是采样时刻 ,且满足 tk+1 - tk = T ;

x ( k T) = x ( k T , k T) 是 k T采样时刻的状态 , x ( k T +

τ, k T) 是在 k T时刻基于模型 (1) 的 k T +τ时刻的状

态预测值 ; u( k T +τ, k T) 是 k T 时刻使性能指标 (2)

优化的受控输入序列在 k T +τ时刻的值.假定系统

状态不完全可测 ,但在每一采样时刻 k T , x ( k T) 属

于集合 S [11 ] ,则有

S = { x ( k T) ∈Rn ∶x ( k T) = Uv , vT v ≤1} ,

其中 U 是已知矩阵.

考虑如下结构的全维输出反馈控制器 :

Ex̂
·

( t) = A c x̂ ( t) + B c y ( t) ,

x̂ (0) = x (0) , u( t) = Cc x̂ ( t) .
(3)

其中 : x̂ ( t) ∈Rn是控制器的状态向量 ; A c , B c , Cc是

待定的控制器系数矩阵.

将式 (3) 代入 (1) 中 ,得广义闭环系统为

�E�x
·

( t) = ( �A + �D F ( t) �H) �x ( t) , (4)

�x ( t) =
x ( t)

x̂ ( t)
, �A =

A B Cc

B c C A c + B c D Cc

,

�D =
D1

B c D2

, H
-

= [ H1 　H2 Cc ] ,

�E = diag{ E , E} .

相应的闭环系统性能指标为

min
u( kT +τ, kT) ,τ≥0

J k , (5)

J k ∶=

max
F( kT +τ) ,τ≥0∫

∞

0
( �x ( k T +τ, k T) T ×

R1 0

0 CT
c R 2 Cc

�x ( k T +τ, k T) dτ=

max
F( kT +τ) ,τ≥0∫

∞

0
�x ( k T +τ, k T) T �CT �C �x ( k T +τ, k T) dτ.

其中

�x ( k T +τ, k T) =
x ( k T +τ, k T)

x̂ ( k T +τ, k T)
,

�C =
R1/ 2

1 0

0 R1/ 2
2 Cc

.

鲁棒预测控制的目的是 :在每一采样时刻 k T ,

求解闭环优化问题 (5) , 确定出输出反馈控制律

{ A c , B c , Cc} ,使得不确定广义系统 (1) 在满足可行

性条件时渐近稳定.

3　基于输出反馈的鲁棒预测控制
　　求解广义系统的输出反馈鲁棒预测控制的关

键问题是求解优化问题 (5) ,但性能指标 J k 在不确

定矩阵 F ( k T +τ) ∈ψ的约束条件下求最小化是不

易处理的.采用文献[2 ]的方法 ,利用一个假定的不

等式条件 ,先推得 J k 的一个上确界 ,然后将最小化

性能指标 J k 转化为对上确界的最小化.

考虑如下二次 Lyap unov函数 :

V ( �x ( t) ) = �x ( t) T �ET P�x ( t) . (6)

其中 : P满足

�ET P = PT �E ≥0 ; (7)

矩阵 �E ∈R2 n×2 n ,且 rank ( �E) = 2 r ≤2 n.不失一般

性 ,假设

�E =
I2 r 0

0 0
, P ∈R2 n×2 n

为可逆矩阵 ,并设

P =
P11 0

P21 P22

,

其中

P11 ∈R2 r×2 r , PT
11 = P11 , P11 > 0 ,

P21 ∈R
(2 n- 2 r) ×2 r , P22 ∈R

(2 n- 2 r) ×(2 n- 2 r) ,

且 P22 是可逆的.由式 (7) 得到 �ET P = PT �E = P11 ,

P11 为对称正定矩阵.

在每一采样时刻 k T ,假设 V 满足

d
dτ

[V ( �x ( k T +τ, k T) ) ] ≤

- �x ( k T +τ, k T) T �CT �C �x ( k T +τ, k T) . (8)

为确保性能指标为有限值 ,假设 �x ( ∞, k T) = 0 ,则

有 V ( �x ( ∞, k T) ) = 0 .将式 (8) 从 0到 ∞积分 ,得到
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J k ≤V ( �x ( k T) ) . 显然 ,V ( �x ( k T) ) 即为 J k 的上确

界.在下面的讨论中 ,将最小化性能指标 J k 转化为

对 V ( �x ( k T) ) 求最小.

为了证明定理 1 ,首先引入下面的引理 :

引理 1[7 ] 　给定适当维数的矩阵 G1 , G2 和对称

矩阵Ω,对所有满足 F( t) T F( t) ≤ I 的矩阵 F ( t) ,有

Ω+ G1 F( t) G2 + GT
2 F( t) T GT

1 < 0

成立的充分必要条件是存在常数ε> 0 ,不等式Ω+

εG1 GT
1 +ε- 1 GT

2 G2 < 0成立.

定理 1　考虑不确定广义系统 (1) ,采用输出反

馈控制结构 (3) ,假设在每一采样时刻 k T ,不等式约

束 (8) 成立 ,则闭环优化问题 (5) 可转化为满足以下

矩阵不等式约束的优化问题 :

min
ε,γ, Q , �Q , �A , �C , �H , �D

γ, (9)

s. t .
1 �x ( k T) T

�x ( k T) Q
≥0 , (10)

�QT �A T + �A �Q �D �Q T �H T �QT �CT

�D T -
1
ε I 0 0

�H�Q 0 - εI 0

�C�Q 0 0 - γI

< 0. (11)

其中 :Q =γP - 1
11 , �Q =γP - 1 ,γ > 0 ,ε > 0 为待定变

量.

　　证明 　最小化V ( �x ( k T ) ) = �x ( k T ) T �ET ×

P�x ( k T) 等价于

min
γ, �ET P

γ,

s. t . �x ( k T) T �ET P�x ( k T) ≤γ. (12)

令 Q =γ( �ET P) - 1 =γP - 1
11 > 0 ,则根据 Schur 补引

理 ,式 (12) 等价于

min
γ, Q
γ,

s. t .
1 �x ( k T) T

�x ( k T) Q
≥0 . (13)

将状态方程 (4) 代入 (8) ,有

d
dτ

[V ( �x ( k T +τ, k T) ) ] =

�x
·

T ( k T +τ, k T) �ET P�x ( k T +τ, k T) +

�x T ( k T +τ, k T) PT �E�x
·

( k T +τ, k T) =

�x T ( k T +τ, k T) [ �A + �D F ( k T +

τ) �H ]T P�x ( k T +τ, k T) +

�x T ( k T +τ, k T) PT [ �A +

�D F ( k T +τ) �H ]�x ( k T +τ, k T) ≤

- �x ( k T +τ, k T) T �CT �C�x ( k T +τ, k T) .

即

[ �A + �D F ( k T +τ) �H ]T P +

PT [ �A + �D F ( k T +τ) �H ] + �CT �C ≤0 . (14)

在不等式 (14) 前后同乘以 P- T 和 P- 1 ,且令 �Q =

γP - 1 ,则有

�QT �A T + �A �Q + �QT �H T FT ( k T +τ) �DT +

�D F ( k T +τ) �H�Q +
1
γ�Q T �CT �C�Q < 0 . (15)

根据 Schur补引理和引理 1 ,不等式 (15) 等价于

�QT �A T + �A �Q �D �Q T �H T �QT �CT

�DT -
1
εI 0 0

�H�Q 0 -εI 0

�C�Q 0 0 - γI

< 0 .

因此 ,闭环优化问题 (5) 转化为

min
ε,γ, Q , �Q , �A , �C , �H , �D

γ,

s. t . 式 (10) , (11) .

综上定理 1得证. □

在不等式 (11) 中 ,控制器系数矩阵 A c , B c , Cc与

其他变量以非线性的方式耦合在一起 ,因此 ,很难从

式 (11) 中直接确定这些变量.以下应用文献[12 ]提

出的变量变换思想 ,给出鲁棒预测输出反馈控制器

的综合方法.

首先将矩阵 �Q和 �Q - 1 作如下分解 :

�Q =
�Q11 0

�Q21 �Q22

, �Q - 1 =
�P11 0

�P21 �P22

.

则 Q = �Q11 ,其中 �P11 , �Q11 ∈R2 r×2 r是对称矩阵.因为

�Q�Q - 1 = I ,有

�Q - 1 =
�Q11

�Q21

=
I

0
.

设

Π1 =
�Q11 I

�Q21 0
,

在广义限制条件 (7) 的左右两端分别乘以ΠT
1 和Π1 ,

则式 (7) 等价于

I2 r 0

0 IT
2 r

1
γ�Q11 I

I γ�P11

=

1
γ�Q T

11 I

I γ�P T
11

IT
2 r 0

0 I2 r

, (16)

I2 r = �QT
11 �P11 + �QT

21 �P21 . (17)

定义一组新的变量为

Â = �P11 A �Q11 + �P21 A c �Q T
21 +

　　B̂ C�Q11 + B̂DĈ + �P11 BĈ ,

B̂ = �P21 B c , Ĉ = Cc �Q T
21 .

(18)

则给定正定矩阵 �P11 , �Q11及可逆矩阵 �P21 , �Q21 ,由 Â ,

B̂ , Ĉ可确定矩阵 A c , B c 和 Cc .

定理 2　对式 (1) 描述的不确定广义系统 ,在每
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一采样时刻 k T ,如果存在一个输出反馈鲁棒预测控

制器 (3) ,使得 V ( �x ( k T) ) 最小 ,则 Â , B̂ , Ĉ , �P11 , �Q11

是下述L MI问题的最优解 ,同时由式 (18) 可以确定

出输出反馈控制器系数矩阵 A c , B c , Cc .

min
γ,δ,ε, �P11 , �Q11 , Â , B̂ , Ĉ

γ+ε+δ, (19)

s. t . λmax (U T �P11 U) ≤1 , (20)

　　
δ 1

1 ε
≥0 , (21)

　　
J 11 J 12

J T
12 J 22

< 0 . (22)

其中

J 11 =
J 1

11 A T + Â

A + Â T J 2
11

,

J 12 =

B̂ D2 +

�P11 D1

HT
1 R1/ 2

1 0

D1

�Q11 HT
1 +

ĈT HT
2

�Q11 R1/ 2
1 ĈT R1/ 2

2

,

J 22 = diag{ - δI , -εI , - γI , - γI } ,

J 1
11 = �P11 A + A T �P11 + B̂ C + CT B̂ T ,

J 2
22 = A �Q11 + �Q11 A T + BĈ + ĈT B T .

证明 　考虑到

�x ( k T) T �ET P�x ( k T) ≤vT (γ�P11 ) v ,

最小化

V ( �x ( k T) ) = �x ( k T) T �ET P�x ( k T) ,

等价于

min
γ, R
γ,

s. t . λmax (U T �P11 U) ≤1 . (23)

　　根据 Schur 补引理以及定义式 (16) ,不等式

(11) 等价于

J 11 J 12

J T
12 Ĵ 22

< 0 . (24)

其中

J 11 =
J 1

11 A T + Â

A + Â T J 2
11

,

J 12 =

B̂ D 2 +

�P11 D1

HT
1 R1/ 2

1 0

D1

�Q11 HT
1 +

ĈT HT
2

�Q11 R1/ 2
1 ĈT R1/ 2

2

,

Ĵ 22 = diag{ -
1
εI , -εI , - γI , - γI } ,

J 1
11 = �P11 A + A T �P11 + B̂ C + CT B̂ T ,

J 2
11 = A �Q11 + �Q11 A T + BĈ + ĈT B T .

引入变量δ> 0 ,且满足δε > 1 ,则不等式 (24) 等价

于

J 11 J 12

J T
12 J 22

< 0 ,
δ 1

1 ε
≥0 . (25)

其中 : J 22 = diag{ -δI , -εI , - γI , - γI} , J 11 和 J 12

表达式同上.于是 ,定理 1所提出的优化问题可转化

为如下形式的线性规划问题求解 :

min
γ,δ,ε, �P11 , �Q11 , Â , B̂ , Ĉ

γ +ε+δ,

s. t . 式 (23) , (25) .

假设上述问题的解为 (γ,ε,δ, �P11 , �Q11 , Â , B̂ , Ĉ) ,则

根据式 (18) 可求得 A c , B c和 Cc ,这里 �P21和 �Q21由限

制条件 (17) 决定. □

下面给出不确定广义系统的输出反馈鲁棒预测

控制算法的具体步骤 :

Step1 : 选择 tk ( k = 0 ,1 , ⋯) 和 T ,使得 tk =

k T ,并令 k = 0 ;

Step2 : 在 k T时刻 ,求解优化问题 (19) ～ (22) ,

得出 �P11 , �Q11 , Â , B̂ , Ĉ等变量 ,并由式 (17) 决定 �P21

和 �Q21 ,使得滚动时域闭环系统的鲁棒预测性能指

标值在线最小化 ;

Step3 : 将矩阵 �P11 , �Q11 , �P21 , �Q21 , Â , B̂ , Ĉ 代入

式 (18) ,确定出控制器 (3) 的系数矩阵 A c , B c , Cc ;

Step4 : 将 A c , B c , Cc代入式 (3) ,计算得到在 k T

时刻基于模型 (1) 的 k T +τ时刻的状态预测值

x ( k T +τ, k T) ,以及输出反馈控制器状态 x̂ ( k T +τ,

k T) ;

Step5 : 基于 x̂ ( k T +τ, k T) 和 y ( k T) 的测量值 ,

重复 Step1～ Step4 .

4　鲁棒稳定性分析
　　为了给出相应的鲁棒性结论 ,首先引入下面两

个引理 :

引理 2[2 ] 　定理 1在 k T时刻的任意可行解 ,在

N T ( N ≥k) 时刻仍是可行的.

引理 3[13 ] 　广义系统 EÛx ( t) = A x ( t) 是正则无

脉冲且稳定的 ,当且仅当存在可逆矩阵 P ∈ Rn×n ,

使得以下两个不等式成立 :

A T PT + PA < 0 , ET PT = PE ≥0 .

根据第 3节的算法 ,可确定出 k T时刻的输出反

馈控制器 A k
c , B k

c , Ck
c ,当 k从 0到 ∞变化时 ,得到分

段连续的输出反馈控制序列{ A k
c , B k

c , Ck
c } .

根据引理 1 ,采样时刻的可行解保证了优化问

题 (19) ～ (22) 的解是始终可行的.将控制序列代入

方程 (1) ,得到分段连续广义闭环系统表达式为

�Ek �x
·

( t) = ( �A k + �D k F ( t) �H k ) �x ( t) ,

t ∈[ k T , ( k + 1) T) , k ≥0 . (26)

下面给出闭环系统 (26) 的鲁棒稳定性结果.

4731



第 9 期 刘晓华等 : 不确定广义系统的输出反馈鲁棒预测控制 　 　 　

定理 3　假设定理 2中的优化问题 (19) ～ (22)

在初始时刻存在可行解 ,则闭环系统 (26) 是正则、

无脉冲以及渐近稳定的. 此时控制器的参数{ A k
c ,

B k
c , Ck

c } 由式 (18) 决定.

证明 　由式 (6) 可知 ,闭环系统的分段连续

L yap unov函数为

V ( �x ( t) ) = �x ( t) T �ET
k P k �x ( t) ,

t ∈[ k T , ( k + 1) T ] , k ≥0 . (27)

由不等式 (8) 得

d
dτ

[V ( �x ( k T +τ, k T) ) ] ≤

- �x ( k T +τ, k T) T �CT �C �x ( k T +τ, k T) .

由于矩阵 R1和 R2为正定矩阵 ,存在 d[V ( �x ( k T +τ,

k T) ) ]/ dτ为负定的 ,由于 V ( �x ( k T +τ, k T) ) 是严格

单调递减的 ,有 d[V ( �x ( k T +τ, k T) ) ]/ dτ< 0 .将式

(26) 代入并由 Schur补引理 ,得

[ �A k + �D k F ( k T +τ) �H k ]T Pk +

PT
k [ �A k + �D k F ( k T +τ) �H k ] ≤0 .

又因为 Pk满足 �E T Pk = PT
k �E ≥0 ,故由引理 3可知 ,

广义闭环系统是渐近稳定且正则无脉冲的. □

5　仿真实例
　　考虑不确定广义系统 (1) ,其中

E =
1 0

0 0
, A =

1 1

0 1
, B =

1

0
,

D1 =
0 . 5 0

0 0 . 5
, D2 = [0　0 . 5 ] ,

F( t) =
e- t 0

0 sin t
, H1 =

1 0

0 0 . 5
,

H2 =
0

1
, C = [1　0 ].

初始状态 x (0) = [ - 1 ,1 . 8 ]T ,鲁棒预测性能指标的

加权矩阵为 R1 = 0 . 5 I , R2 = I ,采样周期为 T =

0 . 3 s.

综合系统的鲁棒预测输出反馈控制器.根据本

文提出的输出反馈鲁棒预测控制算法 ,应用 L MI

Toolbox中的 mincx求解器 ,可得相应的线性规划

问题 (23) 和 (25) 有解.由 Step3可得 k T采样时刻的

输出反馈控制器系数矩阵为

A c =
- 23 . 818 3 - 0 . 659 7

6 . 877 1 - 0 . 557 0
,

B c =
24 . 593 9

- 0 . 071 1
, Cc =

- 0 . 701 3

0 . 053 7

T

.

将 A c , B c , Cc带入式 (3) 得到如图 1所示的控制

信号.根据定理 2 ,得到闭环系统输出轨迹、闭环系

统状态轨迹以及性能指标的变化情况如图 2～图 4

所示.仿真结果表明 ,在系统状态不完全可测时 ,采

用本文提出的输出反馈鲁棒预测控制方法 ,得到的

不确定广义闭环控制系统是鲁棒渐近稳定且正则无

脉冲的 ,并能够保证滚动时域鲁棒预测优化性能指

标在线最小化.

图 1　控制信号

图 2　闭环系统输出轨迹

图 3　闭环系统状态轨迹

图 4　性能指标变化情况

6　结 　　论
　　本文针对一类具有范数有界不确定性的广义系

统 ,综合鲁棒预测输出反馈控制器.运用 L MI方法

以及变量变换思想 ,将无限时域“min2max”优化问

题转化为线性规划问题 ,并得到了输出反馈控制律

存在的充分条件 ,证明了广义闭环系统的渐近稳定

性以及正则无脉冲性.最后 ,通过仿真实例说明了该
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方法的有效性.
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