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基于连续故障模型的 Delta算子系统可靠鲁棒 H∞控制

陈金玉1 , 肖民卿2

(1.重庆大学 自动化学院 , 重庆 400044 ; 2.福建师范大学 数学与计算机科学学院 , 福州 350007)

摘　要 : 研究具有执行器故障的 Delta算子线性不确定系统的可靠鲁棒 H∞问题.设计控制器 ,确保在执行器发生故

障时闭环系统仍能保持鲁棒稳定 ,且满足给定的 H∞指标.针对执行器连续故障模型 ,运用线性矩阵不等式方法 ,得

到Delta算子系统α2次优可靠鲁棒 H∞状态反馈控制器的存在条件和设计方法 ,并进一步给出了Delta算子系统最优

可靠鲁棒 H∞控制器的设计方法.数值算例表明 ,该设计方法是有效而可行的.
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Abstract : The reliable robust H∞ control problem is studied for the Delta operator systems with actuator failure. The

purpose is to design a controller which can tolerate actuator failures , such that the Delta operator closed2loop system is

asymptotic stable for all admissible uncertainties , and the H∞2performance index of the closed2loop system is less than

a given upper bound. A more practical model of actuator failure , continuous failure model , is considered. A sufficient

condition for the existence of the state feedbackα2suboptimal reliable robust H∞ controllers is derived by using the

linear matrix inequality approach. Then the design procedures of such controllers and optimal reliable robust H∞

controllers are proposed respectively. A numerical example demonst rates the effectiveness and feasibility of the design

methods.
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1　引　　言
　　Delta算子系统是近年来控制理论与应用研究

的热点问题之一[126 ] .可靠控制是指 :针对系统部件

(如执行器、传感器)可能出现的故障 ,设计相应的控

制器 ,确保控制系统在故障发生的情况下 ,仍具有期

望性能的一类控制问题[7210 ] .

　　对于 Delta 算子系统的可靠控制 ,已取得一些

研究成果.如文献[2 ]研究了具有执行器故障和传感

器故障的可靠 H∞控制问题 ,给出了Delta域界实引

理 ;在此基础上 ,运用 Riccati 方程方法讨论了基于

状态观测器的可靠控制. [ 3 ]研究了具有执行器故障

的Delta算子系统可靠鲁棒 H∞控制问题 ,将故障执

行器输入视为外部干扰信号的一部分进行处理. [ 4 ]

研究了具有执行器故障的 Delta 算子不确定系统可

靠鲁棒 D2稳定控制问题.这些研究都是基于故障的

离散模型进行的.

　　最近 ,文献[ 6 ,7 ]基于一类更具一般性的故障模

型———连续故障模型[8 ] ,研究了 Delta 算子系统 D2
稳定可靠控制问题.本文基于这种连续故障模型 ,研

究Delta算子系统的可靠鲁棒 H∞控制问题.运用线

性矩阵不等式方法 ,充分利用连续故障模型的结构

信息 ,给出了Delta算子系统α2次优可靠鲁棒 H ∞状

态反馈控制器的存在条件和设计方法 ,并进一步给

出了 Delta算子系统最优可靠鲁棒 H∞控制器的设
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计方法.

2　问题描述
　　考虑 Delta算子范数有界参数不确定系统

δx ( k) = ( A +ΔA) x( k) + ( B1 +

ΔB1 ) u( k) + B2 w( k) , (1a)

　　z( k) = Cx ( k) + D1 u( k) + D2 w( k) . (1b)

其中 : x ( k) ∈Rn 为系统状态向量 ; u( k) ∈Rm 为控

制输入 ; z ( k) ∈Rs为被调输出 ; w( k) ∈Rp为外部扰

动输入 ; A , B1 , B2 , C , D1和 D2为已知适维常数矩阵 ;

ΔA和ΔB1 为系统不确定性 ,且具有如下形式 :

[ΔA　ΔB1 ] = EF [ G1 　G2 ].

式中 : E , G1 和 G2 为已知适维常数矩阵 ,反映系统不

确定性的结构 ; F为满足 F T F ≤ I的适维不确定参

数矩阵 , F可以是时变的 ,通常称满足 FT F ≤ I的不

确定性矩阵 F为允许的不确定性.

　　假定系统状态均可量测 ,采用状态反馈控制 ,

控制器为

u = Kx . (2)

　　考虑控制系统存在执行器故障 ,执行器故障模

型为连续故障模型

uf = Mu , (3)

其中 M称为执行器连续故障矩阵 ,具有如下形式 :

M = diag[ m1 , m2 , ⋯, m p ] , i = 1 ,2 , ⋯, p ,

0 ≤m li ≤m i ≤m ui , 0 < m ui .

　　当 m i = 0时 ,表示第 i个执行器完全失效 ;当 m i

= 1时 ,表示第 i个执行器工作正常 ;当 m i ≠0和 1

时 ,表示第 i个执行器部分失效 ,意味着第 i个执行

器输出信号偏离准确值.

　　现给出如下记号 :

控制律 K,使得对于系统所有容许的不确定性 F和

执行器所有容许的故障 M ( F和 M 均可为时变的) ,

闭环系统 (4) 满足 :

　　1) 当 w( k) = 0时 ,系统渐近稳定 ;

　　2) 系统的可靠鲁棒 H∞性能

J ∞ = sup
w, F , M

{ ‖z‖2 / ‖w‖2 :w ∈L 2 [0 , ∞) } <α.

其中 :‖·‖2 定义为

‖f ‖2 = [ T∑
∞

k = 0

f T ( k) f ( k) ]
1/ 2

,

L 2 [0 , ∞) 表示集合{ f :‖f ‖2 < ∞} , z是闭环系统

(4) 在零初始条件下对扰动 w ∈L 2 [0 , ∞) 的输出响

应.

　　如果这样的控制律 K存在 ,则称状态反馈控制

器 (2) 为Delta算子系统 (1) 具有 H∞性能α的可靠

鲁棒控制器 ,或α2次优可靠鲁棒 H ∞控制器.

3　主要结果
　　引理 1 (Delta 算子系统界实引理) [2 ] 　对于

Delta算子闭环系统 (4) ,给定常数α > 0 ,若存在对

称矩阵 P > 0 ,使得矩阵不等式

�AP + P�A T B2 T P�A T P�CT

BT
2 - α2 I TB T

2 DT
2

T�A P TB2 - P 0

�CP D2 0 - I

< 0

(5)

成立 ,则Delta算子系统 (4) 渐近稳定 ,且 H∞性能满

足 J ∞ <α.

　　引理 2[4 ] 　给定适维矩阵 Y, E和 G ,其中 Y是

对称的 ,则

Y + EFGT + GF T ET < 0

对于所有满足 FT F ≤ I的矩阵 F 都成立 ,其充分必

要条件是存在一个常数ε> 0 ,使得

Y +εE ET +ε- 1 GGT < 0 .

　　引理 3[7 ] 　给定适维矩阵 Y, E和 G ,其中 Y是

对称的 ,则

Y + EHGT + GH ET < 0 (6)

对于所有满足 H2 ≤I的对角矩阵 H都成立 ,其充分

必要条件是存在一个对角矩阵 U > 0 ,使得

Y + EU ET + GU - 1 GT < 0 . (7)

　　定理 1　对于给定常数α> 0 ,若存在对称矩阵

P > 0 ,对角矩阵 S > 0 ,矩阵 X及正数ε> 0 ,使得如

下矩阵不等式成立 :
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Γ1 3 3
BT

2 - α2 I 3

Γ2 TB2 - P +εT E ET

CP + D1 �MX D2 0

G1 P + G2 �MX 0 0

J X 0 0

S �MB T
1 0 TS �MB T

1

→

　　　←

3 3 3 3
3 3 3 3
3 3 3 3

- I 3 3 3
0 -εI 3 3
0 0 - S 3

S �MD T
1 S �M GT

2 0 - S

< 0 . (8)

其中

Γ1 = AP + PA T + B1 �MX + XT �MB T
1 +εE ET ,

Γ2 = TA P + TB1 �MX +ε T E ET ,

3 表示由矩阵对称性得到的矩阵子块.则 Delta 算

子系统 (1) 具有 H∞性能α的可靠鲁棒控制器存在 ,

控制律为 K = XP - 1 .

　　证明 　由引理 1知 ,若存在矩阵 K和对称矩阵

P < 0 ,使得式 (5) 对于系统所有容许的不确定性 F

和执行器所有容许的故障 M 均成立 ,则存在 Delta

算子不确定系统 (1) 具有 H∞性能α的可靠鲁棒控

制器.

　　下面讨论式 (5) 成立的充分必要条件.记

Θ1 = ( A + B1 MK) P ,

Ψ1 =

Θ1 +ΘT
1 3 3 3

BT
2 - α2 I 3 3

TΘ1 TB2 - P 3
( C + D1 M K) P D2 0 - I

,

Φ1 = [ ET 　0　 T ET 　0 ] ,

Ξ1 = [ ( G1 + G2 MK) P　0　0　0 ].

于是 ,式 (5) 可展开为

Ψ1 +ΦT
1 FΞ1 +ΞT

1 FTΦ1 < 0 . (9)

由引理 2知 ,式 (9) 对于所有满足 FT F ≤I的矩阵 F

成立 ,当且仅当存在一个常数ε> 0 ,使得

Ψ1 +εΦT
1Φ1 +ε- 1ΞT

1Ξ1 < 0 . (10)

由矩阵 Schur补性质知 ,式 (10) 成立等价于

　　　　

Θ1 +ΘT
1 +εE ET 3
BT

2 - α2 I

TΘ1 +ε T EET TB2

( C + D1 MK) P D2

( G1 + G2 M K) P 0

→

　　　　←

3 3 3
3 3 3

- P +εT E ET 3 3
0 - I 3
0 0 -εI

< 0 (11)

成立.将 M = �M ( I + L) 代入式 (11) ,并记

Ω1 = AP + PA T + B1 �M KP + PKT �MB T
1 +εE ET ,

Ω2 = TA P + TB1 �M KP +ε T E ET ,

Ψ2 =

Ω1 3 3 3 3

BT
2 - α2 I 3 3 3

Ω2 TB2 - P +εT E ET 3 3
CP + D1 �M KP D2 0 - I 3
G1 P + G2 �MKP 0 0 0 - εI

,

Φ2 =

B1 �M
0

TB1 �M
D1 �M
G2 �M

,Ξ2 =

PKT

0

0

0

0

.

于是 ,式 (11) 可展开为

Ψ2 +Φ2 LΞT
2 +Ξ2 LΦT

2 < 0 . (12)

由于 | L | ≤J ≤ I ,可将 L写成 L = J H ,其中 H为

满足 H2 ≤ I的对角矩阵.于是 ,式 (12) 可写成

Ψ2 +Φ2 H (Ξ2 J ) T + (Ξ2 J ) HΦT
2 < 0 . (13)

易知式 (12) 对于所有满足 | L | ≤J 的 L 均成立 ,等

价于式 (13) 对于所有满足 H2 ≤ I的对角矩阵 H成

立.由引理 3知 ,这等价于存在一个对角矩阵 S > 0 ,

使得

Ψ2 +Φ2 SΦT
2 + (Ξ2 J ) S- 1 (Ξ2 J ) T < 0 . (14)

记 X = KP ,即 K = XP - 1 .由矩阵 Schur补性质 ,式

(14) 成立等价于 (8) 成立. □

　　利用定理 1 ,可得到当系统含有执行器故障时 ,

Delta算子系统 (1) 的α2次优可靠鲁棒 H ∞控制器的

设计方法.定理 1中的式 (8) 是关于矩阵变量 P , S , X

及变量ε的线性矩阵不等式 ,可用 Matlab 软件的

L MI工具箱进行求解.若可行解存在 ,并记为 ( P̂ , Ŝ ,

X̂ ,ε̂) ,则说明系统存在α2次优可靠鲁棒 H ∞ 控制

器 ,状态反馈控制律为 K = X̂P̂ - 1 .

　　进一步对α进行搜索 ,可求得使Delta算子闭环

系统 (4) 的扰动抑制度 (即 H∞性能) 最小的可靠鲁

棒 H∞控制器 ,称这样的控制器为系统的最优可靠

鲁棒 H∞控制器.基于α2次优可靠鲁棒 H ∞控制器

的存在条件 ,通过求解如下凸优化问题 :

min
P , S , X,ε
α2 , s. t 式 (8) . (15)

可求得Delta算子系统 (1) 的最优可靠鲁棒 H∞控制
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器.问题 (15) 是具有线性矩阵不等式约束和线性目

标函数的凸优化问题 ,可应用 L MI工具箱进行求

解.如果存在最优解 (�α2 , �P , �S , �X ,�ε) ,则 Delta算子系

统 (1) 的最优可靠鲁棒 H∞控制律为 K = �X�P - 1 ,相

应的闭环系统 (4) 的最小扰动抑制度为 �α.
　　注 1　利用 Delta算子系统与相应的连续时间

系统以及通常离散时间系统的关系[1 ] ,由定理 1 可

得到连续时间系统和通常离散时间系统α2次优可
靠鲁棒 H ∞控制的相应结论.在定理 1中 ,取 T = 0 ,

可得到连续时间系统α2次优可靠鲁棒 H ∞控制器的

存在条件. 对式 (8) 左边矩阵作适当分块相合变换

(第 3行乘以 - 1加到第 1行 ,第 3列乘以 - 1加到第

1列) ,取 T = 1 ,并用 A替换 I + A ,即得到通常离散

时间系统α2次优可靠鲁棒 H ∞控制器的存在条件.

4　数值算例
　　在 Delta算子线性不确定系统 (1) 中 ,设

A =

- 17 0 0

- 8 - 5 18

- 10 - 10 - 23

,

B1 =

0

- 10

10

, B2 =

0

0

- 10

,

C = [ - 2　1 . 5　1 ] , D1 = 0 . 5 ,

D2 = 1 , E = [2 . 5　 - 1　3 . 5 ]T ,

G1 = [ - 0 . 2　1　0 ] , G2 = 0 . 6 .

采样周期为 T = 0 . 1 ,系统稳定域为D ( - 10 ,10) .假

定闭环系统含有执行器故障 ,故障模型如式 (3) ,故

障矩阵 M为一阶方阵 ,取值范围为 0 . 6 ≤M ≤1 . 4 .

取α= 20 ,要求设计Delta算子系统 (1) 的α2次优可
靠鲁棒 H∞状态反馈控制器.

　　根据上节提出的方法 ,利用 Matlab的 L MI工

具箱中求解器 feasp 求解线性矩阵不等式 (8) ,算得

可行解为

P̂ =

0 . 435 9 - 0 . 306 3 0 . 624 8

- 0 . 306 3 0 . 963 1 - 0 . 801 0

0 . 624 8 - 0 . 801 0 1 . 653 0

,

X̂ = [0 . 462 8　 - 0 . 455 8　1 . 522 0 ].

这表明 Delta算子系统 (1) 的 H∞性能为 20的可靠

鲁棒 H∞控制器存在 ,控制律为

K = [ - 0 . 554 9　0 . 486 4　1 . 366 2 ].

　　假设系统不确定性 F和执行器故障矩阵 M 均

为时不变的 ,则对于 F和 M 所有可容许的取值 ,闭

环系统极点的分布如图 1所示.

　　进一步要求设计 Delta算子系统 (1) 的最优可

靠鲁棒 H∞状态反馈控制器.利用Matlab的L MI工

具箱中求解器 mincx求凸优化问题 (15) 的解 ,算得

图 1　Delta算子闭环系统的极点分布

最优解存在. Delta 算子系统 (1) 的最优可靠鲁棒

H∞控制律为

K = [ - 0 . 562 0　0 . 565 7　1 . 385 5 ] ,

相应的闭环系统 (4) 的 H∞性能为αop = 9 . 244 4 .

5　结 　　论
　　本文研究 Delta算子线性不确定系统的可靠鲁

棒 H∞控制问题.针对系统含有执行器故障 ,运用线

性矩阵不等式方法 ,给出了α2次优可靠鲁棒 H ∞状

态反馈控制器的存在条件 ,由此提出α2次优和最优
可靠鲁棒 H ∞状态反馈控制器的设计方法.文中考

虑了更具一般性的连续故障模型 ,充分利用连续故

障模型的结构信息 ,降低了可靠鲁棒 H∞控制器存

在条件的保守性.数值算例表明 ,本文提出的设计方

法是有效而可行的.
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时 ,ξ′= (ξ′i ) i = 1 ,2 ,3 = (0 . 606 ,0 . 568 ,0 . 566) .因此 ,

最优方案为方案 1 ,且方案的排序结果为 x1 : x2 :
x3 .由文献[10 ] 的直觉指数加权平均最大化模型 ,

得到的最优权重向量 W = (0 . 25 ,0 . 40 ,0 . 35) T ,相

应的方案排序结果为 x1 : x3 : x2 .

　　这两种方法所得最优方案排序结果略有差异.

这是因为文献 [10 ] 方法没有充分利用所给的决策

信息 ,如最优化权重模型的可行域比实际模型的可

行域小 ,因此最优解是一个局部最优解 ,而不是全局

最优解.本文的相似度公式也比文献 [10 ]定义的距

离公式更合理.

5　结 　　论
　　本文研究基于直觉模糊集的多属性决策问题 ,

提出一种基于直觉模糊集相似度的多属性决策方

法.在决策过程中 ,每个方案相对于属性关于模糊概

念极好的值都是通过直觉模糊集表示的 ,属性权重

也用直觉模糊集表示 ,这使本文方法比传统模糊集

方法能更好地模拟实际的决策环境 ,从而建立更加

符合现实的决策模型.本文方法也可推广到多人多

属性的群决策问题.
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