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GM( n , h)模型建模序列数据数乘变换特性研究
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摘　要 :基于数乘变换是灰色系统建模过程中数据处理的基础 ,讨论了 GM ( n , h)模型与其他几类灰色模型的内在联

系.将各类灰色模型统一于共同的分析体系 ,并在此基础上研究了数乘变换对 GM ( n , h)模型参数取值的影响.指出

了模型的模拟和预测值只与因变量的数乘变换有关 ,而与自变量的变换无关.最后分析了几个特殊灰色模型的数乘

变换性质 ,该结果对研究系列灰色模型参数特征有重要意义.
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Abstract : Multiple t ransformation is the basis of data processing to const ruct a grey model. Connections between the

GM ( n , h) model and other grey models are discussed. Then several grey models are nuified into a common analysis

system. Based on this conclusion , the affections caused by multiple t ransformation to GM ( n , h) model is researched.

The values of simulative and predicative are only dependent on the multiple t ransformation to the main variable and

independent to other variables. Finally , the multiple t ransformation properties of several grey models are analyzed.

The result s are benefit to research parameters p roperties of grey models.
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1　引　　言
　　灰色系统建立模型的首要任务是计算模型的参

数值 ,从而建立相应的灰色模型.目前在灰色系统建

模过程中 ,一般根据收集的原始数据的量级情况进

行相应的数据处理 ,使其消除量纲且具有可比性.目

前常用的变换方法有 :初值化变换、均值化变换、归

一化变换、区间值化变换以及量级变换[1 ] ,这些变换

通常都可以归结为数乘变换.在多变量高阶灰色系

统模型中 ,这些模型数据变换对模型的参数和模拟

预测值有何影响 ? 参数之间的关系怎样 ? 各种模型

在参数变换中的内在联系如何 ? 这些都是理论上值

得探讨的问题.

目前受到关注的灰色系统模型除 GM (1 ,1)模

型外 ,还有 GM ( 1 , N ) 模型 , GM ( 0 , N ) 模型和

GM (2 ,1)模型[227 ] .关于模型参数特征方面的研究 ,

冯正元[8 ]研究了灰色直接模型的性质 ,得到了该模

型的参数值与数乘变换序列模型参数值间的量化关

系. Li [9 ]讨论了 GM (1 ,1)模型的参数值与数乘变换

序列模型参数值间的量化关系.肖新平等[ 10 ]研究了

GM (0 , N )模型在数乘变换下的参数特征.对于多变

量高阶灰色模型的参数数乘特性的研究和各类灰色

模型之间的内在联系也鲜有研究.

本文主要讨论 GM ( n , h)模型的参数特性及其

与 GM (1 ,1)模型 , GM (1 , N )模型 , GM (0 , N )模型 ,

GM (2 ,1)模型等模型的内在联系.通过本研究 ,可

以构建各灰色模型之间的理论桥梁 ,同时理解灰色

模型参数特性的共性特征 ,对灰色模型系统性研究

有着重要意义.

2　对 GM ( n , h)模型的理解
　　GM ( n , h)是多阶多变量灰色模型的符号 ,包括
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n阶灰导数 h个因子变量 ,其符号内涵如图 1所示.

图 1　模型符号内涵

对于 GM ( n , h) 模型 ,其连续形式为

dn x
(1)
1

d tn + a1
dn- 1 x

(1)
1

d tn- 1 + a2
dn- 2 x

(1)
1

d tn- 2 + ⋯+

an- 1
d x

(1)
1

d t
+ an x

(1)
1 =

b1 x
(1)
2 + b2 x

(1)
3 + ⋯+ bh- 1 x

(1)
h + bh . (1)

由于灰色模型的建模数据不是连续形式的 ,无

法用连续模型来刻画 ,通常是用差分变换来代替微

分变换 ,即

d r x
(1)
1

d t r =α( r) x
(1)
1 ( k) , r = 1 ,2 , ⋯, n. (2)

通过变换可得模型的定义形式为

α( n)
x

(1)
1 ( k) + ∑

n- 1

i = 1
aiα( n- i) x

(1)
1 ( k) + an z

(1)
1 ( k) =

∑
h- 1

j = 1
bj x

(1)
j +1 ( k) + bh . (3)

其中

x
(1)
i ( k) = ∑

k

j = 1

x
(0)
i ( j) , i = 1 ,2 , ⋯, h;

z
(1)
1 ( k) =

1
2

( x
(1)
1 ( k) + x

(1)
1 ( k - 1) ) ;

α( r) x
(1)
1 ( k) =

α( r- 1)
x

(1)
1 ( k) - α( r- 1)

x
(1)
1 ( k - 1) ,

r = 1 ,2 , ⋯, n.

称模型 (3) 为 n 阶 h 个变量灰色模型 , 记为

GM ( n , h) .

1) 当 n = 1 , h = 1时 ,模型 (3) 变为

α(1)
x

(1)
1 ( k) + a1 z

(1)
1 ( k) = b1 , (4)

即为 GM (1 ,1) 模型.

2) 当 n = 1 , h = N 时 ,模型 (3) 变为

α(1)
x

(1)
1 ( k) + a1 z

(1)
1 ( k) =

b1 x
(1)
2 ( k) + b2 x

(1)
3 ( k) + ⋯+

bN - 1 x
(1)
N ( k) + bN , (5)

即为 GM (1 , N) 模型.

3) 当 n = 0 , h = N 时 ,模型 (3) 变为

x
(1)
1 ( k) = b1 x

(1)
2 ( k) + b2 x

(1)
3 ( k) + ⋯+

bN - 1 x
(1)
N ( k) + bN , (6)

即为 GM (0 , N) 模型.

4) 当 n = 2 , h = 1时 ,模型 (3) 变为

α(2)
x

(1)
1 ( k) + a1α(1)

x
(1)
1 ( k) + a2 z

(1)
1 ( k) = b1 , (7)

即为 GM (2 ,1) 模型.

显然 , GM (1 ,1) 模型 , GM (1 , N) 模型 , GM (0 ,

N) 模型和 GM (2 ,1) 模型等都是由 GM ( n , h) 模型

简化而来 ,因此研究 GM ( n , h) 模型对灰色模型的研

究具有普遍意义 ,研究 GM ( n , h) 模型的参数性质可

导出其他模型的参数性质.

3　参数数乘变换特性研究
　　定义 1　对于 GM ( n , h) 模型 ,定义形式

α( n)
x

(1)
1 ( k) + ∑

n- 1

i = 1
aiα( n- i) x

(1)
1 ( k) + an z

(1)
1 ( k) =

∑
h- 1

j = 1

bj x
(1)
j +1 ( k) + bh , (8)

称 a1 , a2 , ⋯, an , b1 , b2 , ⋯, bh 为 GM ( n , h) 模型的参
数 ,记为向量 PI ,即有

PI = [ a1 , a2 , ⋯, an , b1 , b2 , ⋯, bh ]T . (9)

命题 1　GM ( n , h) 模型参数向量在最小二乘准

则下有矩阵算式

PI = [ a1 , a2 , ⋯, an , b1 , b2 , ⋯, bh ]T = ( B T B) - 1 B T Y .

(10)

其中

B =

- α( n- 1)
x

(1)
1 ( n + 1) - α( n- 2)

x
(1)
1 ( n + 1) ⋯

- α( n- 1)
x

(1)
1 ( n + 2) - α( n- 2)

x
(1)
1 ( n + 2) ⋯

… … ω
- α( n- 1)

x
(1)
1 ( m) - α( n- 2)

x
(1)
1 ( m) ⋯

→

←

- α(1)
x

(1)
1 ( n + 1) - z

(1)
1 ( n + 1) x

(1)
2 ( n + 1)

- α(1)
x

(1)
1 ( n + 2) - z

(1)
1 ( n + 2) x

(1)
2 ( n + 2)

… … …

- α(1)
x

(1)
1 ( m) - z

(1)
1 ( m) x

(1)
2 ( m)

→

←

x
(1)
3 ( n + 1) ⋯ x

(1)
h ( n + 1) 1

x
(1)
3 ( n + 2) ⋯ x

(1)
h ( n + 2) 1

… ω … …

x
(1)
3 ( m) ⋯ x

(1)
h ( m) 1

,

Y = [α( n)
x

(1)
1 ( n + 1) ,α( n)

x
(1)
1 ( n + 2) , ⋯,

　 　α( n)
x

(1)
1 ( m) ]T ,

m为数据序列的长度.

证明 　从 GM ( n , h) 模型定义形式出发 , 将

X
(1)
i = ( x

(1)
i ( n + 1) , x

(1)
i ( n + 2) , ⋯, x

(1)
i ( m) ) , i =

1 ,2 , ⋯, h代入模型 ,可得矩阵方程 Y = B P I .考虑矩
阵 B为列满秩的情况 ,则 B T Y = B T B P I . B T B可逆 ,

两边同乘 ( B T B) - 1 ,可得 PI = ( B T B) - 1 B T Y . □

命题 2　令矩阵 T为 GM ( n , h) 模型的中间参

数 ,且

T =

t11 t12 ⋯ t1 , n+ h

t21 t22 ⋯ t2 , n+ h

… … ω …

tn+ h,1 tn+ h,2 ⋯ tn+ h, n+ h

= ( B T B) - 1 .

(11)
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命题 3　令

C( j) = - ∑
n- 1

i = 1
t j , i ∑

m

k = n+1

α( n- i) x
(1)
1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) ,

D ( j) = - t j , n ∑
m

k = n+1
z

(1) ( k)α( n)
x

(1)
1 ( k) ,

E( j) = ∑
n+ h- 1

i = n+1
t j , i ∑

m

k = n+1
x

(1)
i- n+1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k)

F( j) = t j , n+ h ∑
m

k = n+1

α( n)
x

(1)
1 ( k) ,

j = 1 ,2 , ⋯, n + h

为 GM ( n , h) 模型的中间参数 ,则有

PI = [ a1 a2 ⋯ an b1 b2 ⋯ bh ]T =

C(1) + D (1) + E(1) + F(1)

C(2) + D (2) + E(2) + F(2)

…

C( n + h) + D ( n + h) + E( n + h) + F( n + h)

.

(12)

证明 　由于 PI = ( B T B) - 1 B T Y , 而 T =

( B T B) - 1 ,则 PI = TB T Y .写成矩阵形式为

PI = [ a1 , a2 , ⋯, an , b1 , b2 , ⋯, bh ]T =

t11 t12 ⋯ t1 , n+ h

t21 t22 ⋯ t2 , n+ h

… … ω …

tn+ h,1 tn+ h,2 ⋯ tn+ h, n+ h

×

- α( n- 1)
x

(1)
1 ( n + 1) - α( n- 1)

x
(1)
1 ( n + 2)

- α( n- 2)
x

(1)
1 ( n + 1) - α( n- 2)

x
(1)
1 ( n + 2)

… …

- α(1)
x

(1)
1 ( n + 1) - α(1)

x
(1)
1 ( n + 2)

- z
( n) ( n + 1) - z

(1) ( n + 2)

x
(1)
2 ( n + 1) x

(1)
2 ( n + 2)

x
(1)
3 ( n + 1) x

(1)
3 ( n + 2)

… …

x
(1)
h ( n + 1) x

(1)
h ( n + 2)

1 1

→

←

⋯ - α( n- 1)
x

(1)
1 ( m)

⋯ - α( n- 2)
x

(1)
1 ( m)

ω …

⋯ - α(1)
x

(1)
1 ( m)

⋯ - z
(1) ( m)

⋯ x
(1)
2 ( m)

⋯ x
(1)
3 ( m)

ω …

⋯ x
(1)
h ( m)

⋯ 1

α( n)
x

(1)
1 ( n + 1)

α( n)
x

(1)
1 ( n + 2)

…

α( n)
x

(1)
1 ( m)

.

展开可得

ap = - ∑
n- 1

i = 1
tp , i ∑

m

k = n+1

α( n- i) x
(1)
1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) -

tp , n ∑
m

k = n+1
z

(1) ( k)α( n)
x

(1)
1 ( k) +

∑
n+ h- 1

t = n+1

tp , i ∑
m

k = n+1

x
(1)
i- n+1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) +

tp , n+ h ∑
m

k = n+1

α( n)
x

(1)
1 ( k) ,

bs = - ∑
n- 1

i = 1
tn+s , i ∑

m

k = n+1

α( n- i) x
(1)
1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) -

tn+s , n ∑
m

k = n+1
z

(1) ( k)α( n)
x

(1)
1 ( k) +

∑
n+ h- 1

i = n+1

tn+s , i ∑
m

k = n+1

x
(1)
i- n+1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) +

tn+s , n+ h ∑
m

k = n+1

α( n)
x

(1)
1 ( k) ,

p = 1 ,2 , ⋯, n; s = 1 ,2 , ⋯, h.

令

C( j) = - ∑
n- 1

i = 1
t j , i ∑

m

k = n+1

α( n- i) x
(1)
1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) ,

D ( j) = - t j , n ∑
m

k = n+1
z

(1) ( k)α( n)
x

(1)
1 ( k) ,

E( j) = ∑
n+ h- 1

i = n+1
t j , i ∑

m

k = n+1
x

(1)
i- n+1 ( k)α( n)

x
(1)
1 ( k) ,

F( j) = t j , n+ h ∑
m

k = n+1

α( n)
x

(1)
1 ( k) ,

j = 1 ,2 , ⋯, n + h.

显然可得式 (12) . □

下面讨论数乘变换对 GM ( n , h) 模型的影响.设

Y
(0)
i 为第 i 个原始数据序列 , X

(0)
i 为数乘变换序列 ,

有

Y
(0)
i = ( y

(0)
i (1) , y

(0)
i (2) , ⋯, y

(0)
i ( m) ) ,

X
(0)
i = ( x

(0)
i (1) , x

(0)
i (2) , ⋯, x

(0)
i ( m) ) ,

x
(0)
i ( k) =σi y

(0)
i ( k) ,

i = 1 ,2 , ⋯, h , k = 1 ,2 , ⋯, m. (13)

原始数据序列 Y
(0)
i 的 GM ( n , h) 模型参数和数据矩

阵分别为 ay1 , ay2 , ⋯, ayn , by1 , by2 , ⋯, byh 和 B y ,数乘

序列 X
(0)
i 的 GM ( n , h) 模型的对应参数和数据矩阵

分别为 a1 , a2 , ⋯, an , b1 , b2 , ⋯, bh 和 B ,其他参数类

似定义.

定理 1　设 B为 GM ( n , h) 模型的数据矩阵 ,记

B = ( B ij ) ( m- n) ×( n+ h) . (14)

其中

B ij = - α( n- j) x
(1)
1 ( n + i) ,

i = 1 ,2 , ⋯, m - n , j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

B in = - z
(1)
1 ( n + i) , i = 1 ,2 , ⋯, m - n;
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B ij = x
(1)
j - n+1 ( n + i) , i = 1 ,2 , ⋯, m - n ,

j = n + 1 , n + 2 , ⋯, n + h - 1 ;

B i , n+ h = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, m - n.

则

B ij =σ1 B yi j ,

i = 1 ,2 , ⋯, m - n , j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

B in =σ1 B yin , i = 1 ,2 , ⋯, m - n;

B ij =σj - n+1 B yi j , i = 1 ,2 , ⋯, m - n ,

j = n + 1 , n + 2 , ⋯, n + h - 1 ;

B i , n+ h = B yi , n+ h , i = 1 ,2 , ⋯, m - n. (15)

　　证明 　因为

x
(1)
i ( k) = ∑

k

j = 1

x
(0)
i ( j) = ∑

k

j = 1

σi y
(0)
i ( j) =

σi∑
k

j = 1
y

(0)
i ( j) =σi y

(0)
i ( k) , i = 1 ,2 , ⋯, h;

z
(1)
1 ( k) =

1
2

( x
(1)
1 ( k) + x

(1)
1 ( k - 1) ) =

1
2

(σ1 y
(1)
1 ( k) +σ1 y

(1)
1 ( k - 1) ) =σ1 z

(1)
y1 ( k) ;

α(1)
x

(1)
1 ( k) = x

(1)
1 ( k) - x

(1)
1 ( k - 1) =

σ1 y
(1)
1 ( k) - σ1 y

(1)
1 ( k - 1) =σ1α(1)

y
(1)
1 ( k) ;

α( r) x
(1)
1 ( k) = x

( r- 1)
1 ( k) - x

( r- 1)
1 ( k - 1) =

σ1 y
( r- 1)
1 ( k) - σ1 y

( r- 1)
1 ( k - 1) =σ1α(1)

y
( r)
1 ( k) ;

所以

B ij = - α( n- j) x
(1)
1 ( n + i) =

- σ1α( n- j) y
(1)
1 ( n + i) =σ1 B yi j ,

j = 1 ,2 , ⋯, n - 1 ;

B in = - z
(1)
1 ( n + i) = - σ1 z

(1)
y1 ( n + i) =σ1 B yin ,

B ij = x
(1)
j - n+1 ( n + i) =

σj - n+1 y
(1)
j - n+1 ( n + i) =σj - n+1 B yi j ,

j = n + 1 , n + 2 , ⋯, n + h - 1 ;

B i , n+ h = 1 = B yi , n+ h . □

为以后讨论方便 ,令

ρ1 =ρ2 = ⋯ =ρn =σ1 ,

ρn+i- 1 =σi , i = 2 ,3 , ⋯, h ,ρn+ h = 1 ,

则可将 B 中的元素改写为

B ij =ρj B yi , j ,

i = 1 ,2 , ⋯, m - n , j = 1 ,2 , ⋯, n + h ,

即

B =

B11 B12 ⋯ B1 , n+ h

B21 B22 ⋯ B2 , n+ h

… … ω …

B m- n,1 B m- n,2 ⋯ B m- n, n+ h

=

ρ1 B y11 ρ2 B y12 ⋯ ρn+ hB y1 , n+ h

ρ1 B y21 ρ2 B y22 ⋯ ρn+ hB y2 , n+ h

… … ω …

ρ1 B y ( m- n) ,1 ρ2 B y ( m+ n) ,2 ⋯ ρn+ hB y ( m- n) , n+ h

,

(16)

则有 B T
ij =ρiB

T
yi , j .

定理 2　数据矩阵 B 如定理 1所述 ,记

B T B = D = ( dij ) ( n+ h) ×( n+ h) . (17)

其中 : dij = ∑
m- n

k = 1
B T

ik B kj , i , j = 1 ,2 , ⋯, n + h; D 3 为 D

的伴随矩阵且 D 3 = ( D ij ) ( n+ h) ×( n+ h) , D ij 是 D中元素

dij 的代数余子式 ,有 :

1) dij =ρiρj d yi , j , i , j = 1 ,2 , ⋯, n + h;

2) D和 D 3 为对称矩阵.

证明 　1)

dij = ∑
m- n

k = 1
B T

ik B kj = ∑
m- n

k = 1

ρiB
T
yikρj B yk j =

ρiρj ∑
m- n

k = 1

B T
yi , kB yk , j =ρiρj d yi , j , i , j = 1 ,2 , ⋯, n + h.

2) 因为

DT = ( B T B) T = B T ( B T ) T = B T B = D ,

( D 3 ) T = ( DT ) 3 = D 3 ,

所以 D和 D 3 为对称矩阵. □

定理 3　设向量 [ ay1 , ay2 , ⋯, ayn , by1 , by2 , ⋯,

byh ]T 和[ a1 , a2 , ⋯, an , b1 , b2 , ⋯, bh ]T 分别是建立在

原始数据序列 Y
(0)
i 和数乘序列 X

(0)
i 上的 GM ( n , h)

模型的参数向量 , x
(0)
i ( k) =σi y

(0)
i ( k) , i = 1 ,2 , ⋯,

h , k = 1 ,2 , ⋯, m ,则有

ai = ayi , i = 1 ,2 , ⋯, n;

bj =
σ1
σj +1

byj , j = 1 ,2 , ⋯, h - 1 ;

bh =σ1 byh . (18)

证明 　记

ρ1 =ρ2 = ⋯ =ρn =σ1 ,ρn+ h = 1 ,

ρn+i- 1 =σi , i = 2 ,3 , ⋯, h ,

D - 1 B T = E = ( eik ) ( n+ h) ×( m- n) ,

且设

　　　ρ( i , j) =ρ21 ⋯ρ2i- 1ρiρ2
i+1 ⋯ρ2j - 1ρjρ2

j +1 ⋯ρ2n+ h ,

　　　ρ( i) =ρ21 ⋯ρ2i- 1ρiρ2
i+1 ⋯ρ2n+ h ,

　　　ρ(0) =ρ21ρ22 ⋯ρ2n+ h .

先证明 D ij =ρ( i , j) D yi j , | D | =ρ(0) | D y | ,其中

| D | 和 | D y | 分别为矩阵 D和 D y 的行列式.由代

数余子式定义有

D ij =

( - 1) i+ j ×
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d11 d12 ⋯ d1 , j - 1 d1 , j +1 ⋯ d1 , n+ h

d21 d22 ⋯ d2 , j - 1 d2 , j +1 ⋯ d2 , n+ h

… … ω … … ω …

di- 1 ,1 di - 1 ,2 ⋯ di - 1 , j - 1 di- 1 , j +1 ⋯ di- 1 , n+ h

di+1 ,1 di+1 ,2 ⋯ di+1 , j - 1 di+1 , j +1 ⋯ di+1 , n+ h

… … ω … … ω …

dn+ h,1 dn+ h,2 ⋯ dn+ h, j - 1 dn+ h, j +1 ⋯ dn+ h, n+ h

.

　　根据定理 2有 dij =ρiρj d yi j ,因此可得

D ij =

( - 1) i+ j ×
ρ21 dy11 ρ1ρ2 dy12 ⋯ ρ1ρj - 1 dy1 , j - 1

ρ2ρ1 dy21 ρ22 dy22 ⋯ ρ2ρj - 1 dy2 , j - 1

… … ω …

ρi- 1ρ1 dy ( i- 1) ,1 ρi- 1ρ2 dy ( i- 1) ,2 ⋯ ρi- 1ρj - 1 dy ( i- 1) , j - 1

ρi+1ρ1 dy ( i+1) ,1 ρi+1ρ2 dy ( i+1) ,2 ⋯ ρi+1ρj - 1 dy ( i+1) , j - 1

… … ω …

ρn+hρ1 dy ( n+h) ,1 ρn+hρ2 dy ( n+h) ,2 ⋯ ρn+hρj - 1 dy ( n+h) , j - 1

→

←

ρ1ρj +1 dy1 , j +1 ⋯ ρ1ρn+h dy1 , n+h

ρ2ρj +1 dy2 , j +1 ⋯ ρ2ρn+h dy2 , n+h

… ω …

ρi- 1ρj +1 dy ( i- 1) , j+1 ⋯ ρi- 1ρn+h dy ( i- 1) , n+h

ρi+1ρj +1 dy ( i+1) , j+1 ⋯ ρi+1ρn+h dy ( i+1) , n+h

… ω …

ρn+hρj +1 dy ( n+h) , j+1 ⋯ ρ2
n+h dy ( n+h) , n+h

=

( - 1) i+ jρ2
1 ⋯ρ2i- 1ρiρ2

i+1 ⋯ρ2j - 1ρjρ2
j +1 ⋯ρ2n+ h ×

dy11 dy12 ⋯ dy1 , j - 1

dy21 dy22 ⋯ dy2 , j - 1

… … ω …

dy ( i- 1) ,1 dy ( i- 1) ,2 ⋯ dy ( i- 1) , j - 1

dy ( i+1) ,1 dy ( i+1) ,2 ⋯ dy ( i+1) , j - 1

… … ω …

dy ( n+ h) ,1 dy ( n+ h) ,2 ⋯ dy ( n+ h) , j - 1

→

←

dy1 , j +1 ⋯ dy1 , n+ h

dy2 , j +1 ⋯ dy2 , n+ h

… ω …

dy ( i- 1) , j +1 ⋯ dy ( i- 1) , n+ h

dy ( i+1) , j +1 ⋯ dy ( i+1) , n+ h

… ω …

dy ( n+ h) , j +1 ⋯ dy ( n+ h) , n+ h

=ρ( i , j) D yi j .

将矩阵 D的行列式元素用 d ij =ρiρj d yi , j 替换 ,得

| D | =

d11 d12 ⋯ d1 , n+ h

d21 d22 ⋯ d2 , n+ h

… … ω …

dn+ h,1 dn+ h,2 ⋯ dn+ h, n+ h

=

ρ21 dy1 ,1 ρ1ρ2 dy1 ,2 ⋯ ρ1ρn+ h dy1 , n+ h

ρ2ρ1 dy2 ,1 ρ22 dy2 ,2 ⋯ ρ2ρn+ h dy2 , n+ h

… … ω …

ρn+ hρ1 dy( n+ h) ,1 ρn+ hρ2 dy( n+ h) ,2 ⋯ ρ2n+ h dy( n+ h) , n+ h

=

ρ(0) | D y | .

　　根据 eik 的定义 ,得到

eik =
1

| D | ∑
n+ h

j = 1
D ij B

T
jk =

1
ρ(0) | D y | ∑

n+ h

j = 1

ρ( i , j) D yi , jρj B
T
yj , k =
ρ( i) =ρ( i , j)ρj

1
ρ(0) | D y | ∑

n+ h

j = 1

ρ( i) D yi , j B
T
yj , k =

1/ρi =ρ( i) /ρ(0)

1
ρi | D y | ∑

n+ h

j = 1

D yi , j B
T
yj , k =

1
ρi

e yi , k .

从而根据命题 3有

ai = C( i) + D ( i) + E( i) + F( i) ,

i = 1 ,2 , ⋯, n.

可推导出

ai = ∑
m- n

k = 1
eikα( n)

x
(1)
1 ( n + k) =

∑
m- n

k = 1

1
ρi

e yikσ1α( n)
y

(1)
1 ( n + k) =

σ1
ρi ∑

m- n

k = 1
eyikα( n)

y
(1)
1 ( n + k) =

σ1
ρi

a yi = ayi , i = 1 ,2 , ⋯, n.

同理可得

bj = ∑
m- n

k = 1
ej + n , kα( n)

x
(1)
1 ( n + k) =

∑
m- n

k = 1

1
ρj + n

e y ( j + n) , kσ1α( n)
y

(1)
1 ( n + k) =

σ1
ρj + n ∑

m- n

k = 1
ey ( j + n) , kα( n)

y
(1)
1 ( n + k) =

σ1
ρj + n

byj =
σ1
σj +1

byj , j = 1 ,2 , ⋯, h.

综上 ,定理 3得证. □

4　模型数乘变换结果对比分析
　　根据定理 3研究的参数 ai 和 b j 的数乘变换结

果 ,可分析原始数据序列和数乘序列 GM ( n , h) 模型

的数据变换结果的对比情况 ,下面针对 GM (1 ,1) 模

型 , GM (1 , N) 模型 , GM (0 , N) 模型和 GM (2 ,1) 模

型进行分析.

推论 1　设 x̂
(0)
1 ( k) , ŷ

(0)
1 ( k) 分别为序列 X1 , Y1

的 GM (1 ,1) 模型模拟值 (或预测值) ,则模型解之间

的关系为
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x̂
(0)
1 ( k) =σ1 ŷ

(0)
1 ( k) . (19)

证明 　由 GM (1 ,1) 模型的计算公式得

x̂
(0)
1 ( k) = x̂

(1)
1 ( k) - x̂

(1)
1 ( k - 1) =

( x
(0) (1) -

b1

a1
) (1 - ea1 ) e- a1 ( k- 1)

=

(σ1 y
(0) (1) -
σ1 by1

ay1
) (1 - eay1 ) e- ay1 ( k- 1)

=

σ1 ( y
(0) (1) -

by1

ay1
) (1 - eay1 ) e- ay1 ( k- 1)

=

σ1 ŷ
(0)
1 ( k) . □

推论 2　设 x̂
(0)
1 ( k) , ŷ

(0)
1 ( k) 分别为序列 X i , Y i

的 GM (1 , N) 模型模拟值 (或预测值) ,则模型解之

间的关系与式 (19) 相同.

证明类似于推论 1 ,此略.

推论 3　设 x̂
(0)
1 ( k) , ŷ

(0)
1 ( k) 分别为序列 X i , Y i

的 GM (0 , N) 模型模拟值 (或预测值) ,则模型解之

间的关系与式 (19) 相同.

证明类似于推论 1 ,此略.

推论 4　设 x̂
(0)
1 ( k) , ŷ

(0)
1 ( k) 分别为序列 X i , Y i

的 GM (2 ,1) 模型模拟值 (或预测值) ,则模型解之间

的关系与式 (19) 相同.

证明类似于推论 1 ,此略.

5　结 　　论
　　本文分析了 GM ( n , h)模型与 GM (1 ,1)模型 ,

GM (0 , N )模型 , GM (1 , N )模型 , GM (2 ,1)模型的

内在联系 ,将这几类灰色模型统一到 GM ( n , h)模型

分析体系下 ,使其具有更广泛的研究意义. 而

GM (1 ,1)模型 , GM (0 , N )模型 , GM (1 , N )模型和

GM (2 ,1)模型都是 GM ( n , h)模型的特例 ,因此研

究 GM ( n , h)模型的参数数乘变换特征即可知道其

他模型参数共性的数乘变换特征.

系统的模型值只与系统主行为原始序列 X
(0)
1

的数乘变换值σ1 有关 ,而与其他因子序列的数乘变

换值σ2 ,σ3 , ⋯,σh 无关 ,这在多因素灰色系统模型中

有着重要的实际意义.即无论系统行为因子的量纲

是否相同 ,在 GM ( n , h)模型建模过程中 ,可以根据

计算量的大小、数据的实际意义等因素 ,不用考虑数

据本身的影响 ,预先对数据序列做数乘变换 ,缩小数

据的量级 ,简化建模过程 ,且不会改变模型的模拟和

预测效果.
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