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摘 要: 研究了有向通讯网络条件下一阶和二阶线性多个体协同动力学系统整体行为的矩阵代数性质. 利用矩阵分

析的方法将系统的系数矩阵变换为Frobenius标准型,由此将系统分解为独立基本子系统和非独立基本子系统的组

成结构. 通过研究行和为零的对角占优矩阵的性质,得出了对线性多个体协同动力学系统整体行为起决定作用的系

数矩阵的性质,从而将这一问题转换为普通线性代数问题.
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Abstract: This paper studies the matrix algebra properties of the collective behavior of liner multi-agent dynamic systems in

directed network, where the agent is with dynamical order one or two. By means of matrix analysis approach, the coefficient

matrix of system can be transformed into Frobenius canonical form. Thus, the system is decomposed into several basic

independent subsystems and basic non-independent subsystems. Based on the study of diagonally dominant matrices with

the sum of entries in each row being zero, some properties of coefficient matrix are obtained, which play a key role in the

collective behavior of liner multi-agent dynamic systems. Thus, the study of collective behavior of system is reduced to some

elementary linear algebra problems.
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1 引引引 言言言

动力学与多体问题是紧密相关的,如牛顿天体力
学系统是多体系统.由于作用与反作用的关系,经典
多体动力学的作用关系网络是对称的. 尽管集体行为
可采用动力学方法进行研究是近 20年来形成的一个
共识,但基于作用关系网络对称的研究占较大的比重.
然而,自然界中许多集体行为 (例如动物的集体行为),
其作用关系网络是非对称的. 本世纪初, Olfati-Saber
等人[1-2]的一项研究得到了非对称作用关系网络条件

下一阶线性多个体协同动力学系统状态一致的一个

重要的充分条件.此后林志贇等人[3]又将其改进为充

分必要条件. Ren等人[4-5]研究了二阶线性多个体协同

动力学系统问题,并获得了与一阶系统类似的状态一

致充分必要条件.

本文完善了此前的研究[6-7], 给出了任意有向网
络条件下一阶和二阶线性多个体协同动力学系统整

体行为的完整理论结果.非对称作用关系网络条件下
多个体系统整体行为的研究已经有了一个很好的开

端,本文将寻求尽可能初等的分析解答此类问题的数
学工具和方法.

2 多多多个个个体体体动动动力力力学学学系系系统统统及及及其其其结结结构构构

考虑由𝑛个个体组成的线性多个体动力学系统,
𝐴 = {𝑎𝑖∣𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为个体的集合, 𝑎𝑖 ∈ 𝐴的状态

记为𝑥𝑖 ∈ 𝑹, 𝑁(𝑎𝑖)为 𝑎𝑖的邻集, 即影响个体 𝑎𝑖状态

变化的所有其他个体的集合.

对于 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 一阶和二阶线性多个体动
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力学系统的状态方程分别为

𝑥̇𝑖 =
∑

𝑎𝑗∈𝑁(𝑎𝑖)

𝛾𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗), (1)

𝑣̇𝑖 =
∑

𝑎𝑗∈𝑁(𝑎𝑖)

𝛾𝑖𝑗 [𝑤𝑥(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) + 𝑤𝑣(𝑣𝑖 − 𝑣𝑗)]. (2)

式中: 𝑤𝑥 ⩾ 0称为位置协同系数, 𝑤𝑣 ⩾ 0称为速度协

同系数.

如果 ∀𝑎𝑗 ∈ 𝑁(𝑎𝑖), 𝛾𝑖𝑗 < 0,则称式 (1)或 (2)为多

个体协同动力学系统[1-8].

𝐴中所有个体的邻集定义了𝐴上的有向图𝑮 =

⟨𝐴, ℰ⟩,其中𝑮的边集为

ℰ =
∪

𝑎𝑖∈𝐴

{(𝑎𝑖, 𝑎𝑗) ∣𝑎𝑗 ∈ 𝑁(𝑎𝑖)}.

令𝑥 = (𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛)
𝜏 , 𝑣 = (𝑣1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑛)𝜏 , 系统状

态方程 (1), (2)的矩阵方程形式分别为

𝑥̇ = 𝑳𝑥; (3)

d

d𝑡

[
𝑥

𝑣

]
= 𝑯

[
𝑥

𝑣

]
, 𝑯 =

[
0 𝑰

𝑤𝑥𝑳 𝑤𝑣𝑳

]
. (4)

系统的Laplacian矩阵[7-9] 𝑳 = [𝑙𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛的元素

𝑙𝑖𝑖 =
∑

𝑎𝑠∈𝑁(𝑎𝑖)

𝛾𝑖𝑠,

𝑙𝑖𝑗 =

{
−𝛾𝑖𝑗 , 𝑎𝑗 ∈ 𝑁(𝑎𝑖);

0, 𝑎𝑗 /∈ 𝑁(𝑎𝑖);
𝑗 ∕= 𝑖. (5)

协同动力学系统的Laplacian矩阵𝑳是行零和对

角占优矩阵. 与此前的研究主要依托《非负矩阵论》

不同,本文直接从行零和对角占优矩阵的性质得出与

式 (1), (2)整体行为相关的𝑳和𝑯的性质.

定义 1[9] 如果存在置换矩阵𝑃 使得

𝑃𝑀𝑃 𝜏 =

[
𝑀11 0

𝑀21 𝑀22

]
,

𝑀11和𝑀22为阶大于等于 1的方阵, 则𝑀是可约的;

否则𝑀是不可约的.

对𝑛阶方阵𝑀 , 𝑁 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}为行列编号的
集合, 𝑀的矩阵图Γ (𝑀) = ⟨𝑁, ℰ⟩定义为[10]

ℰ = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑁 ×𝑁 ∣𝑚𝑖𝑗 ∕= 0}.
引理 1[9] 𝑀不可约等价于Γ (𝑀)强连通.

𝑀可约则存在置换𝑃 ,使得

𝑀 ′ = 𝑃𝑀𝑃 𝜏 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑀11
. . .

𝑀𝑝𝑝

𝑀𝑝+11 𝑀𝑝+1𝑝 𝑀𝑝+1𝑝+1
... ⋅ ⋅ ⋅ ...

...
. . .

𝑀𝑝+𝑞1 𝑀𝑝+𝑞𝑝 𝑀𝑝+𝑞𝑝+1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑀𝑝+𝑞𝑝+𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(6)

如果所有对角块𝑀𝑖𝑖均为不可约方阵, 则𝑀 ′为

Frobenius标准型. Γ (𝑀𝑖𝑖)是Γ (𝑀)的强分量 (极大强

连通子图),对角块𝑀𝑖𝑖称为𝑀的 Frobenius块. 当 1 ⩽
𝑖⩽ 𝑝时, ∀𝑟 ∕= 𝑖, 𝑀𝑖𝑟 =0,因此称其为独立块;当 𝑝 + 1

⩽ 𝑗 ⩽ 𝑝+ 𝑞时, ∃ 𝑟 < 𝑗,𝑀𝑗𝑟 ∕= 0,称其为非独立块.

假定系统 (1)的Lapacian𝑳已有 Frobenius标准

形式 (6),即式 (6)中𝑀𝑖𝑗用𝐿𝑖𝑗替代,则有以下命题.

命命命题题题 1 令⎧⎨⎩
𝐻𝑖𝑖 =

[
0 𝑰

𝑤𝑥𝐿𝑖𝑖 𝑤𝑣𝐿𝑖𝑖

]
, 𝑗 = 𝑖;

𝐻𝑖𝑗 =

[
0 0

𝑤𝑥𝐿𝑖𝑗 𝑤𝑣𝐿𝑖𝑗

]
, 𝑗 < 𝑖.

则⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑯11 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 𝑯𝑝𝑝 0 . . . 0

𝐻𝑝+1,1 . . . 𝐻𝑝+1,𝑝 𝐻𝑝+1,𝑝+1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
𝐻𝑞+𝑝,1 . . . 𝐻𝑞+𝑝,𝑝 𝐻𝑞+𝑝,𝑝+1 . . . 𝐻𝑞+𝑝,𝑞+𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(7)

为二阶系统 (4)的系数矩阵𝑯的 Frobenius标准型.

证证证明明明 由𝐿𝑖𝑖不可约易知𝐻𝑖𝑖不可约,因此式 (7)

是𝑯的Frobenius标准型. 2
令

𝑳=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑳11

. . .
𝑳𝑝𝑝

𝐶1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶𝑝 𝑩

⎤⎥⎥⎥⎦ , 𝑯=

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑯11

. . .
𝑯𝑝𝑝

𝐷1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑝 𝑬

⎤⎥⎥⎥⎦ .

(8)

式 (8)为非独立块合并后𝑳和𝑯的Frobenius标

准型.𝑩为𝑳合并非独立块,𝐶𝑖=(𝐿𝑝+1,𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐿𝑝+𝑞,𝑖)
𝜏

为𝑩相对𝑳𝑖𝑖的通讯块. 𝑬为𝑯合并非独立块, 𝐷𝑖 =

(𝐻𝑝+1,𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑝+𝑞,𝑖)
𝜏为𝑬相对𝑯𝑖𝑖的通讯块.

假定𝑳和𝑯已是 Frobenius标准型, 则式 (3)和

(4)可写为

d

d𝑡

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜉1
...
𝜉𝑝
𝜉𝐵

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑳11

. . .
𝑳𝑝𝑝

𝐶1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐶𝑃 𝑩

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝜉1
...
𝜉𝑝
𝜉𝐵

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

d

d𝑡

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜁1
...
𝜁𝑝
𝜁𝐸

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑯11

. . .
𝑯𝑝𝑝

𝐷1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑃 𝑬

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝜁1
...
𝜁𝑝
𝜁𝐸

⎤⎥⎥⎥⎦ .

其中

𝜉𝑠 = 𝜉(𝑥)𝑠 = (𝑥𝑠1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑠𝑛𝑠)
𝜏 ,

𝜁𝑠 = (𝜁(𝑥)𝑠 , 𝜁(𝑣)𝑠 )𝜏 = (𝑥𝑠1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑠𝑛𝑠
, 𝑣𝑠1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑠𝑛𝑠

)𝜏

分别为一阶和二阶系统 𝑠子系统的状态向量; 𝑛𝑠为

第 𝑠(𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝+ 𝑞)个子系统的个体数.

定义 2 一阶系统的独立基本子系统,非独立基
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本子系统及非独立子系统分别为

𝜉𝑖 = 𝑳𝑖𝑖𝜉, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝;

𝜉𝑗 = 𝐿𝑗𝑗𝜉𝑗 +

𝑗−1∑
𝑠=1

𝐿𝑗𝑠𝜉𝑠, 𝑗 = 𝑝+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝+ 𝑞;

𝜉𝐵 = 𝑩𝜉𝐵 +

𝑝∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝜉𝑖.

二阶系统的独立基本子系统、非独立基本子系

统及非独立子系统分别为

𝜁𝑖 = 𝑯𝑖𝑖𝜁𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝;

𝜁𝑗 = 𝐻𝑗𝑗𝜁𝑗 +

𝑗−1∑
𝑠=1

𝐻𝑗𝑠𝜁𝑠, 𝑗 = 𝑝+ 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝+ 𝑞;

𝜁𝐸 = 𝑬𝜁𝐸 +

𝑝∑
𝑖=1

𝐷𝑖𝜁𝑖.

3 行行行零零零和和和对对对角角角占占占优优优矩矩矩阵阵阵

定义 3 令𝑀 = [𝑚𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛, ∀𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,有:

1) ∣𝑚𝑖𝑖∣ ⩾
𝑛∑

𝑖=1,𝑗 ∕=𝑖

∣𝑚𝑖𝑗 ∣, 则𝑀为对角占优的; 若

第𝑖行严格不等号成立,则第 𝑖行为严格对角占优行.

2)
𝑛∑

𝑗=1

𝑚𝑖𝑗 = 0,则𝑀为行零和的.

下面给出一个基于Gauss消元的Taussky定理的

证明.

定理 1[9](Taussky) 矩阵𝑀若不可约,对角占优,

且存在严格对角占优行,则𝑀满秩.

证证证明明明 不妨令𝑀的第 1行严格对角占优, 第 𝑝

行对角占优,则有:

1) ∣𝑐𝑚11∣ > ∣𝑐𝑚1𝑝∣+
∑
𝑗 ∕=1,𝑝

∣𝑐𝑚1𝑗 ∣;

2) ∣𝑚𝑝𝑝∣ ⩾ ∣𝑚𝑝1∣+
∑
𝑗 ∕=1,𝑝

∣𝑚𝑝𝑗 ∣ ⇒

∣𝑚𝑝𝑝∣ − ∣𝑐𝑚1𝑝∣ >
(∣𝑚𝑝1∣ − ∣𝑐𝑚11∣) +

∑
𝑗 ∕=1,𝑝

(∣𝑚𝑝𝑗 ∣+ ∣𝑐𝑚1𝑗 ∣).

将第 1行对第 𝑝行进行消元,即将第 1行乘以 𝑐 =

−𝑚𝑝1/𝑚11后加到第 𝑝行 (此时 (∣𝑚𝑝1∣ − ∣𝑐𝑚11∣) = 0),

有

∣𝑚𝑝𝑝 + 𝑐𝑚1𝑝∣ ⩾ ∣𝑚𝑝𝑝∣ − ∣𝑐𝑚1𝑝∣ >∑
𝑗 ∕=1,𝑝

(∣𝑚𝑝𝑗 ∣+ ∣𝑐𝑚1𝑗 ∣) ⩾
∑
𝑗 ∕=1,𝑝

∣𝑚𝑝𝑗 + 𝑐𝑚1𝑗 ∣.

消元后第 𝑝行第 1列为 0,因此消元后第 𝑝行严格对角

占优.

令𝐿 = {𝑙1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑛},由𝑀定义𝐿的非交子集为

𝐿1 = {𝑙1},

𝐿𝑠 =
{
𝑙𝑖 ∈ 𝐿−

𝑠−1∪
𝑟=1

𝐿𝑟∣𝑚𝑖𝑗 ∕= 0; 𝑙𝑗 ∈ 𝐿𝑠−1

}
. (9)

假设𝐿𝑘 ∕= ∅, 𝐿𝑘+1 = ∅, 令𝐿𝑘+1 = 𝐿 − (𝐿0

∪
⋅ ⋅ ⋅∪𝐿𝑘),并从 1 ∼ 𝑛指定𝐿𝑠(𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘+1)中元

素的值, 使 𝑠 < 𝑟时𝐿𝑠中元素的值小于𝐿𝑟中元素的

值.按以上指定对𝑀进行行列置换,即将𝑀的第 𝑖行

置换后为 𝑙𝑖行, 𝑀的第 𝑖列置换后为 𝑙𝑖列,则有

𝑀 ′ = 𝑃 𝜏𝑀𝑃 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑚′
11

𝑀 ′
21 𝑀 ′

22 𝑀 ′′

𝑀 ′
32 𝑀 ′

33

. . . . . .

0 𝑀 ′
𝑘𝑘−1 𝑀 ′

𝑘𝑘

0 𝑀 ′
𝑘+1𝑘+1.

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

其中: 𝑀 ′
𝑠𝑠(𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘 + 1)是方阵, 𝑠 = 1时为一

阶方阵; 𝑠 = 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘时, 𝑀 ′
𝑠𝑠−1中的任意一行均为非

零行.

𝑀不可约, 𝑀 ′
𝑘+1𝑘+1是 0阶矩阵,即𝐿𝑘+1=∅.假

设𝑀的第 1行严格对角占优,对𝑀 ′按以下规则由上

向下递次消元 (𝑠 = 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘): 1) 𝑚′
𝑠−1𝑠−1对𝑚′

𝑠,𝑠−1消

元; 2) 𝑚′
𝑠𝑠内部消元,将𝑀 ′消元为上三角形. 𝑀 ′消元

后各行均严格对角占优,因此对角元素的绝对值大于

零,即对角元素不为零. 2
推推推论论论 1 𝑀为行零和对角占优矩阵, 𝑛𝑠 × 𝑛𝑠阶

方阵𝑀𝑠𝑠为𝑀的Frobenius块,有:

1) 𝑀𝑠𝑠为独立块,则Rank 𝑀𝑠𝑠 = 𝑛𝑠 − 1;

2) 𝑀𝑠𝑠为非独立块,则𝑀𝑠𝑠满秩.

证证证明明明 1) 修改𝑀𝑠𝑠任意一行对角元素使该行

严格对角占优. 由Taussky定理,修改后矩阵满秩,因

此𝑀𝑠𝑠任意𝑛𝑠 − 1行 (列)线性无关,又𝑀𝑠𝑠为独立块

时行零和,所以不满秩,即Rank𝑀𝑠𝑠 = 𝑛𝑠 − 1.

2) 𝑀𝑠𝑠为非独立块, ∃𝑟 < 𝑠, 𝑀𝑠𝑟 ∕= 0, 𝑀𝑠𝑠存在

严格对角占优行. 由Taussky定理, 𝑀𝑠𝑠满秩. 2
定理 2 1)行零和对角占优矩阵的Gauss行消元

不改变矩阵元素的原有符号方向 (保号性); 2)消元后

依然是行零和对角占优矩阵 (封闭性).

证证证明明明 𝑀是行零和对角占优的, 则对 𝑝 ∕= 𝑖有

sign(𝑚𝑖𝑝) = −sign(𝑚𝑖𝑖), 并且 ∣𝑚𝑖𝑖∣ ⩾ ∣𝑚𝑖𝑝∣. 令 𝑘𝑝 =

−(𝑚𝑖𝑝/𝑚𝑖𝑖), 则 0 ⩽ 𝑘𝑝 ⩽ 1. 将第 𝑖行对第 𝑗行消元,

有

𝑚′
𝑗𝑝 = 𝑚𝑗𝑝 − (𝑚𝑗𝑖/𝑚𝑖𝑖)𝑚𝑖𝑝 =

𝑚𝑗𝑝 − (𝑚𝑖𝑝/𝑚𝑖𝑖)𝑚𝑗𝑖 = 𝑚𝑗𝑝 + 𝑘𝑝𝑚𝑗𝑖.

对于 𝑝 ∕= 𝑗, 有𝑚𝑗𝑝和𝑚𝑗𝑖同为 𝑗行非对角元素,

又 𝑘𝑝 ⩾ 0,所以 sign(𝑚′
𝑗𝑝) = sign(𝑚𝑗𝑝).
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对于 𝑝 = 𝑗, 有 ∣𝑚𝑗𝑗 ∣ ⩾ ∣𝑚𝑗𝑖∣, 又 𝑘𝑗 ⩽ 1, 因此

sign(𝑚′
𝑗𝑗)= sign(𝑚𝑗𝑗).

1)得证. 另外, 显然Gauss行消元不改变被消元

行的行零和性,结合 1),可得 2). 2
定理 3 𝑀 = [𝑚𝑖𝑗 ]𝑛×𝑛是不可约行零和对角占

优矩阵, 𝜌 = (𝜌1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑛)是𝑀零特征根左特征向量,

则有:

1) sign(𝜌1𝑚11) = ⋅ ⋅ ⋅ = sign(𝜌𝑛𝑚𝑛𝑛);

2) 𝑀的零特征根为单根当且仅当
𝑛∑

𝑖=1

𝜌𝑖 ∕= 0.

证证证明明明 令 𝜌 = (𝜌1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑛)是𝑀零特征根左特

征向量,定义𝑀 ′ = [𝑚′
𝑖𝑗 ],有

𝑀 ′ =

⎡⎢⎢⎣
𝜌1

. . .

𝜌𝑛

⎤⎥⎥⎦𝑀.

按定义𝑀 ′保持了𝑀的行零和对角占优性,同时

𝑀 ′列零和. 据此, 𝑀 ′的各行 (各列)非对角元素与同

行 (同列)对角元素符号相反. 𝑀 ′不可约, Γ (𝑀 ′)强连

通,因此𝑀 ′对角元素必取相同符号. 1)得证.

𝑀的各行和为零, 将 det(𝑀 − 𝜆𝑰)的第 2∼第𝑛

列全部加到第 1列后,第 2∼第𝑛行各行均分别减第 1

行,得

∣𝑀 − 𝜆𝑰∣ =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−𝜆 𝑚12 . . . 𝑚1𝑛

0 (𝑚22 −𝑚12)− 𝜆 . . . (𝑚2𝑛 −𝑚1𝑛)
...

...
. . .

...

0 (𝑚𝑛2 −𝑚12) . . . (𝑚𝑛𝑛 −𝑚1𝑛)− 𝜆

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

det(𝑀 − 𝜆𝑰) = −𝜆 det(𝑀̂ − 𝜆𝑰).

根据推论 1的 1), 可知𝑀的第 1行是𝑀其他各

行的线性组合. 𝜌 = (𝜌1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑛)是𝑀零特征根左特

征向量, 𝑀第 1行的线性组合系数为

𝑘2 = −𝜌2/𝜌1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑛 = −𝜌𝑛/𝜌1;

𝑀̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1− 𝑘2 −𝑘3 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑘𝑛

−𝑘2 1− 𝑘3 ⋅ ⋅ ⋅ −𝑘𝑛
...

...
. . .

...

−𝑘2 −𝑘3 ⋅ ⋅ ⋅ 1− 𝑘𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦𝑀(𝑚11) =

𝐾𝑀(𝑚11).

𝑀(𝑚11)是𝑀消去𝑚11所在行列的余子阵,由推

论 1的 1)可知, 𝑀(𝑚11)满秩. 将𝐾的第 2∼第𝑛行各

行分别减第 1行后, 第2∼第𝑛列全部加到第 1列, 变

换为

𝐾 ′ =

⎡⎢⎣ 1−
𝑛∑

𝑖=2

𝑘𝑖 𝐾 ′′

0 𝑰

⎤⎥⎦ , 𝐾 ′′ = (𝑘2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑛).

det(𝑀 − 𝜆𝑰)中𝜆𝑠因子项次数 𝑠 = 1等价于
𝑛∑

𝑖=2

𝑘𝑖 ∕= 1,

𝑛∑
𝑗=2

−𝜌𝑗
𝜌1

∕= 1,

𝑛∑
𝑗=1

𝜌𝑗 ∕= 0. 2
4 协协协同同同动动动力力力学学学系系系统统统𝑳和和和𝑯 的的的性性性质质质

𝑳是协同动力学系统 (3)和 (4)的Laplacian矩阵,

其行零和、对角占优,且对角元素均非正. 由Gersgorin

圆盘定理[9]易得以下性质.

引理 2[1] 协同动力学系统 (3)和 (4)的Laplacian

矩阵𝑳的非零特征根实部小于 0.

𝑯的特征根可由𝑳的特征根确定,即

𝑯

[
𝑥

𝑣

]
=

[
0 𝐼

𝑤𝑥𝑳 𝑤𝑣𝑳

][
𝑥

𝑣

]
= 𝜆

[
𝑥

𝑣

]
,

(𝑤𝑥 + 𝑤𝑣𝜆)𝑳𝑥 = 𝜆2𝑥, 𝑳𝑥 = (𝜆2/(𝑤𝑥 + 𝑤𝑣𝜆))𝑥.

其中𝜇 = 𝜆2/(𝑤𝑥 + 𝑤𝑣𝜆)是𝑳的特征根.记𝜆𝜇为𝑳的

特征根𝜇对应的𝑯的特征根,有

𝜆𝜇 = (𝑤𝑣𝜇±
√

(𝑤𝑣𝜇)2 + 4𝑤𝑥𝜇)/2.

当𝑤𝑣 = 0时, 𝑯存在实部大于零的特征根, 二阶系

统 (4)不可能趋于平衡状态,因此约定𝑤𝑣 > 0.

𝜆𝜇 =
𝑤𝑣

2
(𝜇±

√
𝜇2 + 4𝑤𝜇), 𝑤 = 𝑤𝑥/𝑤

2
𝑣. (10)

令𝒰是𝑳矩阵的非零特征根的集合,定义

𝑤̄ = min{−Re(𝜇)(1 + ctg2𝜃𝜇)∣𝜇 ∈ 𝒰}, (11)

其中Re(𝜇)是𝜇的实部, 𝜃𝜇为𝜇的幅角.

文献 [4]给出了𝑯非零特征根实部小于 0的条

件,可等价表述为如下引理, 基于这一表述将给出一

个更直接的证明.

引理 3 𝑳是协同动力学系统 (4)的Laplacian矩

阵, 则其系数矩阵𝑯所有非零特征根实部小于 0, 当

且仅当𝑤 = 𝑤𝑥/𝑤
2
𝑣 < 𝑤̄.

证证证明明明 令𝜇 = 𝑎+ 𝑏i,求Re(𝜆𝜇) = 0时𝑤的根.

𝑆 = 𝜇2 + 4𝑤𝜇 =

(𝑎2 − 𝑏2 + 4𝑤𝑎) + (2𝑎𝑏+ 4𝑤𝑏)i = (∣𝑎∣+ 𝑐i)2.

联立复方程的实部和虚部,消去 𝑐后可得两个根,

即

𝑤1 = 0, 𝑤2 = −𝑎∣𝜇∣2/𝑏2 = −𝑎(1 + ctg2𝜃𝜇).

𝜇为𝑳非零特征根,由引理 2, 𝜇的实部 𝑎 < 0,所

以𝑤2 > 0. 取𝑤 = −𝑎/2 ∈ (𝑤1, 𝑤2) = (0, 𝑤2),则

𝑆 = −(𝑎2 + 𝑏2), 𝜆𝜇 = (𝑤𝑣/2)(𝜇±
√
𝑆).

𝜇的实部小于零且
√
𝑆是虚数,因此Re(𝜆𝜇) < 0.

由Re(𝜆𝜇)是相对于𝑤的连续函数,充分性得证. 𝑤 →
∞, 𝑆的模趋近于∞且其幅角趋近于 𝜃𝜇. 结合𝑆相对

于𝑤的连续性可得必要性. 2
定理 4 令𝑳是协同动力学系统 (3) (或 (4))的

Laplacian矩阵,并具有Frobinius标准型,有:
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1) 𝑳𝑖𝑖是𝑳的独立块, 则𝑳𝑖𝑖的欠秩数为 1且零

特征根是单根[1],零特征根归一化左特征向量是唯一

确定的正向量.

2) 𝑳合并非独立块𝑩满秩,且

0 ⩽ −𝑩−1𝐶𝑖1 ⩽ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝,
𝑝∑

𝑖=1

−𝑩−1𝐶𝑖1 = 1,

其中1 := (1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1)𝜏 .

证证证明明明 1) 𝑳𝑖𝑖是独立块,其对角元素符号相同.由

定理 3的 1)可知, 其零特征根左特征向量𝜅𝑖 = (𝜅𝑖1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝜅𝑖𝑛𝑖)分量符号相同,且由推论 1的 1)可得, 𝑳𝑖𝑖的

欠秩数为 1, 因此𝜅𝑖的分量均非零. 𝜅𝑖的归一化形式

𝜌𝑖 = 𝜅𝑖

/ 𝑛𝑖∑
𝑠=1

𝜅𝑖𝑠存在, 唯一并且为正向量. 根据定

理 3的 2)还可得𝑳𝑖𝑖的零特征根是单根.

2) 𝑳是具有式 (8)形式的 Frobenius标准型. 合并

非独立块𝑩是下三角分块矩阵. 由推论 1的 2), 其对

角块 (非独立块)满秩,因此𝑩满秩.

令𝐺是针对𝑩所在行的行消元变换, 𝐺𝑩为对

角矩阵. 消元后左乘 (𝐺𝑩)−1,有

(𝐺𝑩)−1(𝐺𝐶1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐺𝐶𝑝, 𝐺𝑩) =

(𝑩−1𝐶1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑩−1𝐶𝑝, 𝑰).

由定理 2的 1)及𝑩对角元素符号相同, 可知

𝑩−1𝐶𝑖 = (𝐺𝑩)−1(𝐺𝐶𝑖)的元素全部非正.

由定理 2的 2)可知, 行消元不改变矩阵行零和

性,左乘对角矩阵 (𝐺𝑩)−1亦不改变矩阵的行零和性,

因此

(𝑩−1𝐶1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑩−1𝐶𝑝, 𝑰)1 =

𝑝∑
𝑖=1

𝑩−1𝐶𝑖1+ 1 = 0. 2
由定理 4,命题 1和式 (10)易得:

定理 5 给定𝑯的 Frobenius标准型 (7) (或 (8)),

若𝑳𝑠𝑠的阶为𝑛𝑠 × 𝑛𝑠,则𝑯𝑠𝑠的阶为 2𝑛𝑠 × 2𝑛𝑠.

1) 𝑯的独立块𝑯𝑖𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)的秩为 2𝑛𝑖 −
1,零特征根是二重根. 𝑯𝑖𝑖零特征根的线性无关的广

义特征向量为

ℎ1 = (1,0)𝜏 , 𝑯𝑖𝑖ℎ1 = (0,0)𝜏 ;

ℎ2 = (0,1)𝜏 , 𝑯𝑖𝑖ℎ2 = (1,0)𝜏 .

2) 𝑯的合并非独立块𝑬满秩.

5 协协协同同同动动动力力力学学学系系系统统统的的的渐渐渐近近近性性性质质质

上一节根据行零和对角占优矩阵性质 (定理 1

∼定理 5), 给出了𝑳和𝑯的性质, 它们完全决定了协

同动力学系统 (3)和 (4)的渐近性.

𝑳𝑖𝑖是协同动力学系统 (3)或 (4)独立基本子系统

的Laplacian, 𝜌𝑖 = (𝜌𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑖𝑛𝑖)是𝑳𝑖𝑖零特征根归一

化左特征向量. 根据定理 4的 1), 𝜌𝑖是唯一确定的正

向量.

定义 4

1) 𝜌𝑖称为 𝑖独立基本子系统的权重系数向量.

2) 𝜒𝑖(𝑡) =

𝑛𝑖∑
𝑟=1

𝜌𝑖𝑟𝑥𝑖𝑟(𝑡)称为 𝑖独立基本子系统

的 𝑡时带权中心.

3) 𝜐𝑖(𝑡) = 𝜒̇𝑖(𝑡) =

𝑛𝑖∑
𝑟=1

𝜌𝑖𝑟𝑣̇𝑖𝑟(𝑡)称为 𝑖独立基本

子系统的 𝑡时带权中心速度.

由零特征根左特征向量的性质[6-7]易得:

引理 4 一阶协同动力学系统 (3)的独立基本子

系统的带权中心是不变量,即对任意的 𝑡 ⩾ 0,有

𝜒̇𝑖 = 𝜌𝑖𝜉𝑖 = 𝜌𝑖𝑳𝑖𝑖𝜉𝑖 = 0,

𝜒𝑖(𝑡) = 𝜒𝑖(0) =

𝑛𝑖∑
𝑠=1

𝜌𝑖𝑠𝑥𝑖𝑠(0).

引理 5 二阶协同动力学系统 (4)的独立基本子

系统的带权中心保持匀速运动,即对任意 𝑡 ⩾ 0,有

𝜐̇𝑖 = 𝜌𝑖𝜁
(𝑣)
𝑖 = 𝜌𝑖(𝑤𝑥𝑳𝑖𝑖𝜁

(𝑥)
𝑖 + 𝑤𝑥𝑳𝑖𝑖𝜁

(𝑣)
𝑖 ) = 0,

𝜐𝑖(𝑡) = 𝜐𝑖(0) = 𝜌𝑖𝜁
(𝑣)
𝑖 (0) =

𝑛𝑖∑
𝑠=1

𝜌𝑖𝑠𝑣𝑖𝑠(0),

𝜒𝑖(𝑡) = 𝜒𝑖(0) + 𝜐𝑖(0)𝑡 =

𝑛𝑖∑
𝑠=1

𝜌𝑖𝑠𝑥𝑖𝑠(0) + 𝑡

𝑛𝑖∑
𝑠=1

𝜌𝑖𝑠𝑣𝑖𝑠(0).

根据𝑳的代数性质 (引理 2, 定理 4), 结合引理

4易得如下定理:

定理 6[6] 一阶协同动力学系统 (3)有以下性质:

1)系统稳定且存在稳定极限点.

2)系统的独立基本子系统个体状态趋于一致,并

且一致极限状态为子系统的带权中心,即对第 𝑖独立

基本子系统,有

lim
𝑡→∞

𝜉𝑖 = 1𝜒𝑖(𝑡) = 1𝜒𝑖(0) = 1
( 𝑛𝑖∑
𝑟=1

𝜌𝑖𝑥𝑖𝑟(0)
)
.

3)非独立子系统个体的状态极限是系统独立子

系统带权中心的凸组合,即非独立子系统有

lim
𝑡→∞ 𝜉𝐵 =

𝑝∑
𝑖=1

−𝑩−1𝐶𝑖1𝜒𝑖(0) =

𝑝∑
𝑖=1

−𝑩−1𝐶𝑖1
( 𝑛𝑖∑
𝑟=1

𝜌𝑖𝑟𝑥𝑖𝑟(0)
)
.

二阶多个体动力学系统平衡态可通过经典动力

学中熟悉的惯性概念描述.

定义 5 如果存在一组常量 𝜐𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛),
当 𝑡 → ∞时, 𝑣𝑖(𝑡) → 𝜐𝑖, 即𝑥𝑖(𝑡) → 𝜒𝑖(𝑡)(𝜒𝑖(𝑡) = 𝜒𝑖

+𝜐𝑖𝑡), 称二阶多个体动力学系统 (2)趋于惯性状态.
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惯性状态如果有 𝜐1 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝜐𝑛,则称为速度一致惯性

状态;速度一致惯性状态还满足𝜒1 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝜒𝑛,则称

为位置一致惯性状态.

根据𝑯的代数性质 (引理 3,定理 5),结合定理 4

的 2)和引理 5易得如下定理:

定理 7[7] 二阶协同动力学系统 (4)有以下性质:

1)当且仅当𝑤 < 𝑤̄,系统 (4)趋于惯性状态.

2)系统趋于惯性状态,则独立基本子系统个体趋

于位置一致惯性状态,且该状态为子系统的带权中心,

即对 𝑠 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛𝑖,当 𝑡 → ∞时,有

𝜁
(𝑣)
𝑖 (𝑡) → 1𝜐𝑖(0),

𝜁
(𝑥)
𝑖 (𝑡) → 1𝜒𝑖(𝑡) = 1(𝜒𝑖(0) + 𝜐𝑖(0)𝑡).

3)系统趋于惯性状态,系统非独立基本子系统中

的个体趋于系统独立基本子系统带权中心确定的凸

组合,即 𝑡 → ∞时,有

𝜁
(𝑣)
𝐸 (𝑡) →

𝑝∑
𝑖=1

(−𝑩−1𝐶𝑖1)𝜐𝑖(0);

𝜁
(𝑥)
𝐸 (𝑡) →

𝑝∑
𝑖=1

−𝑩−1𝐶𝑖1𝜒𝑖(𝑡) =

𝑝∑
𝑖=1

−𝑩−1𝐶𝑖1(𝜒𝑖(0) + 𝜐𝑖(0)𝑡).

定理 6和定理 7可针对个体状态为高维的情形,

即𝑥𝑖 ∈ 𝑹𝑚(𝑚)的情况.

6 结结结 论论论

本文将线性多个体协同动力学系统的渐近性建

立在普通矩阵代数的基础上,用初等线性代数系统地

整理了相关结果,从而为这方面已经相对完善的理论

研究成果的传播与应用作了数学方法上的铺垫.
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