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摘 要: 以分布估计算法 (EDA)的角度,从理论上指出,具有量子行为的粒子群优化算法 (QPSO)本质上是EDA算

法与原始粒子群算法 (SPSO)的综合.针对进化类算法普遍遇到的过早熟问题,将协同搜索策略引入传统的QPSO算

法,提出了具有量子行为的协同粒子群优化算法 (MQPSO).通过实验确定了最适合MQPSO算法的通信频率以及子

种群大小. 实验结果表明,该算法较QPSO及SPSO算法具有更快的收敛速度和更强的搜索精度,其优势在高维优化

问题中更为明显.
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Abstract: Quantum-behaved particle swarm optimization algorithm(QPSO) is investigated from the perspective of

estimation of distribution algorithms(EDAs) for the first time, which proves that QPSO is a combination of EDAs and original

particle swarm optimization. A quantum-behaved particle swarm optimization algorithm based on cooperative search strategy

is presented, which helps prevent the evolutionary algorithms’ universal tendency to be easily trapped into local optima as

a result of the rapid decline in diversity. Communication frequency and the size of each sub-swarm are ensured through

experiments to obtain the most effective setting for this algorithm. Experiment results show that this algorithm is able to find

better solutions than the original QPSO and particle swarm optimization algorithm with higher efficiency.
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1 引引引 言言言

粒子群算法是由Eberhart和Kennedy[1]于 1995年

提出的. 在标准粒子群算法 (SPSO)中, 一个包含𝑀

个粒子的群体, 每个粒子的维数为𝐷, 𝑋𝑖(𝑡) =

(𝑋𝑖1(𝑡), 𝑋𝑖2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑖𝐷(𝑡))为 粒 子 𝑖的 当 前 位 置,

𝑉𝑖(𝑡) = (𝑉𝑖1(𝑡), 𝑉𝑖2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑉𝑖𝐷(𝑡))和 𝑝best𝑖 = (𝑝best𝑖1 ,

𝑝best𝑖2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝best𝑖𝐷)分别为该粒子当前速度及个体最
优位置, 𝑔best = (𝑔best1 , 𝑔best2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔best𝐷 )为所有粒子
当前的全体最好位置.则 SPSO算法的进化公式可归

结为如下形式:

𝑉𝑖𝑗(𝑡+ 1) = 𝜔𝑉𝑖𝑗(𝑡) + 𝑐1𝑟1(𝑝best𝑖𝑗 (𝑡)−𝑋𝑖𝑗(𝑡))+

𝑐2𝑟2(𝑔best𝑗 −𝑋𝑖𝑗(𝑡)),

𝑋𝑖𝑗(𝑡+ 1) = 𝑋𝑖𝑗(𝑡) + 𝑉𝑖𝑗(𝑡+ 1). (1)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷; 𝜔为惯性因子,

一般可设为随着进化而线性减少; 𝑐1和 𝑐2为加速因

子,通常在 0 ∼ 2之间取值; 𝑟1, 𝑟2 ∼ 𝑈(0, 1). 为了减少

进化过程中微粒离开搜索空间的可能性,可以限定一

个速度范围𝑉𝑖 ∈ [𝑉min, 𝑉max].

SPSO算法自提出以来,得到了广泛的研究并应

用于大量实际工程中. 然而文献 [2]证明, SPSO算法

不能保证以概率 1收敛到全局最优解,甚至不能收敛

于局部最优解. 对此,文献 [3]从量子力学角度提出一
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种具有量子行为的粒子群优化算法 (QPSO). 该算法

以 𝛿势阱为基础, 认为粒子具有量子行为, 目前已广

泛地用于金融分析、图形处理、生物信息等领域, 并

取得了较稳定的应用效果.

无论 SPSO还是QPSO算法, 与其他进化算法一

样,在搜索过程中都容易因早熟而陷入局部最优. 这

往往是由于迭代后期粒子群多样性过小所导致的. 协

同搜索策略是解决该问题的一个有效方法. 协同搜索

的主要思想是使用多个模块同时搜索问题空间,这些

模块之间互相交换信息,以提高算法的效率,它在研

究大规模复杂优化问题中得到了广泛的应用. 本文从

分布估计算法的角度分析了QPSO算法的本质,通过

引入协同搜索策略,提出一种新型的具有量子行为的

协同粒子群优化算法. 通过实验对算法中的两个重要

参数: 通信频率以及子种群大小进行了讨论.

2 具具具有有有量量量子子子行行行为为为的的的粒粒粒子子子群群群算算算法法法与与与分分分布布布估估估计计计
算算算法法法之之之间间间的的的关关关系系系

分布估计算法 (EDA)是最近几年在进化计算领

域内产生的一类新型优化算法,它结合了统计学习理

论与随机优化算法的优点. EDA建立了一种基于概率

模型的学习和采样进化模式. 首先通过统计学习手段

从群体宏观的角度建立一个描述解分布的概率模型;

然后对概率模型随机采样以产生新的种群. 如此反

复,直至满足终止条件,以此实现种群的进化[4-5]. 因

为EDA算法是基于对整个群体建立数学模型, 直接

描述了整个群体的进化趋势,属于宏观层面的数学建

模, 所以能更加有效地解决高维问题,降低时间复杂

性.

通过对SPSO算法的轨迹分析证明[6], 为了保证

算法的收敛性,每个粒子必须收敛于各自的局部吸引

子 𝑞𝑖 = (𝑞𝑖1, 𝑞𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑞𝑖𝐷), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷,其中

𝑞𝑖𝑗(𝑡) =
𝑐1𝑟1𝑝best𝑖𝑗 (𝑡) + 𝑐2𝑟2𝑔best𝑗 (𝑡)

𝑐1𝑟1 + 𝑐2𝑟2
. (2)

从动力学角度看, SPSO算法中粒子 𝑖的收敛过

程是以 𝑞𝑖点为吸引中心,随着速度的变小而不断地接

近于 𝑞𝑖点,直至最后收敛,因此粒子群能保持聚集性.

但是在 SPSO中,粒子的收敛是以轨道形式实现的,且

粒子速度总是有限的, 因此进化过程中粒子的搜索

空间是一个有限区域, 不能覆盖整个可行空间. 所

以SPSO算法不能保证以概率 1收敛到全局最优解,

甚至不能收敛于局部最优解. 而EDA算法中通过对

概率模型采样生成新种群的方法,可保证粒子依照概

率分布于整个搜索空间, 具有更大的灵活性, 因此有

可能找到具有更优适应值的位置.

将 SPSO算法的发生环境转移到量子空间,其中

每个粒子的行为都将符合量子动力学;即: 由波函数

描述粒子位置, 由薛定谔方程决定粒子的状态变化.

假设每个粒子都在一个以各自的局部吸引子 𝑞𝑖为中

心的 𝛿势阱中移动,而粒子在各自 𝛿势阱中的具体位

置则由一个概率密度函数𝑃 (𝑥)决定. 进一步的实验

表明,当𝑃 (𝑥)为二次分布时算法具有最佳性能.因此

通过求解薛定谔方程,可以得到粒子的概率分布函数

为

𝐷(𝑥) =
w 𝑥

−∞
𝑃 (𝑡)d𝑡 = e−2∣𝑞−𝑥∣/𝐿. (3)

对式 (3)采用蒙特卡罗随机模拟的方式即可采样

得到粒子的位置方程为

𝑥 = 𝑞 ± 𝐿/2 ln(1/𝜇), 𝜇 ∼ 𝑈(0, 1). (4)

从方程 (4)可以看出, 粒子𝑥的位置分布在以局

部吸引子 𝑞为中心, 𝐿为分布范围的区域内. 通过分

析可知, 如果粒子的分布范围𝐿过大,则会导致粒子

在空间中的分布过于分散, 从而降低整个粒子群的

收敛速度,甚至造成整个粒子群发散;反之,如果𝐿过

小, 又会导致粒子的分布每次都过于靠近其局部吸

引子 𝑞, 从而降低了粒子的随机性, 导致收敛速度过

快而易于陷入局部最优值. 为了更好地调节𝐿的取

值, 文献 [3]将一个称为“平均最优位置”的全局变量

𝑚best引入传统的 PSO算法, 规定𝑚best等于所有个

体最优位置的平均值,即

𝑚best(𝑡) =
( 1

𝑀

𝑀∑
𝑖=1

𝑝best𝑖1(𝑡),
1

𝑀

𝑀∑
𝑖=1

𝑝best𝑖2(𝑡),

⋅ ⋅ ⋅ , 1

𝑀

𝑀∑
𝑖=1

𝑝best𝑖𝐷 (𝑡)
)
. (5)

每个粒子的分布范围被设为𝐿𝑖𝑗 = 2𝛽∣𝑚best𝑗 (𝑡) −
𝑥𝑖𝑗(𝑡)∣,这样可以保证远离群体中心的粒子搜索范围
相对较大,而靠近群体中心的粒子搜索范围较小. 因

此粒子的位置方程可改写为

𝑥(𝑡+ 1) = 𝑞(𝑡)± 𝛽∣𝑚best(𝑡)− 𝑥(𝑡)∣ ln(1/𝜇), (6)

其中 𝛽为收缩扩张因子,用来控制整个算法的收敛速

度. 文献 [7]证明, 当 𝛽 < 1.782时, 算法可保证收敛.

以式 (6)作为进化公式的 SPSO算法即为具有量子行

为的粒子群优化算法 (QPSO).

通过上述分析可知, 在QPSO算法中, 每个粒子

的每一维𝑥𝑖𝑗都服从一个以局部吸引子 𝑞𝑖𝑗为中心,

𝐿𝑖𝑗为范围的二次分布. 𝑞𝑖𝑗直接决定了该粒子分布区

域的位置, 而且每个 𝑞𝑖𝑗都位于其个体最优位置与群

体最优位置之间,随迭代的进行逐渐靠近群体最优位

置. SPSO的进化机制可以保证群体最优位置随迭代

不断更新, 因此 𝑞𝑖𝑗可指引粒子在保持随机性的同时

逐步向全局最优值靠拢. 𝐿𝑖𝑗起到了概率分布中类似

于“方差”的作用, 决定了粒子的分布范围, 且该范围

由该粒子在群体中的位置决定. 粒子越接近于群体
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的外围,其搜索范围越大;反之,粒子越接近于群体中

心,其搜索范围越小. 因此,从本质上来说, QPSO算法

与SPSO算法的区别在于后者采用了“速度+位置”的

轨道方式生成新群体;而前者则借鉴群体中所有粒子

的位置建立了分布概率模型,通过随机采样完成了对

群体的更新. 因此QPSO算法可以理解为一种将分布

估计思想装入 PSO框架中的综合型算法. 这也正是

QPSO算法搜索性能优于 SPSO算法及很多遗传算法

的原因.

3 具具具有有有量量量子子子行行行为为为的的的协协协同同同粒粒粒子子子群群群优优优化化化算算算法法法

3.1 协协协同同同搜搜搜索索索策策策略略略

协同进化算法是一类模拟生物协同进化机制的

优化算法,尤其适合于多目标、复杂的动态大规模优

化问题.其核心思想是先将复杂问题分解成多个简单

的子问题,然后采用不同的进化算法求解每个子问题,

最后从整体上进行协调与综合.子问题的求解与整体

综合交替进行,直至找到最优解. 按照协同系统所达

到的空间分解层次进行分类,协同搜索算法可以分为

隐式空间分解和显式空间分解[10]. 为了解决QPSO算

法在迭代后期存在种群多样性过低而导致早熟的问

题, 将协同搜索策略引入QPSO算法, 提出一种具有

量子行为的协同粒子群优化算法(MQPSO).将整个粒

子群划分为𝑁个子种群,采用隐式空间分解的协同策

略,让这𝑁个子种群各自独立地采用QPSO算法进行

进化,并以某一频率共享各自有用的信息.

由上节讨论可知,局部吸引子 𝑞和分布范围𝐿对

整个QPSO算法的性能起着重要作用. 因为 𝑞𝑖 =

𝜙𝑝best𝑖 +(1−𝜙)𝑔best, 𝐿𝑖 = 2𝛽∣𝑚best−𝑥𝑖∣,所以在各子
种群之间通信时,可将每个子种群的 𝑔best和𝑚best同

时进行共享,并将各子种群的 𝑔best和𝑚best都调整为

与具有最好 𝑔best的子种群一样的值. 所有子种群之

间的通信频率可由一个固定的、以迭代次数 𝑡为自变

量的概率控制函数𝐹 (𝑡)进行调节, 𝐹 (𝑡) ∈ [0, 1]. 在

每次迭代开始之前都要判断一下各子种群间是否需

要进行通信. 取随机数 rand(𝑡) ∼ 𝑈(0, 1), 当 rand(𝑡)

⩽ 𝐹 (𝑡)时,共享 𝑔best及𝑚best;否则,各子种群间不通

信, 而按原始QPSO进化规则各自进行进化. 因此,

M QPSO算法可描述如下:

Step 1: 给每个子种群的所有粒子随机赋初始位

置,并求出每个子种群的 𝑔best, mark = 0.

Step 2: 根据概率控制函数𝐹 (𝑡)计算通信概率

exchange possible= 𝐹 (𝑡).

Step 3: 如果 rand(0, 1) ⩽ exchange possible, 则

选出具有最好 𝑔best的子种群 𝑙, 并将其他子种群的

𝑚best𝑖 = 𝑚best𝑙 , 𝑔best𝑖 = 𝑔best𝑙 ,并且mark = 1;否则,

mark = 0.

Step 4: 若mark == 0, 则所有子种群按式 (5)计

算𝑚best;若mark == 1,则不再重新计算𝑚best.

Step 5: 根据式 (6)计算粒子的新位置, 并更新

𝑝best和 𝑔best.

Step 6: 返回 Step 2,直至迭代完成.

Step 7: 选出所有子种群中最好的 𝑔best并输出.

在所有基于协同搜索的优化算法中, 各子种群

之间的通信频率以及子种群大小是影响整个算法性

能优劣的重要因素.如果通信频率过高, 则会导致整

个粒子群的多样性迅速降低,从而较易于陷入局部最

优; 如果通信频率过低, 则会使各子种群合作的优势

不明显. 对于子种群大小而言,如果每个子种群中包

含的粒子数过少, 则会影响各子种群的搜索能力; 如

果过多, 则会导致整个算法开销过大,无法体现协同

搜索算法的优点. 因此应采用实验方法确定出最适合

MQPSO算法的通信频率控制函数以及子种群大小.

3.2 通通通信信信频频频率率率控控控制制制函函函数数数

通信频率控制函数𝐹 (𝑡)一般可设为随迭代次数

𝑡单调递增或单调递减. 令𝐴(𝑡)代表递增函数𝐴(𝑡) =

𝑡/maxiter, 其中maxiter表示最大迭代次数; 令𝐵(𝑡)

代表递减函数𝐵(𝑡) = (maxiter−𝑡)/maxiter. 它们的幂

函数递增递减性质不变.现设置一个包含 4个种群的

粒子群, 分别采用 𝑦 = 𝐴(𝑡)𝑘和 𝑦 = 𝐵(𝑡)𝑘(𝑘 = 0.1,

0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16)作为子种群

间通信频率控制函数, 对取自标准测试函数集[8]的 4

个函数进行测试.这 4个函数的初始化范围、搜索范

围、理论最优值以及函数类型如表 1所示.

表 1 标准测试函数

测试函数 函数表达式 搜索范围 初始化范围 函数理论最优值 函数类型

Unimodal Schwefel 𝑓1(𝑥) = 106𝑥2
1 +

𝑛∑
𝑖=2

(𝑥
2
𝑖 )

2
[−100, 100] [−50, 100] 𝑓1(𝑥) = 0, 𝑥(𝑖) = 0 单峰

Rosenbrock 𝑓2(𝑥) =

𝑛−1∑
𝑖=1

(100(𝑥𝑖+1 − 𝑥
2
𝑖 )

2
+ (𝑥𝑖 − 1)

2
) [−30, 30] [15, 30] 𝑓1(𝑥) = 0, 𝑥(𝑖) = 0 单峰

Griewank 𝑓3(𝑥) =
1

4 000

𝑛∑
𝑖=1

𝑥
2
𝑖 −

𝑛∏
𝑖=1

cos(2π𝑥𝑖) + 10 [−600, 600] [300, 600] 𝑓1(𝑥) = 0, 𝑥(𝑖) = 0 多峰

Multimodal Schwefel 𝑓4(𝑥) = 418.982 9𝑛 −
𝑛∑

𝑖=1

(𝑥𝑖 sin
√

∣𝑥𝑖∣) [−500, 500] [250, 500] 𝑓1(𝑥) = 0, 𝑥(𝑖) = 420.968 7 多峰



第 4期 周 頔等: 具有量子行为的协同粒子群优化算法 585

实验中每个子种群包含 20个粒子, 每个粒子维

数均为 10, 迭代次数上限为 500次. 𝛽随迭代次数增

加在 1.0 ∼ 0.5之间线性减小[3]. 实验环境为Visual

C++6.0, Intel Core2 Duo 2.00 GHz. 对各测试函数采用

不同通信频率控制函数而产生的测试结果用 3次样

条插值显示, 见图 1. 图 1的横坐标表示幂指数 𝑘; 由

于 𝑓1的测试结果大部分在 10−30 ∼ 10−60之间,为了

清晰起见,图 1(a)和图 1(b)中的纵坐标表示函数平均

最优值的数量级; 图 1(c)∼图 1(h)的纵坐标表示函数

平均最优值.
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图 1 通信频率控制函数中𝒌的变

化对MQPSO性能的影响

由图 1可知, 对于单峰函数, 在 𝑘 ⩾ 1的情况下,

用递增类函数𝐴(𝑡)作为通信频率控制函数所得的函

数最优值优于递减类函数𝐵(𝑡); 当 𝑘 ∈ [0, 1]之间时,

情况正好相反.对于多峰函数, 无论采用哪类通信频

率控制函数, 𝑘 ∈ [1,+∞]时的测试结果均优于 𝑘 ∈
[0, 1]时. 综合所有测试函数,采用 𝑦 = (𝑡/maxiter)8作

为通信频率控制函数,能使MQPSO算法具有最好的

搜索精度和稳定性.

3.3 子子子种种种群群群大大大小小小

为了确定最佳的子种群大小,设定一个粒子数为

80的粒子群, 将之分别划分为 2个包含 40个粒子

的子种群 (MQPSO 40), 4个包含 20个粒子的子种群

(MQPSO 20), 8个包含 10个粒子的子种群 (MQPSO

10), 16个包含 5个粒子的子种群 (MQPSO 5), 仍然

对表 1中的 4个测试函数进行测试. 同时也对标准

QPSO算法和 SPSO算法进行对比测试, 其中粒子群

同样包含 80个粒子. 测试时, maxiter= dimension×
100. SPSO算法中, 𝜔从 0.9 ∼ 0.4线性减少[9]. QPSO

算法与MQPSO算法参数的设置均与第 3.2节相同.

采用 𝑦 = (𝑡/maxiter)8控制MQPSO算法的通信频率.

分别记录维数为 10, 30和 50时, 运行 50次得到的平

均最优值以及运行 50次的总耗时 (单位ms), 并列于

表 2中. 维数为 30时,各算法的收敛曲线如图 2所示.
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图 2 各算法收敛曲线

由表 2可知, 对于单峰函数, MQPSO的搜索精

度随子种群中粒子数减少而下降; 而对于多峰函

数, MQPSO的搜索精度则随子种群粒子数减少而

略有增强. 这说明多个子种群协同搜索有效防止了

整个群体多样性的过快下降, 从而减少了陷入局部

最优值的可能性. 各类MQPSO算法的搜索精度大

都强于QPSO算法, 仅对维数为 10的函数 𝑓1进行测

试时, QPSO搜索得到的函数最优值好于MQPSO算

法, 说明MQPSO算法的优势在高维优化问题上更

为明显. 另外, SPSO算法耗时最少, QPSO算法耗时

最多, 这是因为Visual Studio C++中运行随机数函

数消耗了大量时间. 各类MQPSO算法的耗时介于

SPSO与QPSO之间,且随子种群粒子数减少而增加.

由图 2的收敛曲线可以看出, 在大部分情况

下, SPSO的收敛速度最慢, 而QPSO速度最快. 各

MQPSO算法的收敛速度随子种群粒子数减少而依

次下降. 据分析所知, 对于算法而言, 如果收敛速度

过慢, 则该算法的搜索效率相对较低; 如果收敛速

度过快, 则该算法陷入局部最优的概率较高. 因此,

MQPSO之所以能找到比QPSO和SPSO更接近函数

理想最优值的原因在于它具有合适的收敛速度.
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表 2 函数测试结果

算 法
函数 粒子维数

SPSO QPSO MQPSO 40 MQPSO 20 MQPSO 10 MQPSO 5

𝑓1

10
均值 1.387e-40 3.471e-131 6.556e-125 1.593e-109 2.325e-83 7.871e-50

耗时 4 797 8 938 8 250 8 390 8 296 8 875

30
均值 5.217e-25 5.643e-95 1.944 6e-114 1.110e-94 1.502e-73 3.049e-50

耗时 41 544 61 187 70 665 72 421 72 188 73 594

50
均值 4.631e-16 5.339e-69 3.109e-93 1.748e-82 2.857e-66 1.304e-46

耗时 111 603 206 288 196 287 197 618 197 968 201 212

𝑓2

10
均值 4.670 4.061 3.236 3.096 2.327 3.314

耗时 4 906 8 922 8 375 8 422 8 422 8 609

30
均值 42.837 38.349 31.809 23.912 22.572 40.826

耗时 44 298 63 031 73 555 75 585 74 785 75 703

50
均值 80.658 51.672 46.035 45.214 67.297 104.319

耗时 119 885 214 570 205 665 206 290 206 328 209 608

𝑓3

10
均值 0.083 92 0.040 63 0.038 30 0.037 47 0.036 24 0.028 66

耗时 8 953 12 140 12 094 12 250 12 141 12 438

30
均值 0.013 49 9.654e-3 3.489e-3 1.226e-3 2.464e-4 7.660e-4

耗时 79 121 87 969 107 070 108 868 108 360 109 531

50
均值 8.493e-3 2.341e-3 3.698e-4 8.93e-5 0 0

耗时 217 305 298 008 299 493 301 523 301 563 304 063

𝑓4

10
均值 245.966 10.659 0.000 127 0.000 127 0.000 127 0.000 127

耗时 10 063 13 766 12 594 12 813 12 687 12 985

30
均值 2 471.491 518.171 484.016 464.473 321.765 9 88.862 9

耗时 86 796 96 156 113 223 111 855 111 856 112 461

50
均值 5 269.350 1 349.740 1 333.493 1 326.042 1 159.084 1 185.467

耗时 237 188 324 140 307 850 307 890 309 650 311 250

4 结结结 论论论

本文以分布估计算法的角度, 从理论上详细

分析了QPSO算法的原理及其优于原始粒子群算

法及许多进化算法的原因. 将协同搜索策略引入

传统的QPSO算法并用于解决过早熟问题, 提出了

MQPSO算法. 实验表明, 当以 𝑦 = (𝑡/maxiter)8作为

通信频率控制函数、每个子种群大小控制为 10个粒

子时, MQPSO算法具有最好的搜索性能和稳定性,远

远优于原始QPSO算法及 SPSO算法. 其优势在高维

优化问题中更为明显.
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