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摘 要: 研究了一类非线性系统的有限时间稳定性. 通过函数构造和变量替换的方法,给出一个新的非线性系统有

限时间稳定的充分条件.该条件与现有结果相比,具有更少的保守性. 进一步,将所得的结果推广到不确定性非线性

系统,通过构造Lyapunov函数方法,给出系统有限时间稳定的充分条件.仿真例子表明了所得结论的有效性.
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New sufficient condition of finite time stability for nonlinear systems

CHEN Guo-pei1,2, YANG Ying2, LI Jun-min1

(1. Department of Applied Mathematics，Xidian University，Xi’an 710071，China；2. Department of Mathematics,

Huizhou University，Huizhou 516007，China．Correspondent：CHEN Guo-pei，E-mail：cgpken1977@163.com)

Abstract: This paper considers the finite time stability of nonlinear systems. By using the method of function construction

and variable substitution, a new sufficient condition of finite time stability is derived for nonlinear system. This condition is

less conservative than the existing results. Furthermore, it is applied to analyze the finite time stability of a class of uncertain

nonlinear systems. A sufficient condition for finite time stability is given by the method of constructing Lyapunov function.

A numerical example shows the effectiveness of the theoretical results.
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1 引引引 言言言

在系统的收敛性分析中, 渐近稳定性是一个重

要的概念,它表示系统是Lyapunov稳定的,且系统的

运动轨迹在时间趋向无穷大时收敛到系统的平衡

点. 然而, 在许多实际应用中, 往往需要系统的运动

轨迹在有限时间内就能收敛到系统的平衡点. 因此,

提出了一个更强的概念—–有限时间稳定性, 它是

指系统的运动轨迹在有限时间内收敛到系统的平衡

点. 近年来,研究学者已对几类重要系统的有限时间

稳定性及其稳定化进行了研究.文献 [1]给出了非线

性系统有限时间稳定的充要条件以及系统在原点连

续的 settling-time函数. [2]利用上下Lyapunov函数对,

研究了非线性时变系统的有限时间稳定性. [3-4]利用

backstepping技术, 研究了非线性 (不确定)系统的有

限时间稳定化问题. [5]针对具有结构不确定性的动

态系统,利用终端滑模控制方法解决了系统的有限时

间镇定问题. [6-8]通过构造Lyapunov函数的方法给

出了几类重要系统的有限时间稳定性条件,并构造出

相应的有限时间控制器. [9]利用几何特性给出了系

统有限时间稳定的充要条件:系统是渐近稳定的且具

有负的齐次度. [10]研究了连续线性系统的输出稳定

化问题,利用LMI的最优解构造出输出反馈控制器使

闭环系统达到有限时间稳定. [11-12]利用加幂积分

器技巧结合非光滑观测器的方法,明确构造出动态反

馈控制器使闭环系统达到全局有限时间稳定. [13]针

对具有参数和动态不确定性的非线性系统, 结合

Lyapunov函数, backstepping以及 input-to-state稳定等

技术构造了偏状态控制器,使闭环系统达到有限时间

稳定. [14]针对一类线性时不变脉冲系统,通过对固

定和可变时刻加入脉冲控制使系统达到有限时间稳

定. [15]利用齐次系统方法, 研究了不确定切换系统

的有限时间稳定性及其鲁棒稳定化等问题. [16]针对

非线性脉冲动态系统, 利用公共Lyapunov函数和向

量Lyapunov函数给出了系统有限时间稳定的充分条

件以及控制器的构造方法. 针对不同系统,尽管运用

了不同的方法来分析系统的有限时间稳定性和 (或)
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稳定化等问题,但结果仍以 [1-2]的结论为基础,且对

系统均有要求,即: 系统的Lyapunov函数在整个时间

区间上必须是单调减少的. 该要求限制了已有结果在

实际中的应用, 因为对于许多实际系统 (如周期变化

的系统),该要求是难以满足的.

本文通过函数构造和变量替换的方法,给出一个

新的非线性系统有限时间稳定的充分条件,该条件允

许系统的Lyapunov函数在时间区间 𝐼上出现单调增

加的情况; 然后, 利用此条件进一步研究了不确定性

非线性系统的有限时间稳定性问题;最后, 通过仿真

例子说明了定理的有效性.

2 系系系统统统描描描述述述

本文考虑如下的非线性系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝐼. (1)

其中: 𝑈为𝑅𝑛中原点的邻域; 𝑓 : 𝑈 × 𝐼 → 𝑅𝑛连续且

满足 𝑓(0, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ 𝐼 . 将系统 (1)由初始状态 (𝑡0, 𝑥0)

出发的运动轨迹记为𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0),或简记为𝑥(𝑡).

定义 1[1] 非线性系统 (1)是有限时间稳定的,

若:

1)系统 (1)是Lyapunov稳定的,即 ∀𝑡0 ∈ 𝐼以及 𝜀

> 0, 存在一个 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0使得对于任意的𝑥0 ∈
𝐵𝛿(0),有𝑥(𝑡) ∈ 𝐵𝜀(0), 𝑡 ⩾ 𝑡0.

2) ∀𝑡0 ∈ 𝐼 ,存在一个原点的开邻域𝑁(𝑡0) ⊆ 𝑈使

得当𝑥0 ∈ 𝑁(𝑡0)时,有

a)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼有定义;

b)存在 0 ⩽ 𝑇 (𝑡0, 𝑥0) < +∞使得𝑥(𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 𝑡0

+𝑇 (𝑡0, 𝑥0).其中𝑇0(𝑡0, 𝑥0) = inf{𝑇 (𝑡0, 𝑥0) : 𝑥(𝑡, 𝑡0) =

0, 𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 (𝑡0, 𝑥0)}称为系统 (1)的 Settling time函

数.

另外,若系统 (1)是有限时间稳定的,且𝑁(𝑡0) =

𝑈 = 𝑅𝑛,则它是全局有限时间稳定的.

3 非非非线线线性性性系系系统统统的的的有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定性性性

为了便于分析,假设系统 (1)在前向时间上存在

唯一解.

定理 1 考虑系统 (1)的非时变情况, 即 𝑓(𝑥(𝑡),

𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡)). 若存在一个连续函数𝑉 : 𝑈 → 𝑅使得如

下的条件成立:

1)𝑉 正定;

2)存在实数 𝑐 > 0, 𝑎 ∈ (0, 1)以及一个原点的开

邻域𝐷 ⊆ 𝑈使得

𝑉̇ (𝑥(𝑡)) + 𝑐(𝑉 (𝑥(𝑡)))𝑎 ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝐷∖{0}.
则系统 (1)是有限时间稳定的,且 Settling time函数为

𝑇0(𝑡0, 𝑥0) ⩽
1

𝑐(1− 𝑎)
𝑉 (𝑥(𝑡0))

1−𝑎, 𝑥(𝑡0) ∈ 𝐷.

定理 2 对于系统 (1), 若存在一个连续函数𝑉 :

𝑈 → 𝑅和一个正定函数 𝑟 : 𝑅 → 𝑅+使得下面的条件

成立:

1)𝑉 正定;

2) 𝑉̇ (𝑥, 𝑡) ⩽ −𝑟(𝑉 (𝑥, 𝑡)), ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑈 × 𝐼;

3)存在实数 𝜀 > 0使得
w 𝜀

0

d𝑧

𝑟(𝑧)
< +∞.

则系统 (1)是有限时间稳定的,且 Settling time函数为

𝑇0(𝑡0, 𝑥0) ⩽ (𝑡∗ − 𝑡0) +
w 𝑉 (𝑥(𝑡∗),𝑡∗)

0

d𝑧

𝑟(𝑧)
,

其中时刻点 𝑡∗使得𝑉 (𝑥(𝑡∗), 𝑡∗) ∈ [0, 𝜀].

现在,通过放松对系统Lyapunov函数的限制,给

出非线性系统 (1)有限时间稳定的一个新的充分条

件.

定理 3 对于系统 (1), 若存在连续可微函数𝑉 :

𝑈 × 𝐼 → 𝑅+,正定函数 𝑔(𝑡),连续函数ℎ(𝑥(𝑡), 𝑡)以及

函数𝜑 ∈ 𝐶[𝑅+, 𝑅+]满足𝜑(0) = 0及如下条件:

1)𝑉 正定;

2)𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑡) ⩽ 𝜑(𝑉 (𝑥(𝑡0), 𝑡0)), 𝑡 ⩾ 𝑡0;

3) 𝑉̇ (𝑥(𝑡), 𝑡) ⩽ 𝑔(𝑉 )ℎ(𝑥(𝑡), 𝑡);

4)存在 𝜀 > 0, 𝑡0 ⩽ 𝑡 < +∞,使得对于 ∀𝑡0 ∈ 𝐼有w 𝜀

0

d𝑧

𝑔(𝑧)
+

w 𝑡

𝑡0
max
𝑥∈𝐵

ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠 < 0, (2)

其中

𝐵 = {𝑥∣𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑡) ⩽ 𝜙(𝑉 (𝑥(𝑡0), 𝑡0))且𝑥 ∕= 0}.
则系统 (1)有限时间稳定,且

𝑇 (𝑥0, 𝑡0) ⩽ 𝑡∗, 𝑡∗ = min{𝑡 ∣满足式 (2)}.
证证证明明明 由条件 1)可知, 存在一个𝐾类函数𝛼(𝑠)

(𝛼(𝑠), 𝑠 ⩾ 0,严格递增且𝛼(0) = 0)使得

𝛼(∥𝑥(𝑡)∥) ⩽ 𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡]. (3)

进一步, 根据条件 2)和函数𝑉 , 𝜑的定义可知, 对于

∀𝑡0 ∈ 𝐼 ,存在一个数 𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0使得当 ∥𝑥(𝑡0)∥ ⩽ 𝛿(𝜀,

𝑡0)时有

𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑡) ⩽ 𝜑(𝑉 (𝑥(𝑡0), 𝑡0)) ⩽ 𝛼(𝜀).

结合式 (3),有

𝛼(∥𝑥(𝑡)∥) ⩽ 𝛼(𝜀), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 ],

即 ∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜀, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 ].

值得注意的是, 若𝑥(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (𝑡,+∞), 则

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜀, 𝑡 ⩾ 𝑡0,即系统 (1)是Lyapunov稳定的.

下面, 证明存在一点 𝑡∗ ∈ [𝑡0, 𝑡 ]使得𝑥(𝑡∗) =

0 (这将导致𝑥(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (𝑡,+∞)).

反证法. 假设对于 ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 ], 有𝑥(𝑡) ∕= 0, 则由

条件 3)有
𝑉̇ (𝑥(𝑡), 𝑡)

𝑔(𝑉 )
⩽ ℎ(𝑥(𝑡), 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 ]. (4)

另外, 由前述稳定性分析可知, 存在一个原点的邻域

𝑁(𝑡0),使得对于 ∀𝑥(𝑡0) ∈ 𝑁(𝑡0),有
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𝑉 (𝑥(𝑡), 𝑡) ⩽ 𝜑(𝑉 (𝑥(𝑡0), 𝑡0)) ⩽ 𝜀, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡 ].

令𝑥(𝑡0) ∈ 𝑁(𝑡0), 对式 (4)两边由 𝑡0到 𝑡进行积

分有 w 𝑡

𝑡0

𝑉̇ (𝑥(𝑠), 𝑠)

𝑔(𝑉 (𝑥(𝑠), 𝑠))
d𝑠 ⩽

w 𝑡

𝑡0
ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠.

通过变量代换 𝑧 = 𝑉 (𝑥(𝑠), 𝑠)有w 𝑉 (𝑥(𝑡 ),𝑡 )

𝑉 (𝑥(𝑡0),𝑡0)

d𝑧

𝑔(𝑧)
=

w 𝑡

𝑡0

𝑉̇ (𝑥(𝑠), 𝑠)

𝑔(𝑉 (𝑥(𝑠), 𝑠))
d𝑠 ⩽

w 𝑡

𝑡0
ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠,

或 w 𝑉 (𝑥(𝑡0),𝑡0)

𝑉 (𝑥(𝑡 ),𝑡 )

d𝑧

𝑔(𝑧)
+

w 𝑡

𝑡0
ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠 ⩾ 0.

注意到𝑉 (𝑥(𝑡0), 𝑡0) ⩽ 𝜀, 𝑉 (𝑥(𝑡 ), 𝑡 ) ⩽ 𝜀及函数 𝑔的正

定性,有w 𝜀

0

d𝑧

𝑔(𝑧)
+

w 𝑡

𝑡0
max
𝑥∈𝐵

ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠 ⩾
w 𝑉 (𝑥(𝑡0),𝑡0)

𝑉 (𝑥(𝑡 ),𝑡 )

d𝑧

𝑔(𝑧)
+

w 𝑡

𝑡0
ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠 ⩾ 0.

这与条件 4)相矛盾,因此必存在一点 𝑡∗ ∈ [𝑡0, 𝑡 ]

使得𝑥(𝑡∗) = 0, 这导致𝑥(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (𝑡,+∞). 综上

所述,系统 (1)是Lyapunov稳定的且有限时间内收敛,

即系统 (1)是有限时间稳定的. 2
注 1 定理 1和定理 2均要求系统的Lyapunov

函数在整个 𝐼上是单调减少的,但定理 3仅需要系统

的Lyapunov函数满足条件 3)和 4), 它允许系统的

Lyapunov函数在 𝐼上出现单调增加的情况, 因此定

理 3比定理 1和定理 2具有更少的保守性.

4 不不不确确确定定定性性性非非非线线线性性性系系系统统统的的的有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定性性性

利用定理 3的结果,进一步研究不确定性非线性

系统的有限时间稳定性. 考虑如下的不确定性非线性

系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) + Δ𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝐼. (5)

其中: 𝑈为𝑅𝑛中原点的邻域; 𝑓 : 𝑈 × 𝐼 → 𝑅𝑛, Δ𝑓 : 𝑈

× 𝐼 → 𝑅𝑛连续且满足 𝑓(0, 𝑡) = 0, Δ𝑓(0, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈
𝐼 . 将系统 (4)由初始状态 (𝑡0, 𝑥0)出发的运动轨迹记

为𝑥(𝑡, 𝑡0, 𝑥0),或简记为𝑥(𝑡).

定理 4 对于系统 (5), 若存在常数 𝑏𝑖 > 1/2(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 𝑡(𝑡0 ⩽ 𝑡 < +∞)以及连续函数 𝜌(𝑡), ℎ(𝑥,

𝑡)满足如下条件:

1)𝑄T(𝑥)Δ𝑓(𝑥, 𝑡) ⩽ ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑡 ∈ 𝐼 . 其中: 𝑄(𝑥) =

∂𝑊 (𝑥)/∂𝑥, 𝑊 (𝑥) =

𝑛∑
𝑖=1

(𝑥𝑖(𝑡))
2𝑏𝑖 , 𝑥𝑖(𝑡)表示𝑥(𝑡)的

第 𝑖个分量.

2)𝑄T(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑡) + ℎ(𝑥, 𝑡) ⩽ 𝜌(𝑡)[𝑊 (𝑥)]𝑎, 0 < 𝑎 <

1, 𝑡 ⩾ 𝑡0.

3)
w 𝑡

𝑡0
𝜌(𝑠)d𝑠 < 0且

w 𝑡

𝑡0
𝜌(𝑠)d𝑠 ⩽ 0, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0.

则系统 (5)有限时间稳定.

证证证明明明 对于系统 (5), 构造Lyapunov函数𝑉 (𝑥, 𝑡)

= 𝑊 (𝑥(𝑡)). 下面验证定理 3的所有条件成立:

1)𝑉 (𝑥, 𝑡)正定,定理 3的条件 1)显然成立.

2)由条件 1)和条件 2),有

𝑉̇ (𝑥, 𝑡) = 𝑄T(𝑥)(𝑓(𝑥, 𝑡) + Δ𝑓(𝑥, 𝑡)) ⩽

𝑄T(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑡) + ℎ(𝑥, 𝑡) ⩽ 𝜌(𝑡)[𝑊 (𝑥)]𝑎,

或

𝑉̇ (𝑥, 𝑡)

[𝑊 (𝑥(𝑡))]𝑎
⩽ 𝜌(𝑡), ∥𝑥(𝑡)∥ ∕= 0. (6)

注意到𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑊 (𝑥(𝑡))且 0 < 𝑎 < 1,对式 (6)

两边从 𝑡0到 𝑡进行积分可得

𝑉 (𝑥, 𝑡) ⩽
(
𝑉 1−𝑎(𝑥0, 𝑡0) + (1− 𝑎)

w 𝑡

𝑡0
𝜌(𝑠)d𝑠

) 1
1−𝑎

,

∀𝑡 ⩾ 𝑡0.

再由条件 3)有

𝑉 (𝑥, 𝑡) ⩽ 𝑉 (𝑥0, 𝑡0), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0.

取𝜙(𝑠) = 𝑠,可知定理 3的条件 2)成立.

3)取 𝑔(𝑉 ) = 𝑉 𝑎, ℎ(𝑥(𝑡), 𝑡) = 𝜌(𝑡),可知定理 3的

条件 3)成立.

4)记𝐺(𝑡) =
w 𝑡

0

1

𝑔(𝑧)
d𝑧, 则𝐺(𝑡), 𝑡 ⩾ 0连续且

𝐺(0) = 0,同时注意到
w 𝑡

𝑡0
𝜌(𝑠)d𝑠 < 0,故必存在 𝜀 > 0,

使得对于 ∀𝑡0 ∈ 𝐼有w 𝜀

0

d𝑧

𝑔(𝑧)
+

w 𝑡

𝑡0
max
𝑥∈𝐵

ℎ(𝑥(𝑠), 𝑠)d𝑠 =

w 𝜀

0

d𝑧

𝑔(𝑧)
+

w 𝑡

𝑡0
𝜌(𝑠)d𝑠 < 0.

即定理 3的条件 4)也成立.

综上所述, 定理 3的条件全部成立. 由定理 3可

知,系统 (5)有限时间稳定. 2
5 数数数值值值例例例子子子

考虑如下的不确定性非线性系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) + Δ𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅2, 𝑡 ⩾ 0. (7)

其中

𝑥(𝑡0) = [2 3],

𝑓(𝑥, 𝑡) =

[
(−5.5𝑡+ 4.74𝑡2 − 𝑡3)∣𝑥1(𝑡)∣ 13
(−8.3𝑡+ 8.5𝑡2 − 2.1𝑡3)∣𝑥2(𝑡)∣ 25

]
,

Δ𝑓(𝑥, 𝑡) =

[
0.5 sin(0.8𝑡)∣𝑥1(𝑡)∣ 13
0.3 sin 𝑡∣𝑥2(𝑡)∣ 25

]
.

取系统 (7)的Lyapunov函数为𝑉 (𝑥, 𝑡) = 𝑥
4/3
1 + 𝑥

6/5
2 ,

则存在常数 𝑎 = 1/2, 𝑏1 = 2/3, 𝑏2 = 3/5, 𝑡 = 6以及连

续函数

𝜌(𝑡) =

max
𝑡⩾0

{4

3
(−5𝑡+ 4.74𝑡2 − 𝑡3),

6

5
(−8𝑡+ 8.5𝑡2 − 2.1𝑡3)

}
,
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ℎ(𝑥, 𝑡) =
2

3
∣𝑥1∣ 23 +

9

25
∣𝑥2∣ 35

满足定理 4的 3个条件. 由Matlab仿真可得, 系统状

态𝑥(𝑡)的运动轨迹如图 1所示, 系统Lyapunov函数

𝑉 (𝑥, 𝑡)随时间的变化过程如图 2所示.

x t1( )
x t2( )

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

t/s

x
t(
)

图 1 系统状态 x(t)的运动轨迹

0 1 2 3 4 5
t/s

0

2

4

6

v
x

t
(

,
)

图 2 系统Lyapunov函数V(x, t)随时间的变化过程

从图 1可以看出,系统 (7)是有限时间稳定的,从

图 2可以看出, 系统的Lyapunov函数不是单调减少

的, 而是在某些时间区间 (如 [2,2.5])上单调增加的.

对于该情况,原有理论 (定理 1和定理 2)并不适用.

6 结结结 论论论

本文研究了一类非线性系统的有限时间稳定性.

首先, 利用函数构造和变量替换的方法, 给出一个新

的非线性系统有限时间稳定的充分条件,该条件允许

系统的Lyapunov函数在时间区间 𝐼上出现单调增加

的情况, 与已有的结果相比,此条件具有更少的保守

性;然后,将所得结果推广到不确定性非线性系统,给

出其有限时间稳定的充分条件.

未来的研究内容包括: 1)进一步放松混合动态系

统的有限时间稳定性条件; 2)应用现有的有限时间稳

定性结果,研究时滞非线性系统的有限时间稳定性问

题、非线性系统的有限时间稳定化及其跟踪等问题.
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