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摘 要: 提出一种量子神经网络模型及算法. 首先借鉴受控非门的含义提出一种受控量子旋转门,基于该门的物理

意义,提出一种量子神经元模型,该模型包含对输入量子比特相位的旋转角度和对旋转角度的控制量两种设计参数;

然后基于上述量子神经元提出一种量子神经网络模型,基于梯度下降法详细设计了该模型的学习算法;最后通过模

式识别和时间序列预测两个仿真验证了该模型及算法在收敛能力和鲁棒性方面优于普通的BP网络.
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Abstract: A quantum neural networks model and its learning algorithm are presented. Firstly, a quantum controlled-rotating

gate is proposed by analyzing the meaning of the controlled-NOT gate. Then a quantum neuron model is constructed from

the physical meaning of the controlled rotating gate. The model includes two kinds of design parameters, rotation angle and

its control range. Secondly, a quantum neural networks model based on quantum neuron is proposed. By using gradient

descent algorithm, a learning algorithm of this model is designed in detail. With applications of pattern recognition and time

series prediction, the simulation results show that the proposed algorithm is superior to the common BP neural networks in

both convergence capability and robustness.
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1 引引引 言言言

被誉为 20世纪伟大科学革命之一的量子力学尽

管创立已有百年的历史,然而它在神经计算中的应用

仅仅始于 20世纪 90年代. Kak[1]于 1995年首次提出

了量子神经计算的概念. Gopathy等人[2]于 1997年借

用量子理论中量子态叠加的思想,提出了基于多级激

励函数的量子神经网络 (QNN)模型,在 3层网络结构

中,隐层量子神经元的激励函数采用多个传统激励函

数的叠加,使网络有了一种固有的模糊性. Ventura等

人[3]于 1998年研究了量子计算的学习问题, 提出了

量子联想存储的算法, 相对于传统存储量子联想存

储具有指数级的存储容量. Ajit等人[4]于 2000年研究

了量子神经网络的结构和模型, 从多宇宙的量子理

论观点提出了构建叠加的多宇宙量子神经网络模型

的思想.解光军等人[5]于 2001年首次在国内撰文阐述

了量子神经计算的概念, 对国内量子神经网络研究

起到了一定的先导作用. 并于 2004年深入研究了以

通用量子逻辑门组 (即相移门和受控非门)作为计算

基函数, 构造量子神经网络模型的新方法, 研究结果

表明该模型的性能优于传统神经网络[6-7]. 李盼池等

人[8]于 2007年提出一种基于量子输入和量子权值的

量子自组织特征映射网络模型及聚类算法,该算法可

明显提高普通自组织网络的聚类性能; 2008年,基于

量子旋转门和量子受控非门的物理意义,提出一种基

于通用量子门组演化的量子BP网络模型[9]; 2009年,

又提出一种基于量子权值及量子活性值的量子神经
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网络模型,基于梯度下降法构造了该模型的超线性收

敛学习算法[10]. 目前量子计算与神经计算的融合正

逐步成为一个崭新的研究方向.

本文在分析量子受控运算的基础上,提出一种基

于受控量子旋转门的量子神经元模型和量子神经网

络模型,基于量子计算原理构造了该模型的学习算法.

仿真结果表明,该模型及算法在收敛能力和鲁棒性两

个方面明显优于普通BP (CBP)网络.

2 量量量子子子比比比特特特及及及量量量子子子门门门的的的概概概念念念

2.1 量量量子子子比比比特特特

在量子计算中, 量子比特是作为传统计算中“比

特”的对应物而引入的, 目的是描述量子线路的状

态. 量子比特有两个可能的状态 ∣0⟩和 ∣1⟩,记号“∣ ⟩”称
为Dirac记号.比特和量子比特的区别在于,量子比特

的状态可以落在 ∣0⟩和 ∣1⟩之外,可以是状态的线性组

合,常称为叠加态,即

∣𝜙⟩ = 𝛼∣0⟩+ 𝛽∣1⟩, (1)

其中𝛼和 𝛽是一对复数, 称为量子态的概率幅, 即量

子态 ∣𝜙⟩以 ∣𝛼∣2的概率坍缩到 ∣0⟩, 或者以 ∣𝛽∣2的概率
坍缩到 ∣1⟩,且

∣𝛼∣2 + ∣𝛽∣2 = 1. (2)

因此,量子态也可由概率幅表示为 ∣𝜙⟩ = [𝛼, 𝛽]T.

2.2 受受受控控控量量量子子子旋旋旋转转转门门门及及及数数数学学学描描描述述述

在量子计算中,通过对量子位的状态进行一系列

的酉变换,可以实现某些逻辑功能,这些变换所起的

作用相当于逻辑门所起的作用,因此称在一定时间间

隔内实现逻辑变换的量子装置为量子门.量子门是物

理实现量子计算的基础,它包含了量子计算的特点.

1)量子旋转门.量子旋转门定义为

𝑅(𝜑) =

[
ei𝜑 0

0 ei𝜑

]
. (3)

若令 ∣𝜙⟩ =
[
cos 𝜃

sin 𝜃

]
,则有𝑅(𝜑)∣𝜙⟩ =

[
cos(𝜃 + 𝜑)

sin(𝜃 + 𝜑)

]
,

显然𝑅(𝜑)起到了相位旋转的作用.

2)受控量子旋转门.受控非门的意义为,若控制

比特置 0, 则目标比特不变; 若控制比特置 1, 则目标

比特翻转. 由此提出一种受控量子旋转门,该门有两

个输入比特,分别是控制比特和目标比特,若控制比

特置 0, 则目标比特保持不变; 若控制比特置 1, 则目

标比特将产生相位旋转. 因此,受控旋转门描述为

𝐶(𝑘, 𝜑) =

[
ei𝑘𝜑 0

0 ei𝑘𝜑

]
. (4)

其受控作用根据参数 𝑘的取值,可分为如下 3种情况:

a)当 𝑘 = 1时, 𝐶(𝑘, 𝜑) = [cos(𝜃+𝜑) sin(𝜃+𝜑)]T,

使 ∣𝜙⟩的相位旋转𝜑;

b)当 𝑘 = 0时, 𝐶(𝑘, 𝜑) = [cos 𝜃 sin 𝜃]T, 此时

∣𝜙⟩的相位不变;

c)当 0 < 𝑘 < 1时, 𝐶(𝑘, 𝜑) = [cos(𝜃+𝑘𝜑) sin(𝜃+

𝑘𝜑)]T,使 ∣𝜙⟩的相位旋转 𝑘𝜑.

3 量量量子子子神神神经经经网网网络络络模模模型型型

3.1 量量量子子子神神神经经经元元元模模模型型型

本文提出的基于受控量子旋转门的量子神经元

模型包括输入、移相、聚合、旋转、输出 5个部分, 其

中输入和输出用量子位表示,移相、旋转分别由量子

旋转门𝑅(𝜃𝑖)和受控旋转门𝑈(𝜆, 𝜑)实现. 模型见图 1.

图 1中𝑅(𝜃𝑖)的定义同式 (3), 𝑈(𝜆, 𝜑)的定义为

𝑈(𝜆, 𝜑) = 𝐶(𝑓(𝜆), 𝜑). (5)

其中: 𝑓(⋅)为 Sigmoid函数, 𝐶(⋅, ⋅)的定义同式 (4).

R( )θ1

R( )θ2

R( )θn

x1

x2

xn

U( , )λ φ y

…

∑

图 1 量子神经元模型

记 ∣𝑥𝑖⟩ = [cos 𝑡𝑖 sin 𝑡𝑖]
T, 相移和聚合的结果可

定义为
𝑛∑

𝑖=1

𝑅(𝜃𝑖)∣𝑥𝑖⟩ = [cos 𝜃 sin 𝜃]T, (6)

其中

𝜃 = arg
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑅(𝜃𝑖)∣𝑥𝑖⟩
)
=

arctan
( 𝑛∑

𝑖=1

sin(𝑡𝑖 + 𝜃𝑖)
/ 𝑛∑

𝑖=1

cos(𝑡𝑖 + 𝜃𝑖)
)
.

经𝑈(𝜆, 𝜑)作用后,量子神经元的输出为

∣𝑦⟩ = 𝑈(𝜆, 𝜑)

𝑛∑
𝑖=1

𝑅(𝜃𝑖)∣𝑥𝑖⟩ =

[cos(𝜃 + 𝑓(𝜆)𝜑) sin(𝜃 + 𝑓(𝜆)𝜑)]T. (7)

3.2 量量量子子子神神神经经经网网网络络络模模模型型型

量子神经网络由若干个量子神经元按一定的

拓扑结构和连接规则组成. 本节提出的 3层前馈

QNN模型如图 2所示. 其中输入层、隐含层和输出

层分别有𝑛, 𝑝, 𝑚个量子神经元,网络输出为输出层量

子神经元处于状态 ∣1⟩的概率幅.

x1

x2

xn

…

C(0) λ φ1 1, γ ξ1 1, y1

C(0) λ φ2 2, γ ξ2 2, y2

C(0) λ φp p, γ ξm m, yn

… … … …

R( )θ ijR( )θ ij R( )ij

图 2 3层前馈QNN模型
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记

𝛼𝑗 = arg
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑅(𝜃𝑖𝑗)∣𝑥𝑖⟩
)
+ 𝑓(𝜆𝑗)𝜑𝑗 ,

𝛽𝑘 = arg
( 𝑝∑

𝑗=1

𝑅(𝜗𝑗𝑘)∣ℎ𝑗⟩
)
+ 𝑓(𝛾𝑘)𝜉𝑘.

各层输入输出关系可描述为

∣ℎ𝑗⟩ = [cos 𝛼𝑗 sin 𝛼𝑗 ]
T, (8)

𝑦𝑘 = sin 𝛽𝑘. (9)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

4 量量量子子子神神神经经经网网网络络络算算算法法法

4.1 训训训练练练样样样本本本的的的量量量子子子态态态描描描述述述

为了实现训练样本的量子态描述, 对于𝑛维欧

氏空间以实值向量描述的训练样本𝑋 = [𝑥1, 𝑥2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T,定义转换公式如下:

∣𝑋⟩ = [∣𝑥1⟩, ∣𝑥2⟩, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣𝑥𝑛⟩]T, (10)

其中 ∣𝑥𝑖⟩ =
[
cos

( 2π

1 + e−𝑥𝑖

)
, sin

( 2π

1 + e−𝑥𝑖

)]T
.

4.2 网网网络络络参参参数数数的的的调调调整整整规规规则则则

令 𝑦𝑖和 𝑦𝑖为经归一化后的期望输出和实际输出,

定义误差函数为

𝐸 =
1

2

𝑚∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)
2. (11)

记

∣𝑥𝑖⟩ = [cos 𝜙𝑖 sin 𝜙𝑖]
T, 𝐴𝑗 =

𝑛∑
𝑖=1

sin(𝜙𝑖 + 𝜃𝑖𝑗),

𝐵𝑗=

𝑛∑
𝑖=1

cos(𝜙𝑖+𝜃𝑖𝑗), 𝛼𝑗=arctan(𝐴𝑗/𝐵𝑗)+𝑓(𝜆𝑗)𝜑𝑗 ,

𝐶𝑘 =

𝑝∑
𝑗=1

sin(𝛼𝑗 + 𝜗𝑗𝑘), 𝐷𝑘 =

𝑝∑
𝑗=1

cos(𝛼𝑗 + 𝜗𝑗𝑘),

𝛽𝑘 = arctan(𝐶𝑘/𝐷𝑘) + 𝑓(𝛾𝑘)𝜉𝑘,

𝑆𝑗𝑘=(cos(𝛼𝑗+𝜗𝑗𝑘)𝐷𝑘+sin2(𝛼𝑗+𝜗𝑗𝑘))/(𝐶
2
𝑘 +𝐷2

𝑘),

𝑇𝑖𝑗 = (cos(𝜙𝑖 + 𝜃𝑖𝑗)𝐵𝑗 + sin2(𝜙𝑖 + 𝜃𝑖𝑗))/(𝐴
2
𝑗 +𝐵2

𝑗 ).

根据梯度下降法,有

Δ𝛾𝑘 = −∂𝐸/∂𝛾𝑘 =

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘) cos 𝛽𝑘𝜉𝑘𝑓(𝛾𝑘)(1− 𝑓(𝛾𝑘)), (12)

Δ𝜉𝑘 = − ∂𝐸

∂𝜉𝑘
= (𝑦𝑘 − 𝑦𝑘) cos 𝛽𝑘𝑓(𝛾𝑘), (13)

Δ𝜗𝑗𝑘 = − ∂𝐸

∂𝜗𝑗𝑘
= (𝑦𝑘 − 𝑦𝑘) cos 𝛽𝑘𝑆𝑗𝑘, (14)

Δ𝜆𝑗 = −∂𝐸/∂𝜆𝑗 =

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘) cos 𝛽𝑘𝑆𝑗𝑘𝜑𝑗𝑓(𝜆𝑗)(1− 𝑓(𝜆𝑗)), (15)

Δ𝜑𝑗 = − ∂𝐸

∂𝜑𝑗
= (𝑦𝑘 − 𝑦𝑘) cos 𝛽𝑘𝑆𝑗𝑘𝑓(𝜆𝑗), (16)

Δ𝜃𝑖𝑗 = − ∂𝐸

∂𝜃𝑖𝑗
= (𝑦𝑘 − 𝑦𝑘) cos 𝛽𝑘𝑆𝑗𝑘𝑇𝑖𝑗 . (17)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

参数调整规则可统一描述为𝜒(𝑡 + 1) = 𝜒(𝑡) +

𝜂Δ𝜒(𝑡+1). 其中: 𝜒分别等于 𝜃𝑖𝑗 , 𝜗𝑗𝑘, 𝜑𝑗 , 𝜉𝑘, 𝜆𝑗和 𝛾𝑘;

𝜂为学习速率.

由网络输出式 (9)可以看出, 4个迭代序列

{𝜃𝑖𝑗(𝑡)}, {𝜗𝑗𝑘(𝑡)}, {𝜑𝑗(𝑡)}, {𝜉𝑘(𝑡)}的全局最优解并
不唯一.事实上,存在如下定理.

定定定理理理 1 设 𝜃𝑖𝑗 , 𝜗𝑗𝑘, 𝜑𝑗 , 𝜉𝑘分别是迭代序列

{𝜃𝑖𝑗(𝑡)}, {𝜗𝑗𝑘(𝑡)}, {𝜑𝑗(𝑡)}, {𝜉𝑘(𝑡)}的全局最优解, 则

当𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4为任意整数时, 下式确定的 𝜃𝑖𝑗 , 𝜗𝑗𝑘,

𝜑𝑗 , 𝜉𝑘也是全局最优解:

𝜃𝑖𝑗 = 2𝑛1π+ 𝜃𝑖𝑗 , 𝜗𝑗𝑘 = 2𝑛2π+ 𝜗𝑗𝑘,

𝜑𝑗 = 2𝑛3π/𝑓(𝜆𝑗) + 𝜑𝑗 , 𝜉𝑘 = 2𝑛4π/𝑓(𝛾𝑘) + 𝜉𝑘. (18)

证证证明明明 设 𝑦𝑘为与实际输出 𝑦𝑘对应的期望输出,

∣ℎ̂𝑗⟩为与 ∣ℎ𝑗⟩对应的隐层期望输出.由

𝛼𝑗 =arg
( 𝑛∑

𝑖=1

𝑅(2𝑛1π+ 𝜃𝑖𝑗)∣𝑥𝑖⟩
)
+

𝑓(𝜆𝑗)(2𝑛3π/𝑓(𝜆𝑗) + 𝜑𝑗),

得到 ∣ℎ𝑗⟩ = [cos 𝛼𝑗 , sin 𝛼𝑗 ]
T = ∣ℎ̂𝑗⟩. 由

𝛽𝑘 =arg
( 𝑝∑

𝑗=1

𝑅(2𝑛2π+ 𝜗𝑗𝑘)∣ℎ̂𝑗⟩
)
+

𝑓(𝛾𝑘)(2𝑛4π/𝑓(𝛾𝑘) + 𝜉𝑘),

得到 𝑦𝑘 = sin(𝛽𝑘) = 𝑦𝑘. 故由式 (18)确定的 𝜃𝑖𝑗 , 𝜗𝑗𝑘,

𝜑𝑗 , 𝜉𝑘也是全局最优解. 2
5 实实实际际际应应应用用用

5.1 平平平面面面点点点集集集分分分类类类

给定平面上 9个点共两类,模式分布如图 3所示,

样本数据见表 1.

-1 0 1 2 3
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0

1

2

3

x

y

图 3 9点模式分布

表 1 9点模式信息

坐标 (0,0) (1,0) (2,0) (0,1) (1,1) (2,1) (0,2) (1,2) (2,2)

类别 1 2 1 2 1 2 1 2 1

分别用QNN和CBP作为分类器,网络结构取 2-

10-1型,限定迭代步数为 15 000,限定误差精度为 0.1,

学习速率从集合 {0.1, 0.2, ⋅ ⋅ ⋅ , 1.0}中取值.对于集合

中的每种学习速率, 分别用QNN和CBP进行 100次

仿真, 并记录收敛次数、最小迭代步数、平均迭代步
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数等评价指标.当学习速率改变时, 两种模型的收敛

率对比见图 4,迭代步数对比见图 5.
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图 4 QNN和CBP的收敛率对比
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图 5 QNN和CBP的迭代步数对比

根据图 4, 当学习速率变化时, QNN的收敛率均

为 100%;而CBP的收敛率最小为 22%(当 𝜂 = 0.1时),

最大仅为 69%(当 𝜂 = 0.8时). 根据图 5, 当学习速率

变化时, 以平均迭代步数为例, QNN最大为 3 987.70

(当 𝜂 = 0.1时), 最小为 275.01(当 𝜂 = 0.9时), 波动范

围仅为 3 712.69; 然而, CBP最大为 12 335.45(当 𝜂 =

0.1时),约为QNN的 3.1倍,最小为 1 697.24(当 𝜂=1.0

时), 约为QNN的 6.2倍, 波动范围高达 10 638.21, 约

为QNN的 2.9倍. 仿真结果表明, QNN不仅迭代步数

少、收敛率高,而且当参数变化时具有较好的鲁棒性.

5.2 太太太阳阳阳黑黑黑子子子数数数预预预测测测

采用太阳黑子的年平均数序列进行仿真, 自

1700年∼ 2007年,共 308个数据,分布特征见图 6.

图 6 1700∼2007年的太阳黑子数据

多次仿真结果最终确定的预测方案是: 用连

续 10年的数据预测其后 1年的太阳黑子数. 因此,可

以构造出 298个样本数据. 用 1700年∼1957年共 258

年的数据构造训练样本集, 完成网络训练.用余下的

50个样本作为预测集,以检验网络的预测能力. 由样

本特征可知,输入层为 10个节点,输出层为一个节点.

隐层节点取为 30,限定迭代步数取为 2 000,学习速率

取为 0.5,惯性因子取为 0.1. QNN和CBP的训练结果

见表 2,对预测集的预测结果见表 3,预测结果与真实

结果对比见图 7.

表 2 QNN和CBP的训练结果对比

最大误差 最小误差 均方误差
样本个数

QNN CBP QNN CBP QNN CBP

248 51.387 106.498 2 0.002 6 0.018 0 0.835 5 1.562 2

表 3 QNN和CBP的预测结果对比

最大误差 最小误差 均方误差
样本个数

QNN CBP QNN CBP QNN CBP

50 10.582 0 44.447 6 0.041 8 0.561 5 0.389 8 2.585 7

图 7 QNN和CBP的预测结果对比

根据以上仿真结果可以看出, QNN模型预测

结果的最大误差、最小误差、均方误差均明显小于

CBPNN模型, 这是由于在预测模型中引入了量子机

制的缘故. 在QNN中, 通过量子旋转门和受控量子

旋转门的协同作用,增强了网络的学习能力、模式信

息概括能力、函数逼近能力以及泛化推广能力,从而

使QNN呈现出良好的适应性.

6 结结结 论论论

量子神经网络是量子计算与神经计算相融合的

产物.本文基于量子旋转门和受控量子旋转门提出了

一种新的量子神经网络模型,详细设计了该模型的算

法. 理论分析证明,该模型具有周期性的多重吸引子,

可以提高收敛的概率.实验结果表明, 对于简单模式

识别问题,该模型表现出良好的性能,不仅具有较快

的收敛速度、较高的收敛率,而且具有较好的鲁棒性.

对于复杂时间序列预测问题,该模型同样表现出较好

的非线性逼近能力,从而验证了量子机制的引入可以

改善网络的性能,为量子计算与神经计算的融合开辟

了一条新途径.
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