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摘 要: 针对一类模型结构为非下三角的欠驱动系统,在反步法的框架下研究了其非线性输出跟踪控制问题.鉴

于在此类欠驱动系统的反步法设计中,沿用一般下三角系统的偏差难以镇定全部的偏差动态,由此引入了“联系函

数”的概念. 在反步法设计中,构造了异于下三角系统的偏差,设计了状态反馈跟踪控制器,保证了系统偏差的全局

一致渐近稳定性. 仿真结果表明该设计方法是有效的.
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Abstract: Nonlinear output tracking control problem for a class of non-triangular underactuated systems is discussed by

backstepping method. For the non-triangular underactuated systems, if errors in the backstepping design procedure are

defined the same as errors of lower triangular systems, not all the error dynamics are able to be stabilized. Therefore, the

concept of contact function is introduced. Then errors in the backstepping design procedure are constructed differently from

errors of lower-triangular systems. State feedback tracking control controller are designed to guarantee that system errors are

globally asymptotically stable. Simulation results show the effectiveness of the proposed design method.
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1 引引引 言言言

欠驱动系统是指其自身执行器数目小于独立自

由度数目的系统[1-4]. 对于欠驱动系统的输出跟踪控

制问题,可运用反馈线性化[5-6]、变结构控制[7-8]、不动

点法[4]、反步法[9]等方法. 反馈线性化是控制非三角

欠驱动系统的常用方法[4-6], 但若系统无法转换为状

态反馈要求的标准形式,则难以应用此方法. 由于抖

颤效应的影响,变结构控制的应用也受到限制[5-6]. 若

欠驱动系统具有参数严反馈形式,则可用反步法构造

跟踪控制器. 然而,某些欠驱动系统模型不具有下三

角结构. 在反步法框架下,针对非下三角结构的欠驱

动系统,如何选择待镇定系统动态并设计跟踪控制器

是一个需要研究的问题.

本文针对一类具有非下三角结构的二自由度欠

驱动系统,研究了其非线性输出跟踪控制问题.对于

此类系统,引入了“联系函数”的概念. 在反步法设计

中, 重新选择了待镇定的系统动态, 进而构造了异于

下三角系统的偏差,最终设计了光滑状态反馈控制律.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑一类具有非下三角结构的欠驱动系统模型:

𝑥̇1 = 𝑥2 + 𝜙1(𝑥1, 𝜃),

𝑥̇2 = 𝑥3 + 𝜙2(𝑥1, 𝑥2, 𝜃),

...

𝑥̇𝑛−1 = 𝑥𝑛 + 𝜙𝑛−1(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛−1, 𝜃),

𝑥̇𝑛 = 𝑔(𝑥𝑛+1) + 𝜙𝑛(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛, 𝜃),

𝑥̇𝑛+1 = 𝑥𝑛+2,

𝑥̇𝑛+2 = 𝑢+ 𝜙𝑛+2(𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛+2, 𝜃), (1)

𝑦 = 𝑥1. (2)
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其中: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛+2为系统的状态; 𝑢 ∈ 𝑅和 𝑦 ∈ 𝑅分别为

控制输入和输出; 𝜃 ∈ 𝑅𝑝为已知的参数向量; 𝜙𝑖(1 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑛)和𝜙𝑛+2为已知的光滑非线性函数向量; 𝑔为已

知的光滑函数; 𝑦为系统的输出.

欠驱动系统有 2个自由度和 1个控制输入. 将控

制输入可直接影响的自由度称为“直接驱动自由

度”,另一个自由度称为“无驱动自由度”[1]. 状态𝑥1,

𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛对应无驱动自由度的动态, 状态𝑥𝑛+1,

𝑥𝑛+2对应直接驱动自由度的动态. 由于采用状态反

馈控制律, 式 (1)可改写为 𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜃), 其中 𝑓(𝑥, 𝑡,

𝜃)为非线性的连续的向量函数.

假假假设设设 1 待跟踪的参考 𝑦𝑟是连续的、有界的、

已知的,且 𝑦𝑟第 𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛 + 2)阶的时间导数也

是连续的、有界的、已知的.

假假假设设设 2 函数 𝑔(𝑥𝑛+1)及其一阶时间导数和二

阶时间导数是连续的、有界的、已知的.

假假假设设设 3 函数 𝑔(𝑥𝑛+1)的一阶时间导数 𝑔̇(𝑥𝑛+1)

不为 0,或𝑥𝑛+1 ∈ 𝐷0 ⊂ 𝑅时,有

𝑔̇(𝑥𝑛+1) ∕= 0. (3)

假假假设设设 4 函数 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜃)对于变量𝑥和 𝑡满足局

部的Lipchitz条件.

与文献 [9]单自由度的下三角系统不同, 欠驱

动系统 (1)包括直接驱动自由度和无欠驱动自由度

两个子系统, 式 (1)很难转换为下三角形式. 若沿用

对应下三角系统的反步法偏差 (见文献 [9]式 (3.73)),

则可构造镇定无驱动自由度状态𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛的虚

拟反馈函数, 但很难构造对应直接驱动自由度状态

𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2的虚拟反馈函数.

为了解决上述问题,在反步法设计中,需要构造

区别于文献 [9]的系统偏差. 对于此类欠驱动系统,不

能照搬下三角系统的反步设计方法,选择全部系统状

态为待镇定动态. 针对直接驱动自由度,应选择区别

于𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2的待镇定系统动态.

针对欠驱动系统 (1),引入如下定义.

定定定义义义 1 将欠驱动系统模型 (1)中的函数

𝑔(𝑥𝑛+1)称为“联系函数”.

选择联系函数及其一阶时间导数作为对应直接

驱动自由度的待镇定系统动态. 反步设计中的偏差为

𝑧1 = 𝑥1 − 𝑦𝑟,

𝑧2 = 𝑥2 − 𝛼1 − 𝑦̇𝑟,

...

𝑧𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝛼𝑛−1 − 𝑦(𝑛−1)
𝑟 ,

𝑧𝑛+1 = 𝑔(𝑥𝑛+1)− 𝛼𝑛,

𝑧𝑛+2 = 𝑔̇(𝑥𝑛+1)𝑥𝑛+2 − 𝛼𝑛+1, (4)

其中𝛼𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛+ 1)为虚拟状态反馈函数.

3 非非非线线线性性性跟跟跟踪踪踪控控控制制制器器器设设设计计计

选择系统Lyapunov函数𝑉𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛+2)为

𝑉𝑖 =
1

2

𝑖∑
𝑗=1

𝑧2𝑗 . (5)

Step 1 偏差 𝑧1的时间导数为

𝑧̇1 = 𝑥̇1 − 𝑦̇𝑟 = 𝑧2 + 𝛼1 + 𝜙1(𝑥1, 𝜃). (6)

控制Lyapunov函数𝑉1的时间导数为

𝑉̇1 = 𝑧1𝑧2 + 𝑧1(𝛼1 + 𝜙1). (7)

选取虚拟状态反馈函数𝛼1为

𝛼1 = −𝑐1𝑧1 − 𝜙1, (8)

其中 𝑐1为待设计参数且 𝑐1 > 0.

Step i (𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛−1) 偏差 𝑧𝑖的时间导数为

𝑧̇𝑖 =𝛼𝑖 + 𝑧𝑖+1 + 𝜙𝑖 −
𝑖−1∑
𝑗=1

(∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1+

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

∂𝛼𝑖−1

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

)
, (9)

其中 𝑦
(𝑗)
𝑟 为 𝑦𝑟的第 𝑗阶导数. 选取虚拟状态反馈函数

𝛼𝑖为

𝛼𝑖 =− 𝑐𝑖𝑧𝑖 − 𝑧𝑖−1 − 𝜙𝑖 +

𝑖−1∑
𝑗=1

(∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1+

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

∂𝛼𝑖−1

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

)
, (10)

其中 𝑐𝑖为待设计参数且 𝑐𝑖 > 0.

Lyapunov函数𝑉𝑖的时间导数为

𝑉̇𝑖 = 𝑧𝑖𝑧𝑖+1 − 1

2

𝑖∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 . (11)

Step n 偏差 𝑧𝑛的时间导数为

𝑧̇𝑛 =𝑧𝑛+1 + 𝛼𝑛 + 𝜙𝑛 −
𝑛−1∑
𝑗=1

(∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1+

∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

∂𝛼𝑛−1

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

)
− 𝑦(𝑛)𝑟 . (12)

系统控制Lyapunov函数𝑉𝑛的时间导数为

𝑉̇𝑛 =

−
𝑛−1∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 + 𝑧𝑛𝑧𝑛+1 + 𝑧𝑛

[
𝑧𝑛−1 + 𝛼𝑛 + 𝜙𝑛−

𝑛−1∑
𝑗=1

(∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 +

∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

∂𝛼𝑛−1

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

)
− 𝑦(𝑛)𝑟

]
.

(13)

设计第𝑛步的虚拟状态反馈函数为

𝛼𝑛 =− 𝑐𝑛𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1 − 𝜙𝑛 +

𝑛−1∑
𝑗=1

(∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1+
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∂𝛼𝑛−1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

∂𝛼𝑛−1

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

)
+ 𝑦(𝑛)𝑟 , (14)

其中 𝑐𝑛为待设计参数且 𝑐𝑛 > 0. 则Lyapunov函数𝑉𝑛

的时间导数变为

𝑉̇𝑛 = −
𝑛∑

𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 + 𝑧𝑛𝑧𝑛+1. (15)

Step n + 1 偏差 𝑧𝑛+1的时间导数为

𝑧̇𝑛+1 =𝑧𝑛+2 + 𝛼𝑛+1 −
𝑛−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 − ∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑛
𝑔−

𝑛∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 −

𝑛+1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟 . (16)

系统控制Lyapunov函数𝑉𝑛+1的时间导数为

𝑉̇𝑛 =−
𝑛∑

𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 + 𝑧𝑛+1𝑧𝑛+2 + 𝑧𝑛+1

[
𝑧𝑛+

𝛼𝑛+1 −
𝑛−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 − ∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑛
𝑔−

𝑛∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 −

𝑛+1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

]
. (17)

选取第 (𝑛+ 1)步的虚拟状态反馈函数为

𝛼𝑛+1 =− 𝑐𝑛+1𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛 +

𝑛−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 +

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑛
𝑔+

𝑛∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

𝑛+1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟 , (18)

其中 𝑐𝑛+1为待设计参数且 𝑐𝑛+1 > 0. 则Lyapunov函

数𝑉𝑛+1的时间导数变为

𝑉̇𝑛+1 = −
𝑛+1∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 + 𝑧𝑛+1𝑧𝑛+2. (19)

Step n + 2 偏差 𝑧𝑛+2的时间导数为

𝑧̇𝑛+2 =

𝑔𝑥2
𝑛+2 + 𝑔̇𝜙𝑛+2 + 𝑔̇𝑢−

𝑛−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 − ∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑛
𝑔−

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑛+1
𝑥𝑛+2 −

𝑛∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 −

𝑛+2∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟 . (20)

选择系统控制Lyapunov函数𝑉𝑛+2为

𝑉𝑛+2 =
1

2

𝑛+2∑
𝑗=1

𝑧2𝑗 . (21)

系统控制Lyapunov函数𝑉𝑛+2的时间导数为

𝑉̇𝑛+2 =

−
𝑛∑

𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 + 𝑧𝑛+2

[
𝑔̇𝑢+ 𝑧𝑛+1 + 𝑔𝑥2

𝑛+2 + 𝑔̇𝜙𝑛+2−

𝑛−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 − ∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑛
𝑔 − ∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑛+1
𝑥𝑛+2−

𝑛∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 −

𝑛+2∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

]
. (22)

选取状态反馈控制律𝑢为

𝑢 =
1

𝑔̇

[
− 𝑐𝑛+2𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1 − 𝑔𝑥2

𝑛+2 − 𝑔̇𝜙𝑛+2+

𝑛−1∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑗
𝑥𝑗+1 +

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑛
𝑔 +

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑛+1
𝑥𝑛+2+

𝑛∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛+1

∂𝑥𝑗
𝜙𝑗 +

𝑛+2∑
𝑗=1

∂𝛼𝑛

∂𝑦
(𝑗−1)
𝑟

𝑦(𝑗)𝑟

]
, (23)

其中 𝑐𝑛+2为待设计参数且 𝑐𝑛+2 > 0.

定定定理理理 1 考虑欠驱动系统 (1), 选取系统的

Lyapunov函数如式 (21)所示, 采用状态反馈控制律

(23),则闭环系统平衡点 𝑧 = 0是全局一致稳定的,且

欠驱动系统满足

lim
𝑡→∞

𝑧𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛+ 2, (24)

lim
𝑡→∞

[𝑦(𝑡)− 𝑦𝑟(𝑡)] = 0. (25)

证证证明明明 将状态反馈控制律式 (23)代入 (21),系统

Lyapunov函数𝑉𝑛+2的时间导数满足

𝑉̇𝑛+2 = −
𝑛+2∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 . (26)

选取参数 𝑐0使之满足

𝑐0 = min
1⩽𝑚⩽𝑛+2

𝑐𝑚, (27)

则系统Lyapunov函数𝑉𝑛+2的时间导数满足

𝑉̇𝑛+2 = −
𝑛+2∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑧
2
𝑗 ⩽ −𝑊 (𝑧) = −𝑐0 ∣𝑧∣2 ⩽ 0. (28)

由于函数𝑊 (𝑧)是正定的或半正定的, 根据Lasalle-

Yoshizawa定理[9], 𝑧(𝑡)的解是全局一致有界的, 系统

平衡点 𝑧 = 0是全局一致稳定的,且有

lim
𝑡→∞

𝑊 (𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑐0

𝑛+2∑
𝑗=1

(𝑧𝑗(𝑡))
2 = 0. (29)

考虑到偏差的非负性,有

lim
𝑡→∞

𝑧𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛+ 2; (30)

lim
𝑡→∞

𝑧1(𝑡) = lim
𝑡→∞

[𝑦(𝑡)− 𝑦𝑟(𝑡)] = 0. (31)

由于偏差 𝑧(𝑡)的解是全局一致有界的, 由式 (4)

偏差的定义,易知状态𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛+2的解是全局一

致有界的. 2
4 仿仿仿真真真验验验证证证

被控对象的模型为

𝑥̇ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥2

−𝑘 sin𝑥3

𝑥4

𝑢

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑦 = 𝑥1. (32)
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其中: 𝑘为常数, 𝑢为控制量. 式 (32)可视为忽略向心

力项的简化球杆系统[10]. 由第 3节的方法,虚拟反馈

函数分别为

𝛼1 = −𝑐1𝑧1, (33)

𝛼2 =
1

𝑏
[(1− 𝑐21)𝑧1 + (𝑐1 + 𝑐2)𝑧2 − 𝑦𝑟], (34)

𝛼3 = 𝑏𝑧2 − 𝑐3𝑧3 − 1

𝑏
(1− 𝑐21)(−𝑐1𝑧1 + 𝑧2)−

1

𝑏
(𝑐1 + 𝑐2)(𝑧1 + 𝑐2𝑧2 + 𝑏𝑧3)− 𝑦

(3)
𝑟

𝑏
. (35)

状态反馈控制律𝑢为

𝑢 =
1

𝑔 cos(𝑥3)

{[−(1− 𝑐21)
2

𝑏
+

(𝑐1 + 𝑐2)
2

𝑏
− 𝑏

]
𝑧1+[ (1− 𝑐21)(−𝑐1 − 𝑐2)

𝑏
+

(𝑐1 + 𝑐2)(𝑐
2
2 + 𝑏2 − 1)

𝑏
−

𝑏𝑐2 + 𝑏𝑐3

]
𝑧2 + [𝑐21 + (𝑐1 + 𝑐2)(𝑐2 + 𝑐3) + 𝑐23−

𝑏2 − 2]𝑧3 − 𝑐4𝑧4 − 𝑦
(4)
𝑟

𝑏
+ 𝑔 sin(𝑥3)𝑥

2
4

}
. (36)

系统参数为 𝑘 = 7.0. 控制器参数为 𝑐1 = 4, 𝑐2 = 3,

𝑐3 = 2, 𝑐4 = 1.初始值为𝑥1(0) = 150, 𝑥2(0) = 0, 𝑥3(0)

= 0, 𝑥4(0) = 0. 参考信号为

𝑦𝑟(𝑡) = 150 cos(𝑡/3). (37)

仿真结果见图 1. 由图 1可知,系统各状态及控制

量𝑢均是有界的,输出跟踪偏差很快收敛到 0. 仿真结

果表明第 3节的算法是有效的.
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图 1 输出跟踪控制仿真结果

5 结结结 论论论

本文讨论了一类具有非下三角结构的欠驱动系

统的输出跟踪控制问题.对于该类欠驱动系统,若沿

用一般下三角系统反步设计中的偏差,则难以镇定全

部偏差动态. 为此, 引入“联系函数”的概念, 在反步

法设计中构造了不同于下三角系统的偏差. 在递归设

计中, 逐一镇定了联系函数对应的动态, 再通过无驱

动自由度动态镇定了直接驱动自由度动态,最终构造

了状态反馈控制律, 保证了偏差是全局一致稳定的.

仿真结果验证了本文提出方法的有效性.
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