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摘 要: 研究了运输阶段具有等待时间限制的成批运输与并行机生产协调调度问题,目标为最小化制造期与运输费

用之和.通过复杂性分析,证明其是强NP难问题,提出启发式算法并证明其最坏情况性能比为 4− 1/𝑚. 当一个运输

批必须在同一台机器加工时,证明其也是强NP难问题.将加工时间与等待时间限定值进行比较,分别提出两个启发

式算法,并证明其最坏情况性能比分别为 2− 1/𝑚和 4− 1/𝑚.
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Abstract: This paper studies a coordinated scheduling problem of production on parallel machines and batch delivery where

the finished jobs must be deliveried in a limited time. The objective is to minimize the sum of the makespan and the total

delivery cost. Through the complexity analysis, it is proved that the problem is strongly NP-hard, and a heuristic algorithm

is provided with the worst-case ratio 4− 1/𝑚. A special case is also considered, where the jobs in a batch delivery must be

processed on the same machine. For this case, it is proved that the problem is strongly NP-hard, and two heuristic algorithms

are provided with the worst-case ratio 2− 1/𝑚 and 4− 1/𝑚 according to the comparation with the limited waiting time and

the processing times, respectively.
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1 引引引 言言言

本文主要研究并行机生产以及生产后运输具有

等待时间限制的成批运输协调调度问题.并行机上完

工的工件等待组批运输到客户端或下游生产线,这些

工件在限制时间内必须进行运输,因此在决策中既要

考虑工件排序对分批的影响,又要考虑等待时间限制

对排序和分批的影响.本文从钢铁企业中提炼出这类

考虑到生产和能耗的成批运输协调调度问题,如连铸

车间生产出的板坯采用热装热送的方式运输到热轧

车间, 为了减少能耗,要求这些高温板坯在限定的时

间内必须运输到轧钢厂.如何平衡生产和运输的关系,

保障缩短制造工期和降低热量损失是至关重要的问

题之一.

单机生产环境下的成批运输问题首先由Cheng

等人[1]提出, 目标函数为总权重提前惩罚与运输费

用之和. 文献 [2-4]对这一问题的各种情况作出进一

步的研究. [5]研究了并行机生产环境下的批运输调

度问题,目标函数为总流水时间与运输费用之和. [6-

7]在单机以及并行机生产环境下研究了生产与成批

运输协调问题,目标函数为调度费用与运输费用之和.

对于 [7]中目标为总完工时间与运输费用之和的并行

机调度问题, [8]提出了多项式时间近似策略.上述成

批运输与生产协调研究虽涉及并行机的生产环境,但

没有从节能降耗的角度考虑等待运输时间的限制.此
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外, 目标函数并不考虑制造期与运输费用之和.本文

提出的问题,其等待运输时间的限制以及目标函数的

改变使得问题复杂性以及最优解的性质发生改变,原

有的结论以及算法并不适用于该问题.因此, 从钢铁

企业提炼出的并行机生产与等待运输时间受限的问

题不仅对实际生产具有指导意义,而且能够丰富生产

物流调度优化理论,具有一定的理论价值.

2 问问问题题题描描描述述述

假设𝑛个工件在𝑚个同构并行机上进行加工,工

件 𝑖的加工时间为 𝑝𝑖,完工后的工件等待与其他工件

一起组批运输. 分配在一起运输的所有工件称为一

个运输批, 但工件等待运输的时间不能超过限制时

间𝑊 ,且每一批运输均发生一定的运输费用. 目标为

寻求机器效率的最大化和运输成本的最小化. 决策

变量如下: 𝑅为运输批的数量; 𝛼(𝑅)为运输费用函数,

是关于𝑅的线性增函数; 𝐵𝑙为第 𝑙个运输批; 𝑤𝑖为工

件 𝑖加工后等待运输的时间; 𝐶max为制造期,是最后

一批运输开始的时刻; 𝑍(𝜋) = 𝐶max + 𝛼(𝑅)为目标函

数.

采用 3参数表示法[9], 所研究的问题表示为𝑃𝑚

→ 𝐷∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅). 本文研究的运输受到限制的问

题描述为: 在实际运输过程中可能受到条件的限制,

使得一个运输批必须是同一台机器上加工完成的工

件,不同机器上加工的工件不能组成一个运输批. 这

种运输批带有约束的调度问题表示为

𝑃𝑚 → 𝐷′∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅).

下面给出 3划分问题: 给定 3𝑡 + 1个整数 𝑎1, 𝑎2,

⋅ ⋅ ⋅, 𝑎3𝑡, 𝑎,使得 𝑎/4 < 𝑎𝑖 < 𝑎/2以及
3𝑡∑
𝑖=1

𝑎𝑖 = 𝑡𝑎. 问是

否存在互不相交的子集𝐻𝑖,满足 ∣𝐻𝑖∣ = 3且
∑
𝑗∈𝐻𝑖

𝑎𝑗 =

𝑎?

3 问问问题题题Pm → D∣wi∣Cmax +𝜶(R)
首先研究最优调度所满足的性质. 由于完工的工

件在组成运输批时有等待时间的限制,每个运输批的

生产调度应以等待时间最小的原则进行工件排序.进

而,满足等待时间限制的已完工的未运输工件并不受

运输能力的影响,只要满足等待时间限制条件即可放

在同一批中运输.由此得到如下性质.

引引引理理理 1 同一台机器上分配在同一个运输批中

的工件按最长加工时间优先 (LPT)规则进行排序.

引引引理理理 2 一个运输批应包括所有等待时间未超

过限定值的已完工但未运输的工件.

定定定理理理 1 𝑃𝑚 → 𝐷∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅)是强NP难

问题.

证证证明明明 对于 3划分问题,构造一个与之等价的调

度问题𝑃𝑚 → 𝐷∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅)的实例,称 3划分问

题归结到该问题,从而证明该问题也是强NP难的. 构

造调度问题实例如下:

𝑛 = 8𝑡, 𝑚 = 2, 𝑊 = 𝑎, 𝛼(𝑅) = 𝑅(2𝑎+ 1);

𝑝𝑖 = 𝑝3𝑡+𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 3𝑡;
𝑝6𝑡+𝑖 = 𝑝7𝑡+𝑖 = 𝑎+ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡;

门槛值为 𝑧 = 2𝑡(2𝑎+1).可以证明,存在目标值为 𝑧的

调度,当且仅当 3划分问题有解. 机器上的调度如下

所示:

机器 1: 6𝑡+ 1,𝐻1, 6𝑡+ 2, 𝐻2, ⋅ ⋅ ⋅, 7𝑡,𝐻𝑡;

机器 2: 7𝑡+ 1,𝐻𝑡+1, 7𝑡+ 2,𝐻𝑡+2, ⋅ ⋅ ⋅, 8𝑡,𝐻2𝑡;

𝑡个运输批: 𝐵𝑖 = {6𝑡 + 𝑖, 7𝑡 + 𝑖,𝐻𝑖, 𝐻𝑡 + 𝑖}, 𝑖 =
1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑡.

反之,若存在目标值不超过 𝑧的调度,则 3划分问

题有解. 由于所有工件在机器上的平均完成时间为

𝑡(2𝑎 + 1), 运输批数量不能超过 𝑡, 否则运输费用将

超过 𝑡(2𝑎 + 1). 又因为等待时间的限制,加工时间为

𝑎+1的工件至少分配在 𝑡个运输批中进行调度.所以,

8𝑡个工件分成 𝑡个运输批调度. 2𝑡个加工时间为 𝑎+ 1

的工件在机器上构成一个框架,每个机器上留有 𝑡个

长度为 𝑎的区间, 其余 6𝑡个工件分为 2𝑡个集合,满足

每个集合中包含 3个工件且有∑
𝑗∈𝐻𝑖

𝑎𝑗 ⩽ 𝑎, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 2𝑡.

由此可知,
∑
𝑗∈𝐻𝑖

𝑎𝑗 = 𝑎形成了 3划分问题的解. 2
定理 1表明,不可能在多项式时间内找到𝑃𝑚 →

𝐷∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅)的最优解,故寻求一个启发式算法

找到好的近似解是必要的.

算法 1 步骤如下:

Step 1: 初始排序. 按LPT规则对工件排序. 将

𝑚个加工时间最长的工件分配给𝑚台机器加工,任意

一台机器空闲,余下工件中加工时间最长者将分配给

该空闲机器.

Step 2: 重新排序. 设每个工件在并行机上的完

成时间为 𝑐𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛). 将工件重新排序,满足 𝑐1 ⩽
𝑐2 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑐𝑛.

Step 3:分批.令 𝑖 = 1,对于工件𝑖, 𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑗, 𝑗+1,

若满足 𝑐𝑗 − 𝑐𝑖 ⩽ 𝑊 且 𝑐𝑗+1 − 𝑐𝑖 > 𝑊 , 则将工件 𝑖,

𝑖 + 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑗分配在一个运输批中运输.当 𝑖 = 𝑛 + 1时

停止.

算法 1基于LPT规则排序,故算法的时间复杂性

为𝑂(𝑛 log 𝑛).

定定定理理理 2 算法 1的最坏情况性能比为 4− 1/𝑚.
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证证证明明明 设𝐶∗和𝐶(LPT)分别为最优调度和LPT

调度的制造期,根据并行机最小化制造期问题,有

𝐶(LPT)/𝐶∗ ⩽ 4/3− 1/3𝑚.

启发式算法的最坏情况比的性能也与运输批数

量有关. 设𝑅∗和 𝑦分别为最优调度和启发式算法确

定的运输批的数量,则有
𝐶(LPT) + 𝛼(𝑦)

𝐶∗ + 𝛼(𝑅∗)
⩽ 𝐶(LPT)

𝐶∗ +
𝛼(𝑦)

𝛼(𝑅∗)
⩽

4

3
− 1

3𝑚
+

𝑦

𝑅∗ ⩽ 4

3
− 1

3𝑚
+

⌈𝐶(LPT)/𝑊 ⌉
⌈𝐶∗/2𝑊 ⌉ ⩽

4/3− 1/3𝑚+ 2𝐶(LPT)/𝐶∗ ⩽ 4− 1/𝑚. 2
4 问问问题题题Pm → D′∣wi∣Cmax +𝜶(R)

当一个运输批中的工件必须在同一台机器上加

工完成,不同机器上加工的工件不能组成一个运输批

时, 该调度不仅要确定工件在并行机的排序,也要确

定同一机器上的工件如何分批.

定定定理理理 3 𝑃𝑚 → 𝐷′∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅)是强NP难

问题.

证证证明明明 与定理 1类似,证明通过 3划分问题归约

得到. 构造调度实例

𝑛 = 8𝑡, 𝑚 = 2,𝑊 = 𝑎, 𝛼(𝑅) = 𝑅(2𝑎+ 1);

𝑝𝑖 = 𝑝3𝑡+𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 3𝑡;
𝑝6𝑡+𝑖 = 𝑝7𝑡+𝑖 = 𝑎+ 1, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡;

门槛值为 𝑧 = 3𝑡(2𝑎+ 1). 证明当且仅当 3划分问题有

解时, 𝑃𝑚 → 𝐷′∣𝑤𝑖∣𝐶max + 𝛼(𝑅)存在目标值不超过

𝑧的调度.机器调度如下:

机器 1: 6𝑡+ 1, 𝐻1, 6𝑡+ 2,𝐻2, ⋅ ⋅ ⋅, 7𝑡,𝐻𝑡;

机器 2: 7𝑡+ 1, 𝐻𝑡+1, 7𝑡+ 2,𝐻𝑡+2, ⋅ ⋅ ⋅, 8𝑡,𝐻2𝑡;

运输批为: 𝐵2𝑖−1 = {6𝑡 + 𝑖,𝐻𝑖}, 𝐵2𝑖 = {7𝑡 + 𝑖,

𝐻𝑡+𝑖}, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑡. 2
由于𝑃𝑚 → 𝐷′∣𝑤𝑖∣𝐶max+𝛼(𝑅)是强NP难的,需

要寻求好的近似算法. 设𝑃 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑝𝑖, 𝑃 (𝐵𝑙)为运输批

𝐵𝑙中所有工件的总加工时间. 若 𝑝𝑖 > 𝑊 ,则称工件 𝑖

为长工件,否则为短工件.

设𝐶∗和𝑅∗分别为最优调度的制造期和运输批

的数量, 𝑃/𝑚为并行机上的平均负载, ⌈𝑃/2𝑊 ⌉为最
小的运输批的数量. 根据长工件的个数,提出如下两

个启发式算法.

算法 2 (无长工件) 步骤如下:

Step 1: 工件排序.按LPT规则对工件排序.

Step 2: 分批. 设 𝑖 = 1, 若工件 𝑖, 𝑖 + 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑗 − 1,

𝑗满足

𝑗−1∑
𝑘=𝑖

𝑝𝑘⩽𝑊 和

𝑗∑
𝑘=𝑖

𝑝𝑘>𝑊 , 则将工件 𝑖, 𝑖 + 1, ⋅ ⋅ ⋅,

𝑗分配在同一运输批中. 当 𝑖 = 𝑛+ 1时,转至Step 3.

Step 3: 批排序. 设形成的运输批数量为 𝑦, 将这

些批排序使其满足

𝑃 (𝐵1) ⩾ 𝑃 (𝐵2) ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑃 (𝐵𝑦).

Step 4: 成批调度. 将𝑚个加工时间最长的批分

配给𝑚台机器加工,余下批中加工时间最长的批分配

给最早空闲的机器.

算法 2的时间复杂性为𝑂(𝑛 log 𝑛). 下面提出最

优调度的下界为

𝐶∗ + 𝛼(𝑅∗) ⩾ 𝑃/𝑚+ 𝛼(⌈𝑃/2𝑊 ⌉).
定定定理理理 4 算法 2的最坏情况性能比为 2− 1/𝑚.

证证证明明明 设𝐶1为算法 2调度的制造期, 每批工件

总加工时间满足𝑊 < 𝑃 (𝐵𝑙) < 2𝑊 ,因而有
𝐶1 + 𝛼(𝑦)

𝐶∗ + 𝛼(𝑅∗)
⩽

𝑦−1∑
𝑙=1

𝑃 (𝐵𝑙)/𝑚+ 𝑃 (𝐵𝑦) + 𝛼(⌈𝑃/𝑊 ⌉)

𝑃/𝑚+ 𝛼(⌈𝑃/2𝑊 ⌉) ⩽

𝑃/𝑚+ (1− 1/𝑚)𝑃 (𝐵𝑦) + 𝛼(⌈𝑃/𝑊 ⌉)
𝑃/𝑚+ 𝛼(⌈𝑃/2𝑊 ⌉) ⩽

2𝑃/𝑚+ 𝛼(⌈𝑃/𝑊 ⌉)
𝑃/𝑚+ 𝛼(⌈𝑃/2𝑊 ⌉) +

(1− 1/𝑚)𝑃 (𝐵𝑦)− 𝑃/𝑚

𝑃/𝑚
⩽

2− 1/𝑚. 2
算法 3 (长工件个数为𝑢) 步骤如下:

Step 1: 工件排序.按LPT规则对工件排序.长工

件为 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑢;短工件为𝑢+ 1, 𝑢+ 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛.

Step 2:分批.对于所有短工件,若工件 𝑖, 𝑖+1, ⋅ ⋅ ⋅,

𝑗, 𝑗 + 1(𝑖 = 𝑢 + 1, 𝑢 + 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛)满足
𝑗∑

𝑘=𝑖

𝑝𝑘 ⩽ 𝑊 和

𝑗+1∑
𝑘=𝑖

𝑝𝑘 > 𝑊 , 则将工件 𝑖, 𝑖 + 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑗分配在同一运输

批中. 当 𝑖 = 𝑛 + 1时,转至 Step 3,此时记短工件形成

的批为𝐴1, 𝐴2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝐴𝑣.

Step 3: 组批. 根据长工件数量𝑢与短工件批数 𝑣

进行分批考虑.当𝑢 ⩾ 𝑣时,总批数为𝑢,前 𝑣批中包含

1个长工件和 1批短工件,余下𝑢 − 𝑣批中每批含有 1

个长工件.记

𝐵𝑙 = {长工件 𝑙, 𝐴𝑙}, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑣;
𝐵𝑙 = {长工件 𝑙}, 𝑙 = 𝑣 + 1, 𝑣 + 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑢.

当𝑢 < 𝑣时,则转至Step 4.

Step 4:当𝑢 < 𝑣时,前𝑢批中包含 1个长工件和 1

批短工件,记𝐵𝑙 = {长工件 𝑙, 𝐴𝑙}(𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑢),对余
下 𝑣 − 𝑢批未与长工件组批的短工件重新进行分批,

执行算法 2.

Step 5: 设形成的运输批数量为 𝑦,批排序和批调

度执行算法 2中的 Step 3和 Step 4.
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定定定理理理 5 算法 3的最坏情况性能比为 4− 1/𝑚.

证证证明明明 设𝐶2为算法 3调度的制造期. 下面通过

讨论长工件的数量与运输批数量之间的关系来证明

算法的最坏情况性能比.

情况 1 若𝑢 ⩾ 𝑣,则 𝑦 = 𝑅∗. 此时满足
𝐶2 + 𝛼(𝑦)

𝐶∗ + 𝛼(𝑅∗)
⩽

𝑦−1∑
𝑙=1

𝑃 (𝐵𝑙)/𝑚+ 𝑃 (𝐵𝑦) + 𝛼(𝑦)

𝑃/𝑚+ 𝛼(𝑦)
⩽

𝑃/𝑚+ 𝛼(𝑦) + (1− 1/𝑚)𝑃 (𝐵𝑦)

𝑃/𝑚+ 𝛼(𝑦)
⩽

1 +
(1− 1/𝑚)𝑃 (𝐵𝑦)

𝑃/𝑚
⩽ 2− 1/𝑚.

情况 2 若 𝑣 > 𝑢,则 𝑦 > 𝑢,当𝑢 + 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑦时,

运输批满足𝑊 < 𝑃 (𝐵𝑙) < 2𝑊 ,可以得到
𝑢∑

𝑙=1

𝑃 (𝐴𝑙) +

𝑦∑
𝑙=𝑢+1

𝑃 (𝐵𝑙) ⩽ 2𝑊𝑅∗,

𝑦∑
𝑙=𝑢+1

𝑃 (𝐵𝑙) ⩾ 𝑊 (𝑦 − 𝑢).

从而有
𝐶2 + 𝛼(𝑦)

𝐶∗ + 𝛼(𝑅∗)
⩽

𝑦−1∑
𝑙=1

𝑃 (𝐵𝑙)/𝑚+ 𝑃 (𝐵𝑦) + 𝛼(𝑦)

𝐶∗ + 𝛼(𝑅∗)
⩽

𝑃/𝑚+ 𝛼(𝑢) + (1− 1/𝑚)𝑃 (𝐵𝑦)

𝑃/𝑚+ 𝛼(𝑢)
+

𝛼(𝑦 − 𝑢)

𝛼(𝑅∗)
⩽

2− 1/𝑚+

𝑦∑
𝑙=𝑢+1

𝑃 (𝐵𝑙)/𝑊

𝑢∑
𝑙=1

𝑃 (𝐴𝑙) +

𝑦∑
𝑙=𝑢+1

𝑃 (𝐵𝑙)/2𝑊

⩽

4− 1/𝑚. 2
5 结结结 论论论

本文研究了并行机生产与生产后批运输的协调

调度问题,其中工件等待运输的时间受到限制,通过

复杂性分析, 证明该问题以及运输有限制条件均是

强NP-难问题.为此,提出启发式算法,并进行最坏情

况的性能比分析,从而在理论上对算法的性能提出了

保障,为实际生产和运输的协调调度提供了依据. 进

一步的研究方向有: 平衡库存最小化和运输费用最小

化的调度问题以及流水车间生产与成批运输的协调

调度问题.
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