
第 26卷 第 7期
Vol. 26 No. 7

控 制 与 决 策
Control and Decision

2011年 7月
Jul. 2011

基于一类连续非线性函数的多智能体系统有限时间一致性

文章编号: 1001-0920 (2011) 07-1101-04

佘莹莹, 方华京
(华中科技大学控制科学与工程系，武汉 430074)

摘 要: 针对存在时滞的多智能体系统,提出了基于一类连续非线性函数的有限时间一致性算法. 利用Lyapunov有

限时间稳定性理论和矩阵理论,给出了这类算法使得系统能够在有限时间内达到一致的充分条件,进而给出了一个

满足条件的有限时间一致性算法,并对该算法的收敛性进行分析,得到了系统的收敛时间. 数值仿真验证了所提出算

法的有效性.
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Abstract: Finite-time consensus algorithm for multi-agent systems with communication delays is proposed. Based on the

theory of finite-time Lyapunov stability and matrix theory, the sufficient conditions which guarantee the multi-agent systems

to reach a consensus in finite time are obtained. Moreover, a finite-time consensus protocol is given by appplying the

sufficient conditions, the convergence of the system is analyzed, and the settling time for the system to reach a consensus is

given. Simulation results show the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引 言言言

近年来, 多智能体系统的协调控制已经成为控

制领域的研究热点,其应用涉及人造卫星群的姿态控

制、自治移动小车系统以及自动高速公路系统等多个

领域. 文献 [1-6]对多智能体系统的一致性问题进行

了大量研究.作为多智能体系统协调控制中的研究热

点,一致性问题主要基于多智能体系统中智能体相互

之间的信息交换,通过设计一致性协议使得所有智能

体的状态达到某同一值.

在实际应用中,多智能体系统的收敛速度十分重

要,目前已有的大多数一致性算法均是使得群体系统

状态达到渐近稳定. 但是,实际系统的状态变量不可

能在有限的时间内达到平衡状态,因而有限时间一致

性问题具有更强的工程应用背景. 文献 [7]提出了一

类基于符号梯度函数的非连续控制算法,解决了无向

连通网络拓扑结构下系统的有限时间一致性问题.随

后, [8]针对有向且强连通网络拓扑结构下的多智能

体系统提出了两类非连续控制算法,分别解决了最大

和最小有限时间收敛问题. [9-10]在经典线性一致性

算法[2]的基础上提出了两类有限时间一致性算法,指

出在有向网络具有一个生成树时,系统可以在有限时

间内收敛. 此外, [11-12]也研究了多智能体系统的有

限时间一致性问题.

在实际应用中,智能体之间通过传感器或通信设
备进行信息传输必然会产生时滞问题.为此, 本文针
对具有时滞的多智能体系统,提出了基于一类连续非
线性函数的有限时间一致性算法,并给出了这类算法
使得时滞系统能在有限时间内达到一致的充分条件.

2 多多多智智智能能能体体体系系系统统统模模模型型型与与与预预预备备备知知知识识识

假设多智能体系统中有𝑛个智能体,用一个无向
图𝐺 = (𝑉,𝐸,𝐴)表示智能体之间的信息交换网络拓
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扑结构. 顶点集𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛}为有限的非空
集, 图的顶点 𝑣𝑖表示智能体 𝑖; 边集𝐸 ⊆ 𝑉 2, 图的边
𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸表示智能体 𝑖与智能体 𝑗可以相互

传递信息, 即 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸 ⇔ 𝑒𝑗𝑖 ∈ 𝐸; 加权图的邻接矩
阵𝐴 = [𝑎𝑖𝑗 ]为对称非负矩阵, 𝑎𝑖𝑖 = 0,当 𝑖 ∕= 𝑗且 (𝑣𝑖,

𝑣𝑗) ∈ 𝐸时, 𝑎𝑖𝑗 > 0. 智能体 𝑖的邻接成员用集合𝑁𝑖 =

{𝑣𝑗 ∈ 𝑉 : (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸}表示.

若图𝐺中两个不同顶点 𝑣𝑖和 𝑣𝑗存在一条路径,
则称 𝑣𝑖和 𝑣𝑗是可达的. 当且仅当图𝐺的任意两个不

同的顶点之间都存在一条路径时,称该图是连通图.

系统中智能体可以表示为

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑓(𝑥𝑖(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡)), (1)

其中𝑢𝑖(𝑡)为反馈控制输入. 存在时滞时,多智能体系
统为

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑎𝑥𝑖(𝑡) +

𝑛∑
𝑞=1

𝑏𝑞𝑢𝑖(𝑡− 𝜏𝑞). (2)

定义 1[13] 无向图𝐺的Laplacian矩阵定义为

𝐿(𝐺) = 𝐿 = 𝐷 −𝐴,

其中𝐷 = diag(𝑑1, 𝑑2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑛)是图𝐺的度矩阵, 𝑑𝑖 =∑
𝑗 ∕=𝑖

𝑎𝑖𝑗 . 显然, 𝐿是一个对称的半正定矩阵,且𝐿1=0.

定义 2[9] 定义函数 sign(𝑟)𝛼≜ sign(𝑟)∣𝑟∣𝛼. 其中:
𝑟 ∈ 𝑅, 𝛼 > 0. 符号函数 sign(𝑟)定义为

sign(𝑟) =

⎧⎨⎩
1, 𝑟 > 0;

0, 𝑟 = 0;

− 1, 𝑟 < 0.

可以看出, sign(𝑟)𝛼是关于 𝑟连续的,且有

d∣𝑟∣𝛼+1
/d𝑟 = (𝛼+ 1)sign(𝑟)𝛼.

引理 1[13] 对于一个给定的无向图𝐺, 𝐿为该无
向图的Laplacian矩阵. 若𝐺是连通的, 则𝐿(𝐴)半正

定,且𝐿(𝐴)的特征根满足

0 = 𝜆1(𝐿) < 𝜆2(𝐿) ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝜆𝑛(𝐿).

图𝐺的代数连通度为

min
𝜉 ∕=0,1T𝜉=0

𝜉T𝐿(𝐴)𝜉

𝜉T𝜉
,

即当 𝜉满足1T𝜉 = 0时,有 𝜉T𝐿(𝐴)𝜉 ⩾ 𝜆2(𝐿(𝐴))𝜉
T𝜉.

引理 2[7] 假设函数𝑉 (𝑡) : [0,∞) → [0,∞)是可

微的 (在零点的导数为右导数),若
d𝑉 (𝑡)

d𝑡
⩽ −𝐾𝑉 (𝑡)𝛼.

其中: 𝐾 > 0, 0 < 𝛼 < 1. 则函数𝑉 (𝑡)将会在有限时

间 𝑡∗ ⩽ 𝑉 (0)
1−𝛼

𝐾(1− 𝛼)
内收敛到零点. 对于所有 𝑡 ⩾ 𝑡∗,有

𝑉 (𝑡) = 0.

引理 3[14] 考虑如下系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +

𝑘∑
𝑖=0

𝐵𝑖𝑢(𝑡− ℎ𝑖), 𝑡 ⩾ 0. (3)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑛, 𝐴和𝐵𝑖为𝑛 × 𝑛矩阵, ℎ𝑖

为正常数. 当

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) +

𝑘∑
𝑖=0

𝐿ℎ𝑖

(𝐴,𝐶𝑖)
𝑢𝑖,

𝐿ℎ𝑖

(𝐴,𝐶𝑖)
𝑓 =

w 0

−ℎ𝑖

e𝐴(−ℎ𝑖−𝑠)𝐶𝑖𝑓(𝑠)d𝑠,

𝐶𝑖 = 𝐵𝑖e
−𝐴ℎ𝑖

时,可以得到

𝑦̇(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡), 𝐵 =

𝑘∑
𝑖=0

𝐶𝑖. (4)

若系统 (4)在反馈控制𝑢(𝑡) = 𝑘(𝑡)𝐹 (𝑦(𝑡))下可

以在有限时间内达到一致 (其中 𝑘(𝑡)有界且𝐹 (𝑦(𝑡))

连续),则可以得出系统 (3)在反馈控制

𝑢(𝑡) = 𝑘(𝑡)𝐹
(
𝑥(𝑡) +

𝑘∑
𝑖=0

𝐿ℎ𝑖

(𝐴,𝐶𝑖)
𝑢𝑖

)
下可以在有限时间内达到一致.

引理 4[11] 当 𝑦𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡) +

𝑛∑
𝑞=1

𝐿
𝜏𝑞
(𝑎,𝑐𝑞)

𝑢𝑖时,系

统 (3)的收敛时间𝑇 (𝑥)应该滞后于系统 (4)的收敛时

间𝑇 (𝑦), 其滞后时间差为系统
𝑛∑

𝑞=1

𝐿
𝜏𝑞
(𝑎,𝑐𝑞)

𝑢𝑖达到稳定

的时间. 此时有

𝑇
( 𝑛∑

𝑞=1

𝐿
𝜏𝑞
(𝑎,𝑐𝑞)

𝑢𝑖

)
⩽

𝑛∑
𝑞=1

𝑇 (𝐿
𝜏𝑞
(𝑎,𝑐𝑞)

𝑢𝑖) ⩽
𝑛∑

𝑞=1

𝑐𝑞𝜏𝑞,

𝑇 (𝑥) ⩽ 𝑇 (𝑦) +

𝑛∑
𝑞=1

𝑐𝑞𝜏𝑞.

引理 5[9] 给定 𝜉1, 𝜉2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝜉𝑛⩾0和 0<𝑝⩽1,有( 𝑛∑
𝑖=1

𝜉𝑖

)𝑝

⩽
𝑛∑

𝑖=1

𝜉𝑝𝑖 ⩽ 𝑛1−𝑝
( 𝑛∑
𝑖=1

𝜉𝑖

)𝑝

.

3 有有有限限限时时时间间间一一一致致致性性性分分分析析析

下面针对存在时滞的多智能体系统 (1), 提出基

于一类连续非线性函数的有限时间一致性算法,并给

出该类算法使得系统能够在有限时间内达到一致必

须满足的充分条件.

根据引理 3,当 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) +

𝑘∑
𝑖=0

𝐿ℎ𝑖

(𝐴,𝐶𝑖)
𝑢𝑖时,有

𝑦̇𝑖(𝑡) = 𝑎𝑦𝑖(𝑡) + 𝑏𝑢𝑖. (5)

对于系统 (5), 基于一类连续非线性函数的有限时间

一致性算法为

𝑦̇𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖

( ∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡))
)
. (6)

此时,系统的反馈控制输入为

𝑢𝑖(𝑡) = −1

𝑏

[
𝑎𝑦𝑖(𝑡)− 𝑓𝑖

( ∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡))
)]

.

(7)

定定定理理理 1 考虑具有𝑛个智能体的多智能体系统,
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在其通信拓扑结构图𝐺无向且连通时,有限时间一致

性算法 (6)中的非线性函数 𝑓𝑖若满足以下两个条件,

则在反馈控制输入 (7)下,时滞系统 (2)可以在有限时

间内达到一致.

条条条件件件 1 对于 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑓𝑖是一连续的增函

数,当且仅当 𝑧𝑖 = 0时, 𝑓𝑖(𝑧𝑖) = 0;

条条条件件件 2 对于给定的通信拓扑结构图𝐺和初始

状态 𝑦(0),存在常数𝛼和 𝑙满足 0 < 𝛼 < 1, 𝑙 > 0,对于

任意 0 < ∣𝑧∣ ⩽ ∥𝐿(𝐴)∥∞∥𝑦(0)∥∞,有

min
1⩽𝑖⩽𝑛

𝑓𝑖(𝑧𝑖)
2( w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠

)𝛼 ⩾ 𝑙.

证证证明明明 令 𝑧𝑖 =
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖),可以得到

𝑧 = −𝐿(𝐴)𝑦, 𝑧̇ = −𝐿(𝐴)𝑦̇ = −𝐿(𝐴)𝑓(𝑧),

0 < ∣𝑧∣ ⩽ ∥𝑧(𝑡)∥∞ = ∥𝐿(𝐴)𝑦(𝑡)∥∞ ⩽

∥𝐿(𝐴)∥∞∥𝑦(𝑡)∥∞ ⩽ ∥𝐿(𝐴)∥∞∥𝑦(0)∥∞.

选取Lyapunov函数𝑉 (𝑡)=

𝑛∑
𝑖=1

w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠.当 𝑓𝑖(𝑧𝑖)

满足条件 1时, 可知当且仅当 𝑧(𝑡) = 0,时, 𝑉 (𝑡) = 0且

𝑉 (𝑡)⩾0. 对其求导可得到

d𝑉 (𝑡)

d𝑡
=

𝑛∑
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑧𝑖)𝑧̇𝑖 = −𝑓T(𝑧)𝐿(𝐴)𝑓(𝑧).

当𝑉 (𝑡) ∕= 0时,有
d𝑉 (𝑡)

d𝑡
= −𝑓T(𝑧)𝐿(𝐴)𝑓(𝑧)

𝑓T(𝑧)𝑓(𝑧)

𝑓T(𝑧)𝑓(𝑧)

𝑉 (𝑡)
𝛼 𝑉 (𝑡)𝛼.

由引理 1可知
𝑓T(𝑧)𝐿(𝐴)𝑓(𝑧)

𝑓T(𝑧)𝑓(𝑧)
⩾ 𝜆2(𝐿).

当 𝑓𝑖(𝑧𝑖)满足条件 2时,有

𝑓T(𝑧)𝑓(𝑧)

𝑉 (𝑡)
𝛼 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑧𝑖)
2

( 𝑛∑
𝑖=1

w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠

)𝛼
.

由引理 5可知( 𝑛∑
𝑖=1

w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠

)𝛼

⩽
𝑛∑

𝑖=1

( w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠

)𝛼

.

因此得到

𝑓T(𝑧)𝑓(𝑧)

𝑉 (𝑡)
𝛼 ⩾

𝑛∑
𝑖=1

𝑓𝑖(𝑧𝑖)
2

𝑛∑
𝑖=1

( w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠

)𝛼
⩾ 𝑙,

d𝑉 (𝑡)/d𝑡 ⩽ −𝑙𝜆2(𝐿)𝑉 (𝑡)𝛼.

根据引理 2有

𝑉 (𝑡) =

⎧⎨⎩ (−𝑙𝜆2(𝐿)(1− 𝛼)𝑡+ 𝑉 (0)1−𝛼)
1

1−𝛼 , 𝑡 < 𝑡∗;

0, 𝑡 ⩾ 𝑡∗.

综上所述, 非线性函数 𝑓𝑖若满足给定的两个条

件,则系统 (5)在有限时间一致性算法 (6)的控制下是

有限时间收敛的,其收敛时间

𝑡∗ = 𝑉 (0)
1−𝛼

/(𝑙𝜆2(𝐿)(1− 𝛼)).

因此, 根据引理 3可知反馈控制输入 (7)可以使得时

滞系统 (2)在有限时间内达到收敛, 由引理 4可知系

统的收敛时间为𝑇 (𝑥)⩽𝑇 (𝑦) +

𝑛∑
𝑞=1

𝑐𝑞𝜏𝑞. 2
4 仿仿仿真真真算算算例例例

下面给出一个满足定理 1所提出的两个条件的

有限时间一致性算法. 首先通过理论分析证明该算法

能够使得时滞系统 (2)在有限时间内收敛; 然后通过

数值仿真来验证本文的理论结果.

在有限时间一致性算法 (6)中,令

𝑓𝑖(𝑧𝑖(𝑡)) = sign
[ ∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡))
]𝛼

+

𝛽
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡)).

其中: 0<𝛼<1, 𝛽>0, 𝑧𝑖=
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖). 此时系统

的反馈控制输入为

𝑢𝑖(𝑡)=− 1

𝑏

{
𝑎𝑦𝑖(𝑡)−

[
sign

[∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗(𝑡)−𝑦𝑖(𝑡))
]𝛼
+

𝛽
∑
𝑗∈𝑁𝑖

𝑎𝑖𝑗(𝑦𝑗(𝑡)− 𝑦𝑖(𝑡))
]}

.

显然,当且仅当 𝑧𝑖 = 0时, 𝑓𝑖(𝑧𝑖) = 0,且 𝑓𝑖为连续且增

函数,此时非线性函数 (8)满足条件 1. 当

𝑙 = min
1⩽𝑖⩽𝑛

{
(min{(∥𝐿(𝐴)∥∞∥𝑦(0)∥∞)

𝛼(1−𝛼)
,

∥𝐿(𝐴)∥∞∥𝑦(0)∥∞})
/(

2max
{( 1

1+𝛼

)𝛼

,
(𝛽
2

)𝛼})}
时,有

𝑓𝑖(𝑧𝑖)
2(w 𝑧𝑖

0
𝑓(𝑠)d𝑠

)𝛼 =
(sign(𝑧𝑖)

𝛼
+ 𝛽𝑧𝑖)

2( 1

1 + 𝛼
∣𝑧𝑖∣1+𝛼

+
𝛽

2
𝑧𝑖

2
)𝛼 ⩾

∣𝑧𝑖∣2𝛼( 1

1 + 𝛼

)𝛼

∣𝑧𝑖∣(1+𝛼)𝛼
+
(𝛽
2

)𝛼

𝑧𝑖2𝛼
⩾ 𝑙.

可以得出,非线性函数 (8)满足条件 2. 因此,非线性函

数 (8)满足定理 1给出的两个条件.

下面给出具有时滞的多智能体系统 (2)在反馈控

制输入 (9)下, 能够在有限时间内达到收敛的数值仿

真. 考虑由 6个智能体组成的系统,其通信网络拓扑

结构如图 1所示,其邻接权重均为 1. 智能体的初始状

态随机给定,根据 0 < 𝛼 < 1,选取𝛼 = 0.5, 𝛽 = 1.

图 2显示了 𝜏 =0.5 s时,时滞系统 (2)中所有个体

在反馈控制输入 (9)下的状态轨迹, 根据定理 1得到

系统的收敛时间为 32.7 s. 从图 2可以看出,只要系统
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的通信网络拓扑结构满足给定的条件,则系统便能在

有限时间内达到一致.

1 2 3

6 5 4

图 1 系统通信网络拓扑结构
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图 2 时滞系统的状态轨迹

5 结结结 论论论

本文提出了基于一类连续非线性函数的有限时

间一致性算法. 由Lyapunov有限时间稳定性理论和

矩阵理论可知,在时滞系统的通信网络拓扑结构是无

向且连通的情况下,该类算法能够使得时滞系统在有

限时间内达到一致.进一步,给出了一个满足条件的

有限时间一致性算法,并通过仿真实例验证了该算法

的有效性.
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