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摘 要: 研究一类具有区间时变时滞的离散不确定广义Markov跳变系统的时滞相关鲁棒稳定性问题. 通过

将 Jensen不等式与一个新的定界不等式相结合,得到了一个新的稳定性判据,该判据中仅含有Lyapunov变量,具有

较小的计算负担. 进而,基于凸组合方法得到了另一个新的稳定性判据,该判据引入了一些自由矩阵变量,具有较小

的保守性. 数值算例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract: The problem of delay-dependent robust stability for a class of discrete-time uncertain singular Markovian jump

systems with interval time-varying delay is studied. By combining the Jensen inequality with a new bounding inequality, a

novel stability criterion is obtained, which involves only Lyapunov variables and has less computation burden. Based on the

convex combination method, another novel stability criterion is proposed, which introduces some free matrix variables and

is less conservative. Numerical examples show the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引 言言言

很多实际系统,可能因元件或系统互联故障,环

境变化,以及网络传输延迟等原因而发生结构和参数

上的突然变化, 这时系统常常可以用Markov跳变系

统来进行建模和分析[1]. 时滞是实际系统中常常遇到

的问题, 因此时滞Markov跳变系统的研究成为了一

个研究热点. 对于离散情况,文献 [2-3]研究了具有模

态相关时滞的Markov跳变系统稳定性分析和控制器

设计;对于具有一般时变时滞的情况,文献 [4]研究了

时滞相关镇定问题.

另一方面,由于可以更好地描述电子电路、经济

系统和电力系统等一类实际系统, 广义系统的研究

引起了极大的关注. 与一般系统不同,当研究离散广

义时滞系统的稳定性时,必须同时考虑正则性和因果

性, 这使得广义时滞系统的研究更加复杂[5-7]. 对于

具有定常时滞的离散广义Markov跳变系统,文献 [8]

研究了鲁棒𝐻∞问题, [9]研究了鲁棒随机稳定性和

镇定问题.对于具有模态相关时滞的情况, [10]研究了

鲁棒稳定性和𝐻∞控制问题, [11]研究了鲁棒𝐻∞滤

波问题. 而对于时变时滞系统, 特别是区间时变时

滞系统的研究还比较少. 最近, [12-13]研究了具有区

间时变时滞的离散广义Markov跳变系统的稳定性和

镇定问题.但 [12-13]在推导稳定性判据的过程中,都

将−
𝑘−1∑

𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍𝐸𝑦𝑙放大为−
𝑘−1∑

𝑙=𝑘−𝑑𝑘

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍𝐸𝑦𝑙,其

中ℎ1⩽𝑑𝑘⩽ℎ2,这使得 [12-13]中方法的保守性较大.

本文研究具有区间时变时滞的离散广义Markov

跳变系统的鲁棒稳定性问题. 首先, 采用两种方法
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对Lyapunov-Krasovskii泛函的前向差分中的有限和

项进行适当的定界, 得到两个新的随机稳定性判据.

同时, 结合正则性和因果性分析,得到两个相应的容

许性判据. 其中, 第 1种方法是将 Jensen不等式与一

个新的定界不等式相结合, 使得稳定性判据中仅含

有Lyapunov变量, 具有较小的计算负担; 第 2种方法

是基于凸组合方法[14],使得稳定性判据具有较小的保

守性. 将以上两种方法推广到不确定情况,并通过数

值算例验证所提出方法的有效性.

为了简化叙述,本文记𝐴(𝑟𝑘 = 𝑖)为𝐴𝑖,其他矩阵

类推;记 𝑦𝑘 = 𝑥𝑘+1−𝑥𝑘;记𝐴+𝐴T为 sym(𝐴);矩阵中

的对称元素用星号“∗”表示; 𝐼𝑛和 0𝑛分别为𝑛 × 𝑛维

的单位矩阵和全零矩阵,并且在不产生混淆的情况下,

简写为 𝐼和 0; 0𝑛×𝑚为𝑛×𝑚维的全零矩阵.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑一类离散广义不确定Markov跳变系统⎧⎨⎩
𝐸𝑥𝑘+1 = (𝐴(𝑟𝑘) + Δ𝐴(𝑟𝑘))𝑥𝑘+

(𝐴𝑑(𝑟𝑘) + Δ𝐴𝑑(𝑟𝑘))𝑥𝑘−𝑑𝑘
,

𝑥𝑘 = 𝜑𝑘, 𝑘 = −ℎ2,−ℎ2 + 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 0.
(1)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑹𝑛为系统的状态向量; 𝜑𝑘为初始状态函

数; 矩阵𝐸 ∈ 𝑹𝑛奇异, 且 rank(𝐸) = 𝑟 < 𝑛; 𝐴(𝑟𝑘),

𝐴𝑑(𝑟𝑘)为适当维数的模态相关定常矩阵系统; 模

态 𝑟𝑘是取值于有限集合𝑺 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}上的齐次
Markov过程, 从模态 𝑖到模态 𝑗的转移概率为𝜋𝑖𝑗 =

Pr{𝑟𝑘+1 = 𝑗∣𝑟𝑘 = 𝑖}, 𝜋𝑖𝑗 ⩾ 0,
𝑠∑

𝑗=1

𝜋𝑖𝑗 = 1. Δ𝐴(𝑟𝑘)和

Δ𝐴𝑑(𝑟𝑘)描述系统的时变不确定性,具有以下形式:

[ Δ𝐴(𝑟𝑘) Δ𝐴𝑑(𝑟𝑘) ] = 𝐻(𝑟𝑘)𝐹𝑘[ 𝐸1(𝑟𝑘) 𝐸2(𝑟𝑘) ].

(2)

𝐻(𝑟𝑘), 𝐸1(𝑟𝑘)和𝐸2(𝑟𝑘)为适当维数的模态相关定常

矩阵, 𝐹𝑘为未知时变矩阵, 且满足𝐹 T
𝑘 𝐹𝑘 ⩽ 𝐼(∀𝑘).

𝑑𝑘为区间时变时滞,满足ℎ1 ⩽ 𝑑𝑘 ⩽ ℎ2, ℎ1和ℎ2为已

知非负整数.

定定定义义义 1 考虑如下标称系统:

𝐸𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑖𝑥𝑘 +𝐴𝑑𝑖𝑥𝑘−𝑑𝑘
. (3)

对于任意 𝑖 ∈ 𝑺, 如果 det(𝑧𝐸 −𝐴𝑖)不恒等于零, 则

称系统 (3)是正则的; 如果系统 (3)是正则的, 且对于

任意 𝑖 ∈ 𝑺, 满足 deg(det(𝑧𝐸 −𝐴𝑖)) = rank(𝐸), 则称

系统 (3)是因果的; 如果对于任意𝜑𝑘和 𝑟0 ∈ 𝑺, 满足

E
[ ∞∑
𝑘=0

𝑥T
𝑘𝑥𝑘∣𝜑𝑘, 𝑟0

]
< ∞,则称系统 (3)是随机稳定的;

如果系统 (3)满足正则性、因果性和随机稳定性,则称

系统 (3)是随机容许的. 如果对于任意容许的不确定

性 (2), 系统 (1)均是随机容许的, 则称其是鲁棒容许

的.

在得出本文主要结果之前,首先给出如下引理.

引引引理理理 1 对于任意标量𝑀 ⩾ 0, 𝑁 ⩾ 0和 𝑑𝑚 <

𝑑 < 𝑑𝑀 ,有
𝑀

𝑑− 𝑑𝑚
+

𝑁

𝑑𝑀 − 𝑑
⩾ min

{𝑀 + 3𝑁

𝑑𝑀 − 𝑑𝑚
,
𝑁 + 3𝑀

𝑑𝑀 − 𝑑𝑚

}
. (4)

证明过程与文献 [15]相似,此处略.

定理 2[16] 给定适当维数矩阵𝑍T = 𝑍, 𝐸, Δ

和𝐹 ,且Δ满足ΔTΔ ⩽ 𝐼 ,则𝑍 + 𝐸Δ𝐹 + 𝐹 TΔT𝐸T <

0成立的充要条件是存在一个正数 𝜀使得𝑍+𝜀𝐸𝐸T +

𝜀−1𝐹 T𝐹 < 0成立.

3 主主主要要要结结结果果果

由引理 1可得到如下结果：

定定定理理理 1 如果存在适当维数矩阵𝑃𝑖 > 0, 𝑄𝑗 >

0, 𝑍𝑙 > 0, 𝑆𝑖, 𝑆𝑑𝑖 (𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑙 = 1, 2)使得对于

𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2,下式:

Π𝑖,𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ𝑖 +Υ𝑗 Γ T

𝑖 𝑃𝑖 ℎ1Γ
T
𝑖 𝑍1 𝜌Γ T

𝑖 𝑍2

∗ −𝑃𝑖 0 0

∗ ∗ −𝑍1 0

∗ ∗ ∗ −𝑍2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (5)

成立,则系统 (3)是随机容许的. 其中

Ξ𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ𝑖,11 Ξ𝑖,12 𝐸T𝑍1𝐸 0

∗ Ξ𝑖,22 0 0

∗ ∗ −𝑄1 − 𝐸T𝑍1𝐸 0

∗ ∗ ∗ −𝑄2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Ξ𝑖,11 = 𝐸T(𝑃𝑖 − 𝑃𝑖)𝐸 + sym(𝐸T𝑃𝑖𝐴𝑖 + 𝑆𝑇
𝑖 𝑅

T𝐴𝑖)+

𝑄1 +𝑄2 + (1 + 𝜌)𝑄3 − 𝐸T𝑍1𝐸,

Ξ𝑖,12 = 𝐸T𝑃𝑖𝐴𝑑𝑖 + 𝑆T
𝑖 𝑅

T𝐴𝑑𝑖 +𝐴T
𝑖𝑅𝑆𝑑𝑖,

Ξ𝑖,22 = sym(𝑆T
𝑑𝑖𝑅

T𝐴𝑑𝑖)−𝑄3,

Υ1 = −𝛾1 − 3𝛾2, Υ2 = −3𝛾1 − 𝛾2,

𝛾1 = 𝑊 T
1 𝐸

T𝑍2𝐸𝑊1, 𝛾2 = 𝑊 T
2 𝐸

T𝑍2𝐸𝑊2,

𝑊1 = [0 𝐼 −𝐼 0], 𝑊2 = [0 𝐼 0 −𝐼],

𝑃𝑖 =

𝑠∑
𝑗=1

𝜋𝑖𝑗𝑃𝑗 , Γ𝑖 = [𝐴𝑖 𝐴𝑑𝑖 0 0],

𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 − 𝐸, 𝜌 = ℎ2 − ℎ1,

𝑅 ∈ 𝑹𝑛×(𝑛−𝑟)为满足𝐸T𝑅 = 0的任意列满秩矩阵.

证证证明明明 为了证明系统 (3)的随机容许性, 首先证

明系统 (3)的正则性和因果性. 由于𝐸奇异且 rank(𝐸)

= 𝑟 < 𝑛,则存在非奇异矩阵 𝑀̂, 𝑁̂ ∈ 𝑹𝑛×𝑛满足

𝑀̂𝐸𝑁̂ =

[
𝐼𝑟 0

0 0

]
. (6)

定义

𝐴𝑖 = 𝑀̂𝐴𝑖𝑁̂ =

[
𝐴𝑖,11 𝐴𝑖,12

𝐴𝑖,21 𝐴𝑖,22

]
,
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𝑃𝑖 = 𝑀̂−T𝑃𝑖𝑀̂
−1 =

[
𝑃𝑖,11 𝑃𝑖,12

𝑃 T
𝑖,12 𝑃𝑖,22

]
, (7)

𝑆𝑖 = 𝑆𝑖𝑁̂ = [𝑆𝑖1, 𝑆𝑖2], 𝑅̂ = 𝑀̂−T𝑅 =

[
0

Φ

]
. (8)

由式 (5),有Ξ𝑖,11 < 0. 进而,由𝑄𝑗 > 0 (𝑗 = 1, 2, 3)以

及式 (7)和 (8),可得[
× ×
× 𝑆T

𝑖,2Φ
T𝐴𝑖,22 +𝐴T

𝑖,22Φ𝑆𝑖,2

]
< 0, (9)

其中“×”为与结论无关的矩阵.

由式 (9),可得

𝑆T
𝑖,2Φ

T𝐴𝑖,22 +𝐴T
𝑖,22Φ𝑆𝑖,2 < 0, (10)

式 (10)意味着𝐴𝑖,22非奇异.根据反证法,假设𝐴𝑖,22奇

异,则必存在非零向量 𝜍 ∈ 𝑹𝑛−𝑟,使得𝐴𝑖,22𝜍 = 0. 进

而, 𝜍T(𝑆T
𝑖,2Φ

T𝐴𝑖,22 +𝐴T
𝑖,22Φ𝑆𝑖,2)𝜍 = 0. 这与式 (10)矛

盾,故𝐴𝑖,22非奇异.

由于𝐴𝑖,22非奇异,可得

det(𝑧𝐸 −𝐴𝑖) =

det(𝑀̂−1) det(𝑧𝐸̂ −𝐴𝑖) det(𝑁̂
−1) =

det(𝑀̂−1) det(−𝐴𝑖,22) det(𝑧𝐼𝑟 − (𝐴𝑖,11−
𝐴𝑖,12𝐴

−1
𝑖,22𝐴𝑖,21)) det(𝑁̂

−1). (11)

式 (11)表明 det(𝑧𝐸 −𝐴𝑖)不恒等于零,以及

deg(det(𝑧𝐸 −𝐴𝑖)) = 𝑟 = rank(𝐸).

由定义 1,系统 (3)是正则的和因果的. 下面证明

系统 (3)的随机稳定性.

考虑如下Lyapunov-Krasovskii泛函:

𝑉 (𝑥𝑘, 𝑖) =

𝑉1(𝑥𝑘, 𝑖) + 𝑉2(𝑥𝑘) +

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−ℎ1

𝑥T
𝑙 𝑄1𝑥𝑙+

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑥T
𝑙 𝑄2𝑥𝑙 + ℎ1

0∑
𝜃=−ℎ1+1

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−1+𝜃

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍1𝐸𝑦𝑙+

𝜌

−ℎ1∑
𝜃=−ℎ2+1

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−1+𝜃

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙. (12)

其中

𝑉1(𝑥𝑘, 𝑖) = 𝑥T
𝑘𝐸

T𝑃𝑖𝐸𝑥𝑘,

𝑉2(𝑥𝑘) =

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−𝑑𝑘

𝑥T
𝑙 𝑄3𝑥𝑙 +

−ℎ1+1∑
𝜃=−ℎ2+2

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−1+𝜃

𝑥T
𝑙 𝑄3𝑥𝑙.

假设 𝑟𝑘 = 𝑖, 对𝑉 (𝑥𝑘, 𝑟𝑘)的前向差分取数学期

望,即Δ𝑉 (𝑥𝑘, 𝑟𝑘) = E[𝑉 (𝑥𝑘+1, 𝑟𝑘+1)]− 𝑉 (𝑥𝑘, 𝑟𝑘),有

Δ𝑉 (𝑥𝑘, 𝑖) =

Δ𝑉1(𝑥𝑘, 𝑖) + Δ𝑉2(𝑥𝑘) + 𝑥T
𝑘(𝑄1 +𝑄2)𝑥𝑘−

𝑥T
𝑘−ℎ1

𝑄1𝑥𝑘−ℎ1 − 𝑥T
𝑘−ℎ2

𝑄2𝑥𝑘−ℎ2−

ℎ1

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−ℎ1

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍1𝐸𝑦𝑙 − 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙+

𝑦T
𝑘𝐸

T(ℎ2
1𝑍1 + 𝜌2𝑍2)𝐸𝑦𝑘. (13)

其中

Δ𝑉1(𝑥𝑘, 𝑖) =

𝑥T
𝑘+1𝐸

T𝑃𝑖𝐸𝑥𝑘+1 − 𝑥T
𝑘𝐸

T𝑃𝑖𝐸𝑥𝑘 =

𝑥T
𝑘𝐸

T(𝑃𝑖 − 𝑃𝑖)𝐸𝑥𝑘 + 2𝑥T
𝑘𝐸

T𝑃𝑖𝐸𝑦𝑘 + 𝑦T
𝑘𝐸

T𝑃𝑖𝐸𝑦𝑘,

(14)

Δ𝑉2(𝑥𝑘) =

𝑘∑
𝑙=𝑘+1−𝑑𝑘+1

𝑥T
𝑙 𝑄3𝑥𝑙 −

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−𝑑𝑘

𝑥T
𝑙 𝑄3𝑥𝑙+

(ℎ2 − ℎ1)𝑥
T
𝑘𝑄3𝑥𝑘 −

𝑘−ℎ1∑
𝑙=𝑘+1−ℎ2

𝑥T
𝑙 𝑄3𝑥𝑙 ⩽

(𝜌+ 1)𝑥T
𝑘𝑄3𝑥𝑘 − 𝑥T

𝑘−𝑑𝑘
𝑄3𝑥𝑘−𝑑𝑘

. (15)

由 Jensen不等式,有

− ℎ1

𝑘−1∑
𝑙=𝑘−ℎ1

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍1𝐸𝑦𝑙 ⩽

− [𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−ℎ1 ]
T𝐸T𝑍1𝐸[𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−ℎ1 ], (16)

根据 Jensen不等式和引理 1,有

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 =

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−𝑑𝑘

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 − 𝜌

𝑘−𝑑𝑘−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 ⩽

−𝜌

𝑑𝑘 − ℎ1
𝜉T
𝑘𝛾1𝜉𝑘 +

−𝜌

ℎ2 − 𝑑𝑘
𝜉T
𝑘𝛾2𝜉𝑘 ⩽

max{−𝜉T
𝑘𝛾1𝜉𝑘 − 3𝜉T

𝑘𝛾2𝜉𝑘,−3𝜉T
𝑘𝛾1𝜉𝑘 − 𝜉T

𝑘𝛾2𝜉𝑘}, (17)

其中 𝜉𝑘 = [ 𝑥T
𝑘 𝑥T

𝑘−𝑑𝑘
𝑥T
𝑘−ℎ1

𝑥T
𝑘−ℎ2

]T, 𝛾1和 𝛾2见式

(5)中定义.

由𝐸T𝑅 = 0,有

0 = 2𝑦T
𝑘𝐸

T𝑅[𝑆𝑖𝑥𝑘 + 𝑆𝑑𝑖𝑥𝑘−𝑑𝑘
] =

2[𝐴𝑖𝑥𝑘 +𝐴𝑑𝑖𝑥𝑘−𝑑𝑘
]T𝑅[𝑆𝑖𝑥𝑘 + 𝑆𝑑𝑖𝑥𝑘−𝑑𝑘

]. (18)

将式 (14)∼(18)代入 (13),整理可得

Δ𝑉 (𝑥𝑘, 𝑖) ⩽

𝜉T
𝑘 [Ξ𝑖 + Γ T

𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2
1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖]𝜉𝑘+

max
{−𝜉T

𝑘𝛾1𝜉𝑘 − 3𝜉T
𝑘𝛾2𝜉𝑘,−3𝜉T

𝑘𝛾1𝜉𝑘 − 𝜉T
𝑘𝛾2𝜉𝑘

}
.

(19)

根据 Schur补原理,如果式 (5)成立,则有

𝑸1
𝑖 = Ξ𝑖 − 𝛾1 − 3𝛾2 + Γ T

𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2
1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖 < 0,

𝑸2
𝑖 = Ξ𝑖 − 3𝛾1 − 𝛾2 + Γ T

𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2
1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖 < 0.

故有Δ𝑉 (𝑥𝑘, 𝑖) < 0和

E[𝑉 (𝑥𝑘+1, 𝑟𝑘+1)]− 𝑉 (𝑥𝑘, 𝑟𝑘) ⩽ −𝛽𝑥T
𝑘𝑥𝑘, (20)
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其中𝛽 = inf{𝜆min(−𝑸𝑗
𝑖 ), 𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2}.

进而,对𝑇 ⩾ 1,有

E[𝑉 (𝑥𝑇+1, 𝑟𝑇+1)]− E[𝑉 (𝑥0, 𝑟0)] ⩽ −𝛽

𝑇∑
𝑘=0

𝑥T
𝑘𝑥𝑘,

(21)
整理可得

E
[ 𝑇∑
𝑘=0

𝑥T
𝑘𝑥𝑘

]
⩽

𝛽−1{E[𝑉 (𝑥0, 𝑟0)]− E[𝑉 (𝑥𝑇+1, 𝑟𝑇+1)]} ⩽

𝛽−1E[𝑉 (𝑥0, 𝑟0)]. (22)

令𝑇 → ∞,即得

E
[ ∞∑
𝑘=0

𝑥T
𝑘𝑥𝑘

]
⩽ 𝛽−1E[𝑉 (𝑥0, 𝑟0)] < ∞.

这样根据定义 1,系统 (3)随机稳定. 2
注注注 1 定理 1中采用的Lyapunov-Krasovskii泛

函 (12)与文献 [12-13]相同, 其充分利用了区间时变

时滞 𝑑𝑘的信息 (时滞下界ℎ1和时滞区间范围 𝜌),使所

得稳定性条件比只采用部分时滞信息时 (仅时滞区间

范围 𝜌相关),具有更小的保守性. 而ℎ2 = ℎ1 + 𝜌, 所

以当ℎ1和 𝜌已经利用时, ℎ2将是冗余的,不必出现在

稳定性判据中.

注注注 2 文献 [12-13]在推导系统稳定性条件时,

由恒零等式引入了一些自由变量矩阵. 定理 1通过

利用引理 1, 使得需要求解的线性矩阵不等式仅包

含Lyapunov矩阵, 避免了任何自由变量矩阵的引

入. 另外, 文献 [12-13]将−
𝑘−1∑

𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍𝐸𝑦𝑙放大为

−
𝑘−1∑

𝑙=𝑘−𝑑𝑘

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍𝐸𝑦𝑙,而定理 1利用引理 1对该项进行

了更加严格的定界 (17),使得定理 1比文献 [12-13]中

的方法具有较小的保守性,后面给出的数值算例验证

了这一点.

注注注 3 文献 [17-18]对连续时间时滞系统提出

了一种积分项上界估计方法. 如果采用文献 [17-

18]中的方法对式 (17)中的−𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙项

进行定界,则有

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 =

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−𝑑𝑘

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 − 𝜌

𝑘−𝑑𝑘−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 ⩽

− 𝛾1 − 𝛾2 − (ℎ2 − 𝑑𝑘)𝜌
−1𝛾1 − (𝑑𝑘 − ℎ1)𝜌

−1𝛾2,

(23)

即

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 + 𝛾1 + 𝛾2+

(ℎ2 − 𝑑𝑘)𝜌
−1𝛾1 + (𝑑𝑘 − ℎ1)𝜌

−1𝛾2 ⩽ 0. (24)

然后, 根据式 (24)是 𝛾1和 𝛾2在 [ℎ1, ℎ2]上的凸组合,

可得式 (24)等价于

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 + 2𝛾1 + 𝛾2 ⩽ 0,

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 + 𝛾1 + 2𝛾2 ⩽ 0. (25)

综合式 (23)∼(25),可得

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 ⩽

max{−𝛾1 − 2𝛾2,−2𝛾1 − 𝛾2}. (26)

由于 𝛾1 ⩾ 0, 𝛾2 ⩾ 0,可见max{−𝛾1 − 3𝛾2, − 3𝛾1

−𝛾2} ⩽ max{−𝛾1 − 2𝛾2, − 2𝛾1 − 𝛾2},所以采用引理

1处理−𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙项,可以取得比文献 [17

-18]中的方法更小的保守性.

注注注 4 需要注意的是引理 1中不等式 (4)的两边

仅当𝑀 = 𝑁时才相等. 这表明仅当 𝛾1 = 𝛾2时, 定

理 1中式 (17)的第 2个“⩽”的两边才能相等. 所以当

使用引理 1对求和项 −𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙定界时

仍引入了一定的保守性. 下面,根据凸组合方法,得到

一个具有更小保守性的判据.

定定定理理理 2 如果存在适当维数矩阵𝑃𝑖 > 0, 𝑄𝑗

> 0, 𝑍𝑙 > 0, 𝑆𝑖, 𝑆𝑑𝑖, 𝑀𝑖和𝑁𝑖(𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑙 =

1, 2),使得对于 𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2,下式:

Π̄𝑖,𝑗 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ξ𝑖 +Ψ𝑖 Γ T
𝑖 𝑃𝑖 ℎ1Γ

T
𝑖 𝑍1 𝜌Γ T

𝑖 𝑍2 Ω𝑖.𝑗

∗ −𝑃𝑖 0 0 0

∗ ∗ −𝑍1 0 0

∗ ∗ ∗ −𝑍2 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑍2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0 (27)

成立, 则系统 (3)是随机容许的. 其中Ψ𝑖 = 𝜌 [ 0 𝑀𝑖−
𝑁𝑖 𝑁𝑖 −𝑀𝑖]𝐸, Ω𝑖,1 = 𝜌𝑀𝑖, Ω𝑖,2 = 𝜌𝑁𝑖,其他矩阵与

式 (5)中定义相同.

证证证明明明 采用与定理 1类似的过程, 可以证明系

统 (3)的正则性和因果性. 下面仅证明系统 (3)的随

机稳定性. 采用与定理 1相同的Lyapunov泛函 (12),

但与定理 1不同, 利用有限和不等式[21]对求和项
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−𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙定界,有

− 𝜌

𝑘−ℎ1−1∑
𝑙=𝑘−ℎ2

𝑦T
𝑙 𝐸

T𝑍2𝐸𝑦𝑙 ⩽

2𝜌𝜉T
𝑘 [𝑁𝑖𝐸(𝑥𝑘−ℎ1 − 𝑥𝑘−𝑑𝑘

)+𝑀𝑖𝐸(𝑥𝑘−𝑑𝑘
− 𝑥𝑘−ℎ2)]+

𝜌𝜉T
𝑘 [(𝑑𝑘 − ℎ1)𝑁𝑖𝑍

−1
2 𝑁T

𝑖 + (ℎ2 − 𝑑𝑘)𝑀𝑖𝑍
−1
2 𝑀T

𝑖 ]𝜉𝑘.

(28)

用式 (28)代替 (17)代入 (13),整理可得

Δ𝑉 (𝑥𝑘, 𝑖) ⩽

𝜉T
𝑘 [Ξ𝑖+sym(Ψ𝑖) +Θ(𝑑𝑘)+

Γ T
𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2

1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖]𝜉𝑘. (29)

其中:Ξ𝑖,Γ𝑖和 𝜉𝑘见式 (8)中定义, Ψ𝑖见式 (27)中定义.

Θ(𝑑𝑘)=(𝑑𝑘 − ℎ1)𝜌𝑁𝑖𝑍
−1
2 𝑁T

𝑖 +(ℎ2 − 𝑑𝑘)𝜌𝑀𝑖𝑍
−1
2 𝑀T

𝑖 .

由 于Θ(𝑑𝑘)是 𝜌𝑁𝑖𝑍
−1
2 𝑁T

𝑖 和 𝜌𝑀𝑖𝑍
−1
2 𝑀T

𝑖 在 [ℎ1,

ℎ2]上的凸组合,有

Ξ𝑖 + sym(Ψ𝑖) +Θ(𝑑𝑘)+

Γ T
𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2

1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖 < 0, (30)

等价于

Ξ𝑖 + sym(Ψ𝑖) +Θ(ℎ1)+

Γ T
𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2

1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖 < 0, (31)

和

Ξ𝑖 + sym(Ψ𝑖) +Θ(ℎ2)+

Γ T
𝑖 (𝑃𝑖 + ℎ2

1𝑅1 + 𝜌2𝑅2)Γ𝑖 < 0. (32)

根据Schur补定理, 式 (27)对于 𝑗 = 1, 2分别等

价于 (31)和 (32). 这样式 (27)保证了 (30)成立. 然后,

沿着与定理 1相同的证明过程, 可得系统 (3)随机稳

定. 2
注注注 5 定理 2利用凸组合方法, 将含有时变参

数的不等式 (30)转化为两个等价的定常不等式 (31)

和 (32), 而如注 4中所述, 定理 1在使用引理 1对求

和项定界时引入了一定的保守性, 使得定理 2比定

理 1具有更小的保守性. 但是,定理 2中也由有限和不

等式引入了一些自由矩阵变量𝑀𝑖和𝑁𝑖(𝑖 ∈ 𝑺),使其

计算负担比定理 1大.

下面应用引理 2, 可以容易地将定理 1和定理 2

推广到不确定系统 (1).

定定定理理理 3 如果存在适当维数矩阵𝑃𝑖 > 0, 𝑄𝑗 >

0, 𝑍𝑙 > 0, 𝑆𝑖, 𝑆𝑑𝑖和标量 𝜀𝑖 > 0(𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2, 3,

𝑙 = 1, 2)使得下式:⎡⎢⎣ Π𝑖,𝑗 𝐻̄𝑖 𝜀𝑖𝐸̄𝑖

∗ −𝜀𝑖𝐼 0

∗ ∗ −𝜀𝑖𝐼

⎤⎥⎦ < 0, 𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2 (33)

成立,则对于任意容许的不确定性 (2),系统(1)均是随

机容许的.其中Π𝑖,𝑗见式 (5)中定义, 𝐻̄𝑖 = [(𝐸T𝑃𝑖𝐻𝑖+

𝑆T
𝑖 𝑅

T𝐻𝑖)
T, 𝐻T

𝑖 𝑅𝑆𝑑𝑖, 0𝑛,2𝑛, 𝐻
T
𝑖 𝑃𝑖, ℎ1𝐻

T
𝑖 𝑍1, 𝜌𝐻

T
𝑖 𝑍2]

T,

𝐸̄𝑖 = [ 𝐸1,𝑖 𝐸2,𝑖 0𝑛,5𝑛 ]T.

定定定理理理 4 如果存在适当维数矩阵𝑃𝑖 > 0, 𝑄𝑗 >

0, 𝑍𝑙 > 0, 𝑆𝑖, 𝑆𝑑𝑖, 𝑀𝑖, 𝑁𝑖和标量 𝜀𝑖 > 0 (𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 =

1, 2, 3, 𝑙 = 1, 2)使得下式:⎡⎢⎣ Π̄𝑖,𝑗 𝐻̃𝑖 𝜀𝑖𝐸̃𝑖

∗ −𝜀𝑖𝐼 0

∗ ∗ −𝜀𝑖𝐼

⎤⎥⎦ < 0, 𝑖 ∈ 𝑺, 𝑗 = 1, 2 (34)

成立, 则对于任意容许的不确定性 (2), 系统 (1)均是

随机容许的. 其中 Π̄𝑖,𝑗在式 (27)中定义, 𝐻̃𝑖=[𝐻̄T
𝑖 0]T,

𝐸̃𝑖 = [𝐸̄T
𝑖 0]T.

4 数数数值值值算算算例例例

例例例 1 考虑一个单模态标称正常系统,参数如下:

𝐴 =

[
0.8 0

0.05 0.9

]
, 𝐴𝑑 =

[
−0.1 0

−0.2 −0.1

]
.

计算ℎ1取不同值时, 该系统随机稳定的最大时

滞上界ℎ2, 计算结果见表 1. 由表 1可见,由定理 1和

定理 2所求得的最大时滞上界大于文献 [19-25]; 定

理 2与 [26]取得了具有最小保守性的结果, 但定理 2

所涉及的求解变量数要比 [26]少得多;而定理 1尽管

就保守性而言要大于定理 2和 [26], 但定理 1所涉及

的求解变量数比定理 2和 [26]有大幅度的减少. 所以,

定理 1和定理 2在减小保守性和提高求解效率方面改

进了已有文献 [19-26].

表 1 最大时滞上界𝒉2

ℎ1 2 6 10 12 变量数

文献 [19] 7 9 12 13 16

文献 [20] 10 11 13 14 18

文献 [21] 10 11 13 14 42

文献 [22] 10 12 16 16 12

文献 [23] 13 14 15 17 41

文献 [24] 13 14 15 18 18

文献 [25] 13 14 17 18 21

文献 [26] 17 18 20 21 62

定理 1 16 17 19 20 18

定理 2 17 18 20 21 34

例例例 2 考虑一个单模态标称广义系统,参数如下:

𝐸 =

[
1 0

0 0

]
, 𝐴 =

[
0.5 0

0.35 0.7

]
, 𝐴𝑑 =

[
0.2 0

0.2 0.1

]
.

设ℎ1 = 1, 𝑅 = [ 0 1 ]T, 由定理 1和定理 2均可

得最大时滞上界ℎ2 = 9, 而采用文献 [7]中的算法只

能得到ℎ2 = 7.

进而,考虑单模态不确定广义系统,参数如下:

𝐸 =

[
1 0

0 0

]
, 𝐴 =

[
0.5 0

0.35 0.7

]
, 𝐴𝑑 =

[
0.13 0

0.2 0.1

]
,
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𝐻 = 𝐸1 = 𝐸2 = 0.2𝐼2.

设ℎ1 = 1, 𝑅 = [ 0 1 ]T,由定理 3和定理 4,均可

得最大时滞上界ℎ2 = 9,而文献 [7]只得到ℎ2 = 7. 可

见本文的方法具有更小的保守性.

例例例 3 考虑一个两模态标称系统 (1),参数如下:

𝐴1 =

[
0.86 0.1

0.7 0.97

]
, 𝐴𝑑1 =

[
−0.33 0

−0.1 −0.1

]
,

𝐴2 =

[
0.83 −0.6

0 −1

]
, 𝐴𝑑2 =

[
−0.35 0

−0.1 −0.12

]
,

𝐸 =

[
1 0

0 0

]
, Π =

[
0.6 0.4

0.7 0.3

]
.

其中Π 为转移概率矩阵. ℎ1取不同值时,计算该系统

随机容许的最大时滞上界ℎ2,见表 2. 由表 2可见,本

文所得结果比文献 [12-13]具有更小的保守性.

表 2 最大时滞上界𝒉2

ℎ1 0 1 2 3 4 5

文献 [12] 2 3 3 3 4 5

文献 [13] 2 3 3 3 4 5

定理 1 3 3 3 4 4 5

定理 2 3 4 4 4 4 5

5 结结结 论论论

本文研究了具有区间时变时滞的不确定离散

广义Markov跳变系统的鲁棒稳定性问题. 通过将

Jensen不等式与一个新的定界不等式相结合, 对

Lyapunov-Krasovskii泛函的前向差分中的有限和项

进行了适当的定界,得到了一个新的稳定性判据. 该

判据中仅含有Lyapunov变量, 具有较小的计算负担.

进而,基于凸组合方法得到了另一个新的稳定性判据,

所得判据引入了一些自由变量, 具有较小的保守性.

最后的数值算例表明了所提出的方法比文献中已有

方法具有较小的保守性和较高的计算效率.
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