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摘 要: 针对自由时间最优控制问题,提出一种控制向量参数化 (CVP)方法. 通过引入时间尺度因子,将自由时间最

优控制问题转化为固定时间问题,并将终端时刻作为优化参数. 基于CVP方法,最优控制问题被转化为一个非线性

规划 (NLP)问题.建立目标和约束函数的Hamiltonian函数,通过求解伴随方程获得目标和约束函数的梯度,采用序

列二次规划 (SQP)方法获得问题的数值解.对于控制有切换结构的优化问题,给出了一种网格精细化策略,以提高控

制质量. 补料分批反应器最优控制问题的仿真实验验证了所提出方法的有效性.
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Abstract：：：A control vector parameterization(CVP) based numerical approach is proposed for free time optimal control

problems. By using a time-scaling factor, free time optimal control problem is converted into a fixed time one, and the final

time is defined as an optimization parameter. Based on CVP method, the resulted optimal control problem is reformulated as

a nonlinear programming(NLP) problem. By constructing the Hamiltonian functions of objective and constraint functions,

the adjoint functions are solved to obtain the gradients of objective and constraint functions. The numerical solution is

obtained by using the sequential quadratic programming(SQP) method. For the control switched optimal control problems,

a mesh refinement strategy is presented to improve the optimal solution. A simulation on a fed-batch reactor optimal control

problem shows the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引 言言言

随着化学工业对产品质量和生产成本要求的提

高, 过程的最优控制越来越受重视,并在许多生产装

置上得到应用. 自由时间最优控制作为一类重要的

最优控制问题 (OCP),广泛存在于化学反应器的控制

中. Luus于 1978年[1]提出的热解沥青的收益显然受

到反应时间的影响. Luus于 1993年[2]指出,决策物料

的停留时间是提高补料分批反应器收益的重要因素,

且最优的停留时间很难获得. 因为化工动态模型存在

非线性,且大都含有状态和/或控制约束,因此寻求一

种高效的OCP数值解法是十分必要的. 对于自由时

间OCP的数值解法,常用的有以下 3类: 迭代动态规

划 (IDP),智能算法和控制向量参数化 (CVP)方法.

Bojkov等人[3]提出了一种改进的迭代动态规划

方法, 可以同步决策最优控制和最优的终止时间, 具

有很好的全局性. 但是,迭代动态规划存在计算量大

的问题,而且需要做一些先导性的实验以确定 IDP的

搜索参数. Raducan等人[4]提出利用一种进化的遗传

算法 (GA)求解自由时间间歇反应器最优控制问题;

Chen等人[5]利用模糊优化方法实现了一种补料分批

反应器的最优控制.智能算法能够获得全局解,但需

要很长的计算时间.

与随机搜索迭代方向的 IDP和智能算法不同,

CVP方法是一种确定性的优化方法, 基于梯度构造
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迭代的搜索方向, 因其收敛速度快, 在最优控制的

数值求解中得到了广泛应用. Chen[6]和Huang[7]等人

基于CVP方法考虑了状态约束情况下自由时间OCP.

Garcia[8]和Hirmajer[9]等人将CVP作为一种标准求解

自由时间最优控制的算法写入了各自开发的软件

NDOT和DOTcvpSB中. Arpornwichanop等人[10] 研究

了补料分批反应器的最优控制问题,但未能实现控制

变量与终端时刻的同时优化. 常规CVP方法的控制

分段数是一定的,在求解自由时间最优控制时只能通

过调节各控制参数作用时间来满足迭代过程中控制

时间不断变化的要求. 但是,控制参数作用时间的变

化使相邻迭代步之间的控制参数在时间上不能保持

一一对应.针对这一问题,最直观的解决方法是将自

由时间OCP转化为一个固定时间OCP.

本文基于CVP方法, 探讨了自由时间最优控制

问题的数值解法. 通过引入时间尺度变换因子,将自

由时间优化问题转化为固定时间优化问题,并将终端

时刻作为决策变量进行优化. 通过求解伴随方程的方

法获得目标函数和约束函数对决策变量的精确梯度.

数值求解过程采用序列二次规划 (SQP)方法,针对具

有控制切换结构的优化问题,给出了一种网格精细化

解决思想,以提高控制质量. 最后对一个酒精发酵补

料分批反应器的自由时间最优控制问题进行了仿真,

表明了本文方法的有效性.

2 自自自由由由时时时间间间最最最优优优控控控制制制策策策略略略

2.1 问问问题题题表表表述述述

考虑如下动态系统自由时间最优控制问题:

min
𝑢,𝑡𝑓

𝐽 = 𝜙(𝑡𝑓 ) +
w 𝑡𝑓

0
𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡)d𝑡;

s.t. 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑢𝑙 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑢𝑢,

𝑔(𝑥(𝑡𝑓 )) ⩽ 0. (1)

式中: 𝑥∈𝑅𝑛𝑥为状态向量, 𝑢∈𝑅𝑛𝑢为控制向量, 𝑔为终

端时刻状态的非线性约束函数, 𝑢𝑢和𝑢𝑙分别为控制

的上下限约束, 𝑡𝑓为自由终端时刻.

定义Hamiltonian函数

𝐻(𝑥, 𝜆, 𝑢, 𝑡) = 𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡) + 𝜆T𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡). (2)

基于 Pontryagin极大值原理, 问题 (1)取得最优

的一阶必要条件可表述为

𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0; (3a)

𝜆̇(𝑡) = −∂𝐻
∂𝑥

= −∂𝐹
∂𝑥

− 𝜆T
∂𝑓

∂𝑥
,

𝜆(𝑡𝑓 ) =
(∂𝜙
∂𝑥

+ 𝜇T ∂𝑔

∂𝑥

)∣∣∣
𝑡𝑓
; (3b)

𝐻(𝑥̂, 𝜆̂, 𝑢̂, 𝑡) ⩽ 𝐻(𝑥̂, 𝜆̂, 𝑢, 𝑡); (3c)

𝜇T𝑔(𝑥(𝑡𝑓 )) = 0; (3d)

𝑢𝑙 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑢𝑢. (3e)

其中: 𝜆为伴随向量, 𝜇为终端时刻不等式约束的拉格

朗日乘子,且满足{
𝜇 = 0, 𝑔(𝑥(𝑡𝑓 )) < 0;

𝜇 > 0, 𝑔(𝑥(𝑡𝑓 )) = 0.

对于自由时间最优控制问题,除上述关系外,还

需满足 (
𝐻 +

∂𝜙

∂𝑡𝑓
+
∂𝜇T𝑔

∂𝑡𝑓

)∣∣∣
𝑡𝑓

= 0. (3f)

式 (3a)∼式 (3f)所述是一个两点边值问题,直接根据

一阶必要条件求解十分困难.

控制向量参数化是利用分段函数近似控制作用,

进而将最优控制问题转化为非线性规划 (NLP)问题

进行求解的方法. 通常采用的近似函数为B-spline函

数,其数学表述如下:

𝑢𝑖(𝑡) =

𝑁𝑖∑
𝑗=1

𝑢̂𝑖,𝑗𝜓
(𝑐)
𝑗 , (4)

式中𝑁𝑖为第 𝑖个控制变量𝑢𝑖(𝑡)离散化后参数的个数.

通过选择B-spline函数𝜓(𝑐), 可以得到不同的近似阶

数. 𝑐=1为分段常数近似, 𝑐=2为分段线性近似.

在控制向量离散化时, 通常先定义控制节点数

𝑁和相应的控制节点

𝑡0 = 𝑇1 < 𝑇2 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑇𝑁 < 𝑇𝑁+1 = 𝑡𝑓 . (5)

简化起见,假定节点间是等距的. 在每次迭代后,

通过求解

𝑇𝑖 = 𝑡0 + (𝑖− 1)
𝑡𝑓 − 𝑡0
𝑁

, (6)

可获得当前节点的位置. 智能算法的搜索是随机的,

对方向的精确性要求不高,因而可以采用这种参数化

方法[4-5]. 但将其用在基于梯度的CVP方法中是不严

谨的,相邻迭代时间节点的不一致导致上一迭代步获

得的搜索方向可能不是下一步期望的方向.将自由时

间OCP变为固定时间OCP是最直观的解决方法.

2.2 问问问题题题重重重构构构

要实现自由时间OCP到固定时间OCP的转化,

可引入一个新的时间变量 𝜏 ,满足

𝜏 =
1

𝛼𝑡𝑓
𝑡. (7)

由 𝑡∈ [ 0, 𝑡𝑓 ],有 𝜏 ∈ [ 0, 1/𝛼 ],其中𝛼为已知常数.

引入Lagrangian乘子, 将原最优控制问题 (1)转

化为如下仅含控制约束的优化问题:

min
𝑢,𝑡𝑓

𝐽 ∗ =

𝜙(𝑡𝑓 ) + 𝜇T𝑔(𝑥(𝑡𝑓 )) +
w 𝑡𝑓

0
[𝐹 + 𝜆T(𝑓 − 𝑥̇)]d𝑡,

s.t. 𝑢𝑙 ⩽ 𝑢(𝑡) ⩽ 𝑢𝑢. (8)
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利用定积分换元法, 对问题 (8)的增广目标函数

进行转化,得到

𝐽∗ =𝜙(𝑡𝑓 ) + 𝜇T𝑔(𝑥(𝑡𝑓 ))+w 1/𝛼

0
𝛼𝑡𝑓 [𝐹 + 𝜆T(𝑓 − 𝑥̇)]d𝜏 . (9)

定义

𝐹 ∗(𝑥, 𝑢, 𝑡𝑓 , 𝜏) = 𝛼𝑡𝑓𝐹 (𝑥, 𝑢, 𝑡),

𝑓∗(𝑥, 𝑢, 𝑡𝑓 , 𝜏) = 𝛼𝑡𝑓𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡).

将 𝑡𝑓作为优化变量,原自由时间最优控制问题 (1)便

转化为如下固定时间最优控制问题:

min
𝑢,𝑡𝑓

𝐽 = 𝜙
( 1

𝛼

)
+

w 1/𝛼

0
𝐹 ∗(𝑥, 𝑢, 𝑡𝑓 , 𝜏)d𝜏 ;

s.t. 𝑥̇(𝜏) = 𝑓∗(𝑥, 𝑢, 𝑡𝑓 , 𝜏), 𝑥(0) = 𝑥0;

𝑢𝑙 ⩽ 𝑢(𝜏) ⩽ 𝑢𝑢;

𝑔(𝑥(1/𝛼)) ⩽ 0, 𝑡𝑓 ⩾ 0. (10)

通过如上变量代换, 𝑡时间域的自由时间OCP便

转化为在 𝜏时间域上时间区间 [ 0, 1/𝛼 ]内的固定时间

OCP.

2.3 梯梯梯度度度求求求解解解

基于控制向量参数化方法,最优控制问题 (10)被

重新表述为一个NLP问题.通常,求解NLP问题时梯

度由有限差分产生, 但计算精度不高, 导致迭代收敛

缓慢,而且在优化变量个数较多时,计算量将非常大.

本文基于伴随的方法求解目标函数和约束的梯度,利

用最优控制的一阶必要条件,通过正向求解系统方程

和反向求解伴随方程获得梯度的精确值,而且计算量

对状态和控制变量的个数不敏感.

不考虑末端状态不等式约束对系统的影响时,

求解目标函数对控制作用的梯度. 定义目标函数的

Hamiltonian函数

𝐻 = 𝐹 ∗ + 𝜆T𝑓∗. (11)

基于极大值原理,目标函数的伴随方程可表述为

𝜆̇(𝜏) = −
(∂𝐹 ∗

∂𝑥
+ 𝜆T

∂𝑓∗

∂𝑥

)
,

𝜆(1/𝛼) =
∂𝜙(1/𝛼)

∂𝑥
. (12)

此时目标函数的一阶变分表述为

𝛿𝐽 =
w 1/𝛼

0

(∂𝐹 ∗

∂𝑢
+ 𝜆T

∂𝑓∗

∂𝑢

)
𝛿𝑢+(∂𝐹 ∗

∂𝑡𝑓
+ 𝜆T

∂𝑓∗

∂𝑡𝑓

)
𝛿𝑡𝑓d𝜏. (13)

采用分段常数近似控制,即式𝑢𝑖(𝜏)=

𝑁𝑖∑
𝑗=1

𝑢̂𝑖,𝑗𝜓
(𝑐)
𝑗 中

𝜓
(1)
𝑗 =

{
1, 𝑇𝑗 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇𝑗+1;

0, else.
(14)

控制参数 𝑢̂𝑖,𝑗为与时间无关的变量,则目标函数

𝐽对控制参数 𝑢̂𝑖,𝑗的梯度可表述为

d𝐽

d𝑢̂𝑖,𝑗
=

w 𝑇𝑗+1

𝑇𝑗

(∂𝐹 ∗

∂𝑢𝑖
+ 𝜆T

∂𝑓∗

∂𝑢𝑖

)
d𝜏. (15)

目标函数 𝐽对 𝑡𝑓的梯度可表述为

d𝐽

d𝑡𝑓
=

w 1/𝛼

0
𝛼(𝐹 + 𝜆T𝑓)d𝜏. (16)

末端状态约束函数也受系统状态方程的约束,因

而末端状态约束函数可写成如下增广的形式:

𝑔
(
𝑥
( 1

𝛼

))∗
= 𝑔

(
𝑥
( 1

𝛼

))
+

w 1/𝛼

0
(𝐹 ∗ + 𝛾T𝑓∗)d𝜏.

(17)

定义约束函数的Hamiltonian函数

Γ = 𝐹 ∗ + 𝛾T𝑓∗, (18)

则约束函数的伴随方程为

𝛾̇(𝜏) = −
(∂𝐹 ∗

∂𝑥
+ 𝛾T

∂𝑓∗

∂𝑥

)
,

𝛾(1/𝛼) =
∂𝑔(𝑥(1/𝛼))

∂𝑥
. (19)

与式 (15), (16)的求解思路相同,约束函数对控制参数

𝑢̂𝑖,𝑗的梯度可表述为

d𝑔(𝑥(1/𝛼))

d𝑢̂𝑖,𝑗
=

w 𝑇𝑗+1

𝑇𝑗

(∂𝐹 ∗

∂𝑢𝑖
+ 𝛾T

∂𝑓∗

∂𝑢𝑖

)
d𝜏. (20)

约束函数 𝑡𝑓的梯度表述为

d𝑔(𝑥(1/𝛼))

d𝑡𝑓
=

w 1/𝛼

0
𝛼(𝐹 + 𝛾T𝑓)d𝜏. (21)

3 优优优化化化算算算法法法

基于CVP方法, 本文对控制向量采用分段常数

参数化处理, 状态变量采用隐式求解状态方程获得,

因而得到的NLP问题不显含状态,表述为

min
𝑢̂,𝑡𝑓

𝐽(𝑢̂, 𝑡𝑓 );

s.t. 𝑔(𝑢̂, 𝑡𝑓 ) ⩽ 0, 𝑢𝑙 ⩽ 𝑢̂ ⩽ 𝑢𝑢, 𝑡𝑓 ⩾ 0. (22)

式中: 𝐽和 𝑔分别为目标函数和不等式约束函数; 𝑢̂为

控制参数向量,具体表述为

𝑢̂ = [ 𝑢̂1,1, 𝑢̂1,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢̂𝑛𝑢,𝑁𝑛𝑢−1, 𝑢̂𝑛𝑢,𝑁𝑛𝑢
].

问题 (22)是非线性约束和界约束的NLP问题.

SQP方法为常用的约束优化方法,由于采用二次逼近,

能有效求解非线性优化问题.在处理非线性约束时不

需要构造罚函数因子,并且具有局部的二次收敛速度.

因此,本文采用SQP求解式 (22)的NLP问题.

很多化工过程最优控制轨迹具有切换结构,在多

数情况下固定网格的CVP不能很好地刻画控制轨迹,

在迭代运算过程中需适时进行人工干预. 因此,细分

控制网格,突出控制结构十分必要.

细分的依据是一阶最优性推导得到的重要性质,

即如果增广系统的Hamiltonian不显含时间 𝑡,则在最

优控制轨线上的𝐻函数为常数. 对于自由时间最优

控制问题,其𝐻函数的值可由式 (3f)得到,即
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𝐻 = − ∂𝜙

∂𝑡𝑓
− ∂𝜇T𝑔

∂𝑡𝑓
. (23)

因而在网格划分不合适时,实际轨线与最优轨线将存

在较大偏差, 𝐻函数值在偏离点附近将增大.基于此

便可以恰当地进行网格划分,提高数值结果质量.

算算算法法法 1 算法策略.

1)初始化状态𝑥(0), 控制𝑢(0), 迭代精度 𝜀1 > 𝜀2

>0. 初始迭代 𝑘=1.

2)计算第 𝑘步目标函数和终端约束函数值及各

自对决策变量的梯度.

3)求解第 𝑘步QP子问题,生成新的迭代步 𝑢̂𝑘+1.

若 ∥𝐽(𝑢̂𝑘+1)−𝐽(𝑢̂𝑘)∥<𝜀1,则转步骤 4).若 ∥𝐽(𝑢̂𝑘+1)−
𝐽(𝑢̂𝑘)∥<𝜀2,则获得最优解,迭代结束;否则, 𝑘=𝑘+1,

返回步骤 2)继续求解.

4)暂停迭代,对控制网格局部细分,返回步骤 2).

4 问问问题题题举举举例例例

Bojkov等人[3]研究了一种酒精发酵补料分批反

应器模型的自由时间最优控制问题.优化策略是通过

控制进料速率和反应时间, 使酒精的产量达到最大,

具体描述如下:

max
𝑢,𝑡𝑓

𝐽 = 𝑥3(𝑡𝑓 )𝑥4(𝑡𝑓 );

s.t. 𝑥̇1 = 𝜇𝑥1 − 𝑥1
𝑥4
𝑢,

𝑥̇2 = − 𝜇

𝑌
𝑥1 +

𝑠0 − 𝑥2
𝑥4

𝑢,

𝑥̇3 = 𝜂𝑥1 − 𝑥3
𝑥4
𝑢,

𝑥̇4 = 𝑢,

𝜇 =
𝜇0𝑥2

(1 + 𝑥3/𝐾𝑝)(𝐾𝑠 + 𝑥2)
,

𝜂 =
𝑥2

(1 + 𝑥3/𝐾
′
𝑝)(𝐾

′
𝑠 + 𝑥2)

. (24)

其中: 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4分别为生物量 (Biomass, g / L),基

质 (Substrate, g / L),酒精浓度 (Ethanol, g / L)和溶液体

积 (Volume, L); 𝜇和 𝜂分别为比生长率 (h−1)和比产

率 (h−1), 𝑌 为收率系数, 𝑌 =0.1; 𝑠0为基质进料浓度

(g / L).模型参数见表 1.

表 1 补料分批反应器模型参数

模型参数 模型参数

𝐾𝑝 = 16.0/(g/L) 𝑠0 = 150/(g/L)

𝐾𝑠 = 0.22/(g/L) 𝜇0 = 0.408/(h−1)

𝐾
′
𝑝 = 71.5/(g/L) 𝜂0 = 1/(h−1)

𝐾
′
𝑠 = 0.44/(g/L)

初始状态值为𝑥(0) = [ 1 150 0 10 ]T, 进料速率

的上下限约束为 0⩽ 𝑢⩽ 12 g / L,反应终止时,溶液体

积需满足 0⩽𝑥4(𝑡𝑓 )⩽200L.

本文考虑分别采用常规CVP方法和本文改进的

CVP方法求解此问题.改进CVP方法中,时间尺度参

数选为𝛼 = 0.02, 问题 (24)经时间尺度变换后变为 𝜏

∈ [ 0, 50 ]上的固定时间优化问题.控制量首先采用等

长分段,共分为 10段,状态方程的仿真采用四阶龙格

库塔法, 步长为 0.02. 初始控制𝑢(0) = 3, 末端时刻初

始值设为 𝑡𝑓 (0) = 1 h. 采用 SQP方法进行数值求解,

经过 54次迭代,性能指标达到最优值的 99%,分别为

𝐽=20 671, 𝑡𝑓 =60.621 1 h,暂停迭代.

对图 1和图 2进行分析,合并起始的 2个网格,对

后续网格加密, 然后重启继续优化, 经过 35次迭代

后,最终达到最优值 𝐽 =20 842,对应的最优终端时刻

为 𝑡𝑓 = 62.027 h. 此结果优于Bojkov等人[3]得到的结

果 (𝐽 = 20 838, 𝑡𝑓 = 61.3 h)和Banga等人[11]得到的结

果 (𝐽=20 839, 𝑡𝑓 =61.17 h).
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图 1 迭代暂停时控制轨迹
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图 2 迭代暂停时Hamiltonian函数

常规CVP方法无法采用伴随方法求解梯度, 因

而梯度通常由有限差分近似产生; 同时由式 (16)可

以看出, 终端时刻对目标函数值有很大贡献. 因此,

为保证稳定性, 常规CVP方法对系统的仿真步长有

更高的要求. Banga等人[11]指出,基于梯度的CVP方

法求解此补料分批反应器最优控制问题时存在收敛
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图 3 最优状态轨迹
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图 4 最优控制轨迹

域小, 算法容易发散的问题. 鉴于以上问题, 这里以

图 1所示的控制作为常规CVP优化的初值,仿真步长

为 0.005, 采用相同的网格精细策略, 经过 94次迭代

后,最终达到最优值 𝐽 =20 817,对应的最优终端时刻

为 𝑡𝑓 =61.3 h.

5 结结结 论论论

本文基于控制向量参数化方法,实现了自由时间

最优控制问题的数值解法. 利用时间尺度变换实现自

由时间到固定时间最优控制问题的转化,利用伴随的

方法推导出目标函数和约束函数对控制和终端时刻

的梯度表达式. 补料分批反应器的仿真实验表明,本

文方法在求解含终端状态约束的自由时间最优控制

问题上具有令人满意的数值精度和收敛速度. 但是,

很多化工过程最优控制轨迹具有切换结构,固定网格

的CVP不能精确地指示切换时间, 必须在优化过程

中人为地细分网格,以提高优化精度.因此,在本文算

法基础上, 引入自适应网格精细化思想,在保证合理

计算规模的前提下, 能自适应地精细化网格,提高优

化精度是今后需要深入研究的内容.
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