
第 26卷 第 7期
Vol. 26 No. 7

控 制 与 决 策
Control and Decision

2011年 7月
Jul. 2011

基于容许集的多胞不确定系统三模RMPC

文章编号: 1001-0920 (2011) 07-0973-06

秦伟伟1,2, 郑志强1, 马建军1, 刘 刚2

(1. 国防科技大学机电工程与自动化学院，长沙 410073；2. 第二炮兵工程学院自动控制系，西安 710025)

摘 要: 针对输入和状态受约束的多胞不确定线性系统,提出了基于容许集的扩大吸引域三模鲁棒模型预测控制方

法. 在多面体不变集离线模型预测控制算法的基础上引入容许集,以多面体不变集序列的并集作为模态 1,基于𝑁步

容许集的控制容许集作为模态 2,并利用离线设计和在线优化的控制策略,设计了三模变终端约束鲁棒模型预测控

制算法,以实现系统渐近稳定. 该算法不仅降低了在线运算量,而且扩大了吸引域.最后的仿真结果验证了所提出算

法的有效性.
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Abstract：：：A triple-mode robust model predictive controller(RMPC) with an enlarging the domain of attraction based on

admissible set is developed for a discrete-time polytopic uncertain linear system with input and state constraints. The

admissible set is used to design this triple-mode RMPC based on the off-line MPC with constructing a continuum of polytopic

invariant sets. In this triple-mode RMPC, the union of the continuum of polytopic invariant sets is treated as mode 1, and

the control admissible set based on 𝑁 -step admissible set is treated as mode 2. Combined off-line designing with on-line

optimization, the triple-mode RMPC algorithm with time-varying terminal constraint is presented. This algorithm not only

dramatically reduces on-line computation, but also enlarges the size of the domain of attraction. The digital simulation results

show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

模型预测控制 (MPC)已经广泛应用于约束系

统[1-2]. 在模型预测控制中,终端约束集、终端约束函

数以及局部控制器是设计稳定模型预测控制的 3个

主要因素[2]. 目前, 人们主要采用椭圆不变集和多面

体不变集描述终端约束集. Kothare等人提出了基于

椭圆不变集的鲁棒模型预测控制算法[3]. 由于固定椭

圆保守性大, Cuzzola等人提出了参数依赖的渐近稳

定椭圆集[4]. 为了扩大初始状态允许区域,文献 [5-6]

设计了基于椭圆不变集的变时域变终端约束RMPC.

由于多面体集相对于椭圆集更适合描述系统的

吸引域[4], Cannon等人设计了基于多面体不变集的控

制方法[7-8], Pluymers等人设计了基于反馈控制律的

多面体不变集构造方法[9-10]. 为了扩大初始状态允许

集并降低在线计算量,席裕庚等人提出了基于多面体

不变集的离线控制方法[11].

相对于离线方法,双模预测控制采用在线优化与

终端约束相结合的策略,使得约束系统具有更大的吸

引域.但是, 目前双模预测控制策略大多基于椭圆不

变集, 由于椭圆集具有一定的保守性, 双模预测控制

的吸引域也具有保守性. 另外,该方法需在线优化,因

而对在线计算能力具有很高的要求. 目前,在保证系
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统性能的基础上,如何降低在线计算量以及扩大吸引

域是双模预测控制的难点问题.

为扩大约束系统吸引域,并降低在线计算量,本

文在文献 [11]和文献 [5-6]的基础上, 通过引入容许

集设计扩大吸引域三模鲁棒模型预测控制 (TRMPC).

主要思想是, 针对多胞线性不确定系统,首先建立基

于多面体不变集序列的终端约束集, 以不变集序列

的并集为Mode 1; 然后在此基础上引入终端约束集

的𝑁步容许集设计控制容许集,并以控制容许集作为

控制策略的Mode 2设计变终端约束三模鲁棒模型预

测控制. 由于该方法采用了多面体集作为终端约束,

相对于椭圆集降低了椭圆集描述吸引域的保守性,从

而达到扩大吸引域的目的. 另外,当状态位于控制容

许集内部时, 将多步在线优化转化为单步优化, 从而

降低了在线计算量.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑不确定系统动态

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘), (1)

其中𝑢(𝑘)∈𝑹𝑚和𝑥(𝑘)∈𝑹𝑛分别表示控制输入和系

统状态. 系统矩阵 [𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘)]∈Δ,而

Δ ={
[𝐴,𝐵]∣[𝐴,𝐵] =

𝐿∑
𝑖=1

𝜆𝑖[𝐴𝑖, 𝐵𝑖], 𝜆𝑖 ⩾ 0,

𝐿∑
𝑖=1

𝜆𝑖 = 1
}
,

(2)

[𝐴1, 𝐵1], [𝐴2, 𝐵2], ⋅ ⋅ ⋅ , [𝐴𝐿, 𝐵𝐿]表示多面体顶点.

系统状态约束𝑋和控制约束𝑈满足

𝑥(𝑘) ∈ 𝑋 ≜ {𝑥(𝑘)∣𝐴𝑥𝑥(𝑘) ⩽ 1̄}, ∀𝑘 ⩾ 0; (3)

𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 ≜ {𝑢(𝑘)∣𝐴𝑢𝑢(𝑘) ⩽ 1̄}, ∀𝑘 ⩾ 0. (4)

式中: 1̄表示元素为 1的列向量,且维数与式中的矩阵

相对应; 𝐴𝑥, 𝐴𝑢分别表示用于描述多面体集的方阵.

预测控制器设计目标是针对系统 (1)∼ (4)设计

控制器, 将系统的状态驱动到原点, 并最小化性能指

标

max
[𝐴(𝑘+𝑖),𝐵(𝑘+𝑖)]∈Δ,𝑖⩾0

𝐽∞(𝑘) =

∞∑
𝑖=0

{∥𝑥(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑄1
+ ∥𝑢(𝑘 + 𝑖∣𝑘)∥2𝑅}, (5)

其中𝑄1和𝑅为正定的加权矩阵.

3 多多多面面面体体体不不不变变变集集集及及及其其其容容容许许许集集集

为了扩大吸引域,本文在多面体不变集的基础上

引入𝑁步容许集. 下面分别给出相关定义和计算方

法.

定定定义义义 1 (一步容许集) 对于离散系统𝑥(𝑘 + 1)=

𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)),状态𝑥(𝑘)∈ Ξ̃1(Ω)𝑹𝑛. 如果满足输入约

束𝑈和状态约束𝑋 ,存在容许控制输入𝑢(𝑘)使得𝑥(𝑘

+ 1)∈Ω ,则称集合 Ξ̃1(Ω)是Ω的一步容许集,即

Ξ̃1(Ω) ≜ {𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)) ∈ Ω}.
(6)

定定定义义义 2 (𝑁步容许集) 对于离散系统𝑥(𝑘 + 1)=

𝑓(𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)),状态𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω) ⊂ 𝑹𝑛. 如果在满足

输入约束𝑈和状态约束𝑋的条件下, 存在容许控制

输入序列𝑢(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘+𝑁−1) ∈ 𝑈 ,使得𝑥(𝑘+𝑁) ∈
Ω ,则称集合 Ξ̃𝑁 (Ω)是集合Ω的𝑁步容许集,即

Ξ̃𝑁 (Ω) ≜{𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢(𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 +𝑁 − 1) ∈
𝑈 : 𝑥(𝑘 +𝑁) ∈ Ω}. (7)

下面采用映射思想设计𝑁步容许集计算方法.

对于多胞不确定系统

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘),

[𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘)]满足约束 (2). 根据容许集定义,一步容许

集 Ξ̃1(Ω)表示为

Ξ̃1(Ω) ≜

{𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 : 𝐴𝑥(𝑘)+

𝐵𝑢(𝑘) ∈ Ω ,∀(𝐴,𝐵) ∈ Δ} =

{𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 : 𝐴𝑖𝑥(𝑘)+

𝐵𝑖𝑢(𝑘) ∈ Ω ,∀[𝐴𝑖, 𝐵𝑖] ∈ Δ, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿}. (8)

设Ω={𝑥(𝑘)∈𝑹𝑛∣𝑄𝑥(𝑘)⩽𝑞},并定义

Ψ ={[
𝑥(𝑘)

𝑢(𝑘)

]
∈ 𝑹𝑛+𝑚∣𝑥(𝑘) ∈ 𝑋,𝑢(𝑘) ∈ 𝑈,𝐴𝑖𝑥(𝑘)+

𝐵𝑖𝑢(𝑘) ∈ Ω , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿
}
={[

𝑥(𝑘)

𝑢(𝑘)

]
∈

𝑹𝑛+𝑚

∣∣∣∣∣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑄𝐴1 𝑄𝐵1

...
...

𝑄𝐴𝐿 𝑄𝐵𝐿

𝐴𝑥 0

0 𝐴𝑢

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[
𝑥(𝑘)

𝑢(𝑘)

]
⩽

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑞
...

𝑞

1̄

1̄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
}
. (9)

根据文献 [12], Ψ的前𝑛个坐标展开的子空间即

为一步容许集,即

Ξ̃1(Ω) ≜ {𝑥(𝑘) ∈ 𝑹𝑛∣∃[𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘)]T ∈ Ψ}. (10)

由此,可得到𝑁步容许集的计算方法.

算算算法法法 1 𝑁步容许集计算方法.

1)若目标集Ω是凸多面体集, 则集合Ω的𝑁步

容许集 Ξ̃𝑁 (Ω)可采用如下方法进行计算:

①令 𝑘=0, Ξ̃0(Ω)=Ω ;

②按一步容许集方法计算
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Ξ̃𝑘(Ω) =

{𝑥(𝑘) ∈ 𝑋∣∃𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 : 𝐴𝑖𝑥(𝑘) +𝐵𝑖𝑢(𝑘) ∈
Ξ̃𝑘−1(Ω),∀[𝐴𝑖, 𝐵𝑖] ∈ Δ, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿}; (11)

③令 𝑘= 𝑘 + 1, 若 𝑘 >𝑁 , 则计算结束; 否则,返

回②.

2)若目标集为凸多面体集的并集Ω ≜
𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗 ,则

容许集计算方法如下:

Ω的一步容许集为

Ξ̃ (Ω) = Ξ̃
( 𝑀∪

𝑗=1

Ω𝑗

)
=

𝑀∪
𝑗=1

Ξ̃ (Ω𝑗); (12)

Ω的𝑁步容许集为

Ξ̃𝑁 (Ω) = Ξ̃𝑁

( 𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗

)
=

𝑀∪
𝑗=1

Ξ̃𝑁 (Ω𝑗). (13)

对于目标集Ω的𝑁步容许集,如果存在极限,则

定义无限时间容许集

Ξ̃∞(Ω) ≜ lim
𝑁→∞

Ξ̃𝑁 (Ω), (14)

并称之为Ω的控制容许集.

定定定义义义 3 (有限确定控制容许集) 对于目标集Ω

的控制容许集 Ξ̃∞(Ω),当且仅当 ∃𝑖∈𝑁+使得 Ξ̃∞(Ω)

= Ξ̃𝑖(Ω), 则称 Ξ̃∞(Ω)为有限确定控制容许集, 并将

满足 Ξ̃∞(Ω)= Ξ̃𝑖∗(Ω)的最小 𝑖∗∈𝑁+称为确定指数.

定定定理理理 1 如果 ∃𝑖∈𝑁+使得 Ξ̃𝑖+1(Ω)= Ξ̃𝑖(Ω),则

称 Ξ̃∞(Ω)为有限确定的.

证证证明明明 如果 Ξ̃𝑖+1(Ω)= Ξ̃𝑖(Ω),则可以构造

Ξ̃𝑖+2(Ω) = Ξ̃𝑖+1(Ω) = Ξ̃𝑖(Ω),

从而有 Ξ̃𝑖+2(Ω)= Ξ̃𝑖(Ω). 以此类推,可得到 Ξ̃∞(Ω)=

Ξ̃𝑖(Ω). 因此,控制容许集是有限确定的. 2
4 基基基于于于容容容许许许集集集的的的TRMPC

文献 [11]提出了基于多面体不变集的离线控制

方法. 该方法表明: 只要系统状态属于控制不变集序

列, 便可采用控制增益切换策略实现系统渐近稳定;

算法中复杂的多面体不变集计算在离线部分完成,因

此极大地降低了在线计算量. 但是,如果初始状态不

属于多面体不变集序列, 则该方法无法有效控制.相

对于离线方法,双模预测控制实施在线优化与终端约

束相结合的方法,使得系统具有更大的吸引域.但是,

该方法需要进行在线优化,因而需要很强的在线计算

能力. 文献 [15]指出,扩大吸引域的方法包括增加预

测时域的长度和扩大终端约束集. 增加预测时域可以

扩大吸引域,但预测时域越大,在线计算量越大;另一

方面,对于给定的初始状态,总是期望预测时域𝑁尽

可能地小; 目前, 𝑁的选择是普遍遇到的难题. 另外,

目前双模预测控制策略大多是基于椭圆不变集设计

的, 由于椭圆集具有保守性, 双模预测控制的吸引域

也具有保守性.

为了扩大约束系统的吸引域,并降低在线优化计

算量, 本文在多面体不变集离线算法的基础上, 通过

引入𝑁步容许集设计TRMPC. 基本思想是: 采用多

面体不变集序列代替单个局部控制器对应的多面体

不变集,以扩大终端约束集;同时引入𝑁步容许集计

算多面体不变集的控制容许集,将𝑁步在线优化转化

为单步优化, 以期降低在线计算量. 因此, 基于容许

集的TRMPC设计思路,根据系统状态将控制策略分

为 3种模态: 多面体不变集序列并集作为Mode 1, 如

果状态属于该区域,则按文献 [11]算法调用离线设计

好的控制律; 多面体不变集序列并集的控制容许集

作为Mode 2,如果状态属于该模态区域中的 𝑖步容许

集,则将 𝑖− 1(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)容许集作为双模预测控

制的终端约束集进行单步优化, 计算控制输入, 从而

将多步在线优化转化为单步优化, 以降低在线计算

量; Mode 3是将Mode 1和Mode 2区域的并集作为新

终端约束集,设计变时域双模预测控制在线计算控制

输入. 算法设计步骤如下:

算算算法法法 2 基于容许集的三模鲁棒MPC.

1)离线部分.

Step 1 按文献 [11]方法设计并计算向原点收敛

的多面体不变集序列Ω =

𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗以及对应的状态反

馈控制律𝐾1,𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑀 .

Step 2 在满足状态约束𝑋和控制输入约束𝑈

的条件下,采用迭代算法 1计算Ω的𝑁步容许集

Ξ̃𝑁 (Ω) = Ξ̃𝑁

( 𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗

)
=

𝑀∪
𝑗=1

Ξ̃𝑁 (Ω𝑗),

并判断控制容许集是否是有限确定的. 如果控制容许

集是无限时间的,则采用𝑁步容许集近似表示.

2)在线部分.

Step 1 给定初始状态𝑥(0),令 𝑘=0.

Step 2 根据当前时刻系统状态𝑥(𝑘),判断:

①若𝑥(𝑘)∈Ω (Mode 1),则设计控制输入作用于

系统

𝑢(𝑘) = 𝐾𝑖𝑥(𝑘), 𝑖 = max{𝑗 : 𝑥(𝑘) ∈ Ω𝑗}.
② 若𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω)/Ω (Mode 2), 则采用单步双

模鲁棒预测控制计算控制输入,即若

𝑥(𝑘) ∈ Ξ̃𝑁 (Ω),

则求解如下优化过程:

min
𝑢(𝑘)

𝐽(𝑘) =

∥𝑥(𝑘 + 1∣𝑘)∥2𝑄𝑓
+ ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄1

+ ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅. (15)
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s.t.

⎧⎨⎩

𝑥(𝑘) ∈ 𝑋, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈 ;

𝑥(𝑘 + 1∣𝑘) ∈ Ξ̃𝑖−1(Ω);

𝑥(𝑘 + 1∣𝑘) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘);

[𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘)] ∈ Δ;

if 𝑖 = 1, then 𝑥(𝑘 + 1∣𝑘) ∈ Ω .

其中: 𝑖=min{𝑗 : 𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑗(Ω)}; 𝑄𝑓表示对称的正定

矩阵; 𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑁 (Ω)/Ω表示𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑁 (Ω), 𝑥(𝑘) /∈Ω .

通过上述优化可得到控制输入𝑢(𝑘)作用于系统.

③ 若𝑥(𝑘) ∈ 𝑋𝑁 ′
𝐹 /Ξ̃𝑁 (Ω) (Mode 3), 则求解优化

问题

min
𝑢(𝑘∣𝑘),⋅⋅⋅ ,𝑢(𝑘+𝑁 ′∣𝑘)

𝐽(𝑘) =

𝑁 ′−1∑
𝑖=0

ℓ(𝑥, 𝑢) + ∥𝑥(𝑘 +𝑁 ′)∥2𝑄𝑓1
. (16)

s.t.

⎧⎨⎩

𝑥(𝑘∣𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑘 +𝑁 ′∣𝑘) ∈ 𝑋;

𝑢(𝑘∣𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 +𝑁 ′∣𝑘) ∈ 𝑈 ;

𝑥(𝑘 +𝑁 ′∣𝑘) ∈ 𝑋ter;

𝑥(𝑘 + 1∣𝑘) = 𝐴(𝑘)𝑥(𝑘) +𝐵(𝑘)𝑢(𝑘);

[𝐴(𝑘), 𝐵(𝑘)] ∈ Δ.

其中: 𝑋ter = Ξ̃𝑁 (Ω)
∪

Ω , 𝑋𝑁 ′
𝐹 表示𝑋ter作为终端约

束集的𝑁 ′步双模预测控制的可行区域, 𝑄𝑓1表示对

称的正定矩阵, ℓ(𝑥, 𝑢)=∥𝑥(𝑘+𝑖∣𝑘)∥2𝑄1
+∥𝑢(𝑘+𝑖∣𝑘)∥2𝑅.

通过上述优化问题可得到控制输入序列𝑢(𝑘∣𝑘),
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 +𝑁 ′∣𝑘),并将𝑢(𝑘)=𝑢(𝑘∣𝑘)作用于实际系统.

Step 3 测量下一时刻的系统状态, 𝑘=𝑘 + 1,返

回在线 Step 2. 如果状态属于Mode 3, 则采用步长递

减的在线优化策略,直至系统稳定到原点.

注注注 1 在算法 2中, 𝑋ter= Ξ̃𝑁 (Ω)
∪

Ω是收敛的

控制不变集,即只要𝑥(𝑘)∈𝑋ter,则总存在可行的控制

输入𝑢(𝑘) ∈𝑈使得𝑥(𝑘 + 1) ∈𝑋ter. 分 2种情况讨论:

1)如果𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑖(Ω), 则采用单步优化必存在可行输

入使得𝑥(𝑘 + 1) ∈ Ξ̃𝑖−1(Ω) ⊆ 𝑋ter; 2) 如果𝑥(𝑘) ∈Ω ,

则由于Ω为控制不变集,采用文献 [11]的控制律切换

策略可保证𝑥(𝑘 + 1)∈Ω ⊆ 𝑋ter,并最终收敛到平衡

原点. 因此,在Mode 3中将𝑋ter作为终端约束集是可

行的.

下面给出算法优化性能指标分析:

1)系统状态𝑥(𝑘)∈𝑋𝑁 ′
𝐹 ,性能指标表示为

𝐽(𝑘) =

𝑁 ′−1∑
𝑖=0

ℓ(𝑥, 𝑢) +

𝑁 ′+𝑁−1∑
𝑖=𝑁 ′

ℓ(𝑥, 𝑢) +

∞∑
𝑖=𝑁 ′+𝑁

ℓ(𝑥, 𝑢) =

𝑀1 +𝑀2 +𝑀3. (17)

由注 1可知, Mode 3的终端约束集𝑋ter为收敛

的控制不变集, 即一旦系统状态进入𝑋ter, 便可通过

优化控制输入以及控制律切换驱动状态收敛到平衡

原点, 因此𝑋ter是一种稳定性约束条件
[13]. 从这一

角度看, 系统状态进入𝑋ter即可认为系统达到了稳

定的控制目标, 因此可以人为地设计𝑀2 + 𝑀3 = 0.

Mode 3优化目标函数 (16)相应改写为

min
𝑢(𝑘∣𝑘),⋅⋅⋅ ,𝑢(𝑘+𝑁 ′∣𝑘)

𝐽1(𝑘) =

𝑁 ′−1∑
𝑖=0

ℓ(𝑥, 𝑢). (18)

2)系统状态𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑁 (Ω),性能指标为

𝐽(𝑘) = ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄1
+ ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅 +

𝑚−1∑
𝑖=1

ℓ(𝑥, 𝑢) +𝑀3,

(19)

其中𝑚=min{𝑖 : 𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑖(Ω)}.

根据注 1可知

𝑋 ′
ter= Ξ̃𝑚−1(Ω)

∪
⋅ ⋅ ⋅

∪
Ξ̃0(Ω)

也为收敛的控制不变集,即一旦系统状态满足𝑥(𝑘)∈
𝑋 ′

ter,便可得到可行的控制输入将系统状态驱动到平

衡原点. 因此,从稳定的意义上考虑, Mode 2中优化目

标函数也可以人为选择
𝑚−1∑
𝑖=1

ℓ(𝑥, 𝑢) +𝑀3 = 0.

基于此,式 (15)可改写为

min
𝑢(𝑘)

𝐽(𝑘) = ∥𝑥(𝑘)∥2𝑄1
+ ∥𝑢(𝑘)∥2𝑅. (20)

这样虽然会损失一定的性能,但将多步在线优化转化

为单步优化,可大大降低在线计算量.

3)系统状态𝑥(𝑘)∈Ω ,可调用离线设计好的控制

律,因此不用考虑优化性能指标.

注注注 2 因为凸多面体的并集不一定是凸集, 因

此优化过程 (15)和 (16)中的优化目标集不一定是

凸集. 如果按式 (15)和 (16)直接进行非凸非线性规

划则不能保证得到最优解, 但因为凸集的一步容

许集是凸集, 所以 Ξ̃𝑗(Ω𝑖)均为凸集 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,

𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀). 为了便于优化运算, 将非凸集合约

束优化问题转换为多个凸集约束的凸优化问题. 在

式 (16)中, 非凸集合𝑋ter可改写为 (𝑁 + 1)×𝑀个凸

集的并集,即

Ξ̃𝑁 (Ω1)
∪

⋅ ⋅ ⋅
∪

Ξ̃𝑁 (Ω𝑀 )︸ ︷︷ ︸
𝑀

∪
⋅ ⋅ ⋅

∪
Ω1

∪
⋅ ⋅ ⋅

∪
Ω𝑀︸ ︷︷ ︸

𝑀︸ ︷︷ ︸
(𝑁+1)×𝑀

.

(21)

这样, 优化问题 (16)便可转化为凸优化问题, 然后从

各优化结果中选择性能最优者作为优化结果. 同理,

式 (15)也可以转化为凸优化问题.

定定定理理理 2 (算法2的稳定性证明) 对于多胞不确定

系统 (1),若满足约束 (2)∼ (4),则采用算法 2设计的模



第 7期 秦伟伟等: 基于容许集的多胞不确定系统三模RMPC 977

型预测控制器可以保证系统渐近稳定到原点.

证证证明明明 根据算法 2设计控制器作用于系统, 假

设 𝑘时刻系统状态为𝑥(𝑘).

1)若𝑥(𝑘) ∈Ω , 则:采用基于多面体不变集序列

切换策略鲁棒MPC实施控制[11]; 因为控制不变集

的并集仍为控制不变集, 一旦系统状态𝑥(𝑘) ∈ Ω ,

则根据系统状态所属的位置确定控制增益可保证

𝑥(𝑘 + 1)∈Ω ;又因为离线部分 Step 1得到的每个多面

体控制不变集均为收敛不变集,因此采用多面体不变

集控制策略实施切换控制,可保证系统状态渐近收敛

到平衡原点.

2)若𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑁 (Ω)/Ω , 𝑖=min{𝑗 : 𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑗(Ω)},

则:如果系统状态𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑖(Ω),则以 Ξ̃𝑖−1(Ω)为目标

约束集, 按优化过程 (15)进行一步在线优化. 由一

步容许集性质可知, 通过优化运算必可得到控制输

入𝑢(𝑘)∈𝑈 ,使得𝑥(𝑘)∈ Ξ̃𝑖−1(Ω). 按上述过程逐步进

行,当 𝑖=1时,即𝑥(𝑘)∈ Ξ̃1(Ω),则必存在可行控制输

入𝑢(𝑘)∈𝑈 ,使得𝑥(𝑘+1)∈Ω ,一旦系统状态𝑥(𝑘)∈Ω ,

便可切换到不变集控制策略,从而保证系统收敛到平

衡原点.

3)若𝑥(𝑘)∈𝑋𝑁 ′
𝐹 /𝑋ter,则:系统状态𝑥(𝑘) /∈𝑋ter,

𝑥(𝑘)∈𝑋𝑁 ′
𝐹 ,按式 (16)进行步长递减的双模预测控制

在线优化计算最优控制输入. 由𝑋𝑁 ′
𝐹 的定义可知,通

过预测时域为𝑁 ′的优化运算得到的控制输入序列

𝑢(𝑘∣𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢(𝑘 + 𝑁 ′∣𝑘)能够保证𝑥(𝑘 + 𝑁 ′∣𝑘)∈𝑋ter.

将𝑢(𝑘∣𝑘)作用于系统, 并测量下一时刻状态, 再进行

预测时域为𝑁 ′=𝑁 ′− 1的在线优化,直至𝑥(𝑘+𝑁 ′)∈
𝑋ter. 一旦系统状态满足𝑥(𝑘) ∈𝑋ter, 则因为𝑋ter =

Ξ̃𝑁 (Ω)
∪

Ω为收敛的控制不变集, 必然存在控制输

入保证系统状态收敛到多面体不变集序列Ω . 如果

𝑥(𝑘)∈Ω ,则调用相应的控制策略可最终保证系统状

态收敛到系统原点.

因为控制不变集和在线优化均满足系统约束,因

此算法 2设计的控制策略能够在满足约束的条件下

保证系统渐近稳定到原点. 2
5 仿仿仿真真真算算算例例例

为了检验控制算法的有效性,以如下多胞不确定

线性系统为例设计控制器:

𝐴1 =

[
1.1 1

0 0.9

]
, 𝐴2 =

[
0.8 1

0 0.9

]
,

𝐵1 =

[
1

1

]
, 𝐵2 = 𝐵1.

状态约束和输入约束满足

𝐴𝑥 = [ 0.1𝐼 − 0.1𝐼 ]T, 𝐴𝑢 = [ 1 − 1 ]T.

性能指标函数中的加权矩阵𝑄1=𝐼 , 𝑅=1.

首先依据文献 [11]方法设计基于多面体不变集

的控制不变集序列Ω =

𝑀∪
𝑗=1

Ω𝑗 , 并将对应的控制增

益𝐾1,𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑀存入数据库以备调用.

采用迭代算法 1,通过计算Ω1,Ω2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Ω𝑀 (这里

𝑀 = 8)的𝑁步容许集, 并判断多面体不变集的控制

容许集是否为有限确定的. 通过计算可知,当𝑁=6时

Ξ̃𝑁+1(Ω𝑖)= Ξ̃𝑁 (Ω𝑖)(𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 8),因此 Ξ̃∞(Ω)为有

限确定的容许控制集.

假设多胞系统不确定性变化方式为

𝐴 = 𝐴1 × rand(0, 1) +𝐴2 × (1− rand(0, 1)),

其中 rand(0, 1)表示 [0, 1]区间的随机数. 对于初始状

态𝑥(0) = [0, 5]T ∈ Ξ̃∞(Ω), 分别采用算法 2和文献 [6]

设计控制器实施控制.

仿真结果如图 1和图 2所示,分别给出了系统状

态响应曲线、输入变化曲线以及性能指标比较. 结果

表明,两种方法均可在满足约束的条件下保证系统收

敛到原点. 表 1给出了在线计算量比较, 可以看出本

文方法大大降低了在线计算量.
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图 2 性能指标与控制输入曲线
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表 1 初始状态 [ 0, 5 ]T的控制输入运算时间

优化步数 本文方法 / s 文献 [6] / s

Step 1 𝑁 = 1, 0.414 9 𝑁 = 3, 1.641 2

Step 2 𝑁 = 1, 0.412 7 𝑁 = 2, 1.382 7

Step 3 𝑁 = 1, 0.377 9 𝑁 = 1, 1.187 0

Step 4 𝑁 = 0, 0.000 0 𝑁 = 0, 0.000 0

从性能指标上看,本文方法性能指标之和为

𝑓1 =

∞∑
𝑖=0

{∥𝑥(𝑖)∥2𝑄1
+ ∥𝑢(𝑖)∥2𝑅} = 334.467 9;

文献 [6]的性能指标之和为

𝑓2 =

∞∑
𝑖=0

{∥𝑥(𝑖)∥2𝑄1
+ ∥𝑢(𝑖)∥2𝑅} = 313.536 3.

与本文方法相比,文献 [6]在性能指标上降低了

6.68%. 但从在线计算量上看,本文方法的在线计算时

间之和𝑇1与文献 [6]在线计算量之和𝑇2分别为

𝑇1 =

3∑
𝑖=1

𝑡1𝑖 = 0.865 4 s, 𝑇2 =

3∑
𝑖=1

𝑡2𝑖 = 4.210 9 s.

文献 [6]在线计算时间是本文方法的 4.866倍,表明本

文方法虽然损失了部分性能,但大大降低了在线计算

量.

算法 2中, 离线选择的多面体不变集数量有限,

且控制容许集是针对多胞不确定系统设计的,具有一

定的保守性,所以不属于控制容许集的状态可能也是

可镇定的,为此对初始状态𝑥0 /∈ Ξ̃∞(Ω)采用三模控制

策略设计控制输入. 对于可行初始状态 [7,−7]T,采用

两种方法设计控制输入,仿真结果如图 3和图 4所示.
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图 4 控制输入以及性能指标比较

由于算法 2中的𝑋𝑁 ′
𝐹 以及文献 [6]方法的在线优

化可行状态集很难精确描述,这里为比较两种方法的

吸引域,在相同预测时域的条件下, 通过给定初始状

态的控制可行性进行比较. 不同初始状态的控制可行

性如表 2所示 (𝑁 =5). 结果表明,算法 2较文献 [6]方

法扩大了吸引域.

表 2 可行性分析

𝑥(0)

[
−10

8

] [
−8

3.5

] [
7

−7

] [
7

−7.5

]
文献 [6] infeasible infeasible feasible infeasible

本文方法 feasible feasible feasible feasible

由于 [7,−7]T /∈ Ξ̃∞(Ω), 本文方法按三模策略设

计控制输入,在Mode 3进行 2步在线,在Mode 2进行

3个单步优化. 文献 [6]采用𝑁 =5的控制时域递减优

化方法,在线优化时间分别为

𝑇1 = 3.547 6 s, 𝑇2 = 8.069 9 s.

计算时间比较如表 3所示.

表 3 初始状态 [7,−7]T的控制输入运算时间

优化步数 本文方法 / s 文献 [6] / s

Step 1 𝑁 = 2, 1.473 0 𝑁 = 5, 2.664 0

Step 2 𝑁 = 1, 0.844 0 𝑁 = 4, 1.938 5

Step 3 𝑁 = 1, 0.453 3 𝑁 = 3, 1.414 4

Step 4 𝑁 = 1, 0.400 7 𝑁 = 2, 1.187 0

Step 5 𝑁 = 1, 0.376 6 𝑁 = 1, 0.866 0

Step 6 𝑁 = 0, 0.000 0 𝑁 = 0, 0.000 0

仿真结果表明, 算法 2是有效可行的, 不仅扩大

了吸引域,而且降低了控制输入的在线计算量.

6 结结结 论论论

本文以变时域变终端约束控制思想为基础,针对

多胞不确定系统,采用多面体不变集控制方法, 通过

引入控制容许集,综合离线设计和在线优化以及多步

优化和单步优化设计了三模鲁棒模型预测控制算法.

相对于文献 [6]方法, 本文算法大大降低了在线计算

量, 并扩大了系统吸引域. 算法稳定性证明和仿真

结果均表明本文方法是一种行之有效的鲁棒模型预

测控制方法.
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