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摘 要: 定义了区间粗糙随机变量、区间粗糙数的运算法则以及期望值和区间粗糙集结算子 (WIRDAA).针对准则

权重信息不完全,准则值为区间粗糙随机变量的粗糙随机多准则决策问题,提出一种基于WIRDAA算子的决策方法.

该方法首先计算出变量的期望值矩阵,利用距离最小化建立模型求解出准则权重;然后利用WIRDAA算子求出各方

案的综合评价值,通过比较得到方案集的排序;最后通过实例表明了所提出方法的有效性和可行性.
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Abstract：：：The definition of interval rough stochastic variables and the arithmetic operations as well as the expected value

of interval rough stochastic numbers are given. And an interval rough operator called interval rough distance weighted

arithmetic averaging(WIRDAA) is introduced. For the problem with information of criterion weights incomplete and the

evaluation under each criterion represented as interval rough stochastic variables, a method based on WIRDAA operator is

proposed. The method calculates the expected value of variables to obtain the expected value matrix. Then a programming

model is built to get the criterion weights with the objective function of minimizing the distance. By WIRDAA operator, the

overall evaluation of each alternate is obtained, and the resulted ordering of alternates is obtained according to their overall

evaluations. Finally, an example shows the feasibility and validity of the proposed approach.
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1 引引引 言言言

多准则决策方法已广泛应用于经济、军事、管

理、环境工程等众多领域.在实际决策中,由于社会经

济环境的日益复杂和不确定性以及事物本身的模糊

性、人类知识结构和专业水平的局限性,决策信息通

常具有不确定性. 不确定性的表现形式是多种多样

的,如随机性、模糊性、粗糙性、灰色及其多重不确定

性等. 目前,单一不确定性多准则决策问题已有很多

研究,而对于同时具有两种不确定性的多准则决策问

题的研究也渐成焦点.

自从Pawlak[1]提出粗糙集理论以来,该理论便被

成功地应用于机器学习、决策分析、过程控制、模式

识别与数据挖掘等领域. 粗糙集通过下近似和上近

似来刻画, 可以较准确地描述一些具有含糊性和不

确定性的信息. 不难发现, 有很多实际的MCDM问

题,其准则值可通过形如 ([𝑎, 𝑏], [𝑐, 𝑑])的粗糙集 (本文

称其为区间粗糙数)表示, 而且这种表示通过统计数

据计算即可得到. 例如在项目评估决策问题中, 某

项目的投资额用一个区间粗糙数 ([4, 6], [2, 8])表示,

其解释为该项目的投资额在 2 ∼ 8之间是肯定的,而

在 4 ∼ 6之间是可能的. 同时, Liu[2]于 2002年提出了

粗糙空间、粗糙变量、粗糙运算、信赖性测度、信赖性

分布、乐观值、悲观值、期望值算子、方差算子等概

念,以及几种粗糙规划模型,并在 2004年建立了信赖
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性理论[3],给出了研究粗糙现象的公理化方法.

随机多准则决策是准则值为随机变量的多准则

决策问题.针对随机不确定性的多准则决策问题,多

准则期望效用理论和随机优势理论的应用比较广泛.

多属性效用理论主要通过设定自然状态的概率分布

和效用函数,并根据方案效用的期望值大小来得到对

各方案的一个完全排序[4-5]. VonNermann等人[6]将单

目标期望效用理论扩展到多准则决策情形下,建立了

多准则期望效用理论.有关随机多准则决策问题已有

较多的研究,文献 [7]研究了离散的风险型多准则决

策问题,该方法基于加权法的思想,利用非线性规划

方法确定客观权重;姜宁等人[8]研究了一类不完全信

息随机不确定型多准则决策问题;基于主客观赋权的

思想,姚升保等人[9-10]解决了准则值是有限区间上的

连续型随机变量的随机多准则决策问题; 于义彬等

人[11]基于理想点法的思想也建立了一种风险型多准

则决策模型,并给出了准则权重的确定方法.

粗糙随机变量由Liu[2]于 2002年提出的. 所谓粗

糙随机变量是指取值于粗糙变量集合上的随机变量,

即取“粗糙变量”值的随机变量. 同时, Liu[2]提出了

粗糙随机运算、机会测度、机会分布、乐观值、悲观

值、期望值算子等概念,以及几种粗糙随机规划模型.

迄今为止,人们尚没有对粗糙随机多准则决策问

题进行系统研究.此类问题能够客观地描述众多决策

问题,为此本文在前人工作的基础上, 定义了区间粗

糙随机变量及其相关概念,并给出了区间粗糙集结算

子,为解决准则值为区间粗糙随机变量的多准则决策

问题提供了新的方法.

2 区区区间间间粗粗粗糙糙糙数数数

一个粗糙集最初是通过一个等价关系而产生一

对精确集, 分别称为下近似和上近似. Slowinski等

人[12]将等价关系引申到一般情形,提出了一种不具有

对称性和传递性, 但有自反性的二元相似关系∼=, 并

给出了基于相似关系的粗糙近似的一般定义.

定定定义义义 1 [12] 设𝑈是一个论域, 并且𝑋是一个表

示概念的集合,它的下近似和上近似分别定义为

𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣𝑅−1(𝑥) ⊆ 𝑋}, 𝑋 =
∪
𝑥∈𝑋

𝑅(𝑥).

其中: 𝑅(𝑥)={𝑦∈𝑈 ∣𝑦 ∼= 𝑥}, 𝑅−1(𝑥)={𝑦∈𝑈 ∣𝑥 ∼= 𝑦}.

定定定义义义 2 [1] 具有相同下近似和上近似的所有集

合的整体称为一个粗糙集,记为 (𝑋,𝑋).

定定定义义义 3 [2] 一个粗糙变量 𝜉是从粗糙空间 (Λ,Δ,

𝐴, 𝜋)到实数集的一个可测函数. 即,设 (Λ,Δ, 𝐴, 𝜋)为

一个粗糙空间, 𝜉是从Λ到实数集𝑅的函数,若对𝑅的

每个Borel集𝐵, 有 {𝜆 ∈Λ∣𝜉(𝜆) ∈𝐵} ∈𝐴, 则称 𝜉为粗

糙空间 (Λ,Δ, 𝐴, 𝜋)上的粗糙变量. 更进一步, 𝜉 =

{𝜉(𝜆)∣𝜆∈Δ}, 𝜉={𝜉(𝜆)∣𝜆∈Λ},分别称为粗糙变量 𝜉的

下近似和上近似. 这里 𝜉 ⊂ 𝜉.

定定定义义义 4 一个区间粗糙数是下近似和上近似均

为区间的粗糙变量,记为 ([𝑎, 𝑏], [𝑐, 𝑑]),其中 𝑐⩽𝑎<𝑏⩽
𝑑.

由文献 [2-3]可得到区间粗糙数的算术运算、期

望值定义以及排序方法.

定定定义义义 5 设 𝜉𝑖 = ([𝑎𝑖, 𝑏𝑖], [𝑐𝑖, 𝑑𝑖]) (𝑖= 1, 2)为 2个

区间粗糙数, 𝑘为实数,则有

𝜉1 + 𝜉2 =

([𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2], [𝑐1 + 𝑐2, 𝑑1 + 𝑑2]); (1)

𝑘𝜉1 =

{
([𝑘𝑎1, 𝑘𝑏1], [𝑘𝑐1, 𝑘𝑑1]), 𝑘 ⩾ 0;

([𝑘𝑏1, 𝑘𝑎1], [𝑘𝑑1, 𝑘𝑐1]), 𝑘 < 0.
(2)

定定定义义义 6 设 𝜉1=([𝑎1, 𝑏1], [𝑐1, 𝑑1])为区间粗糙数,

则 𝜉1的期望值为

E [𝜉1] =
1

4
(𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1 + 𝑑1). (3)

对于区间粗糙数, 可按其期望值的大小进行排序,即

设 𝜉1和 𝜉2为 2个区间粗糙数,则 𝜉1>𝜉2当且仅当E [𝜉1]

>E [𝜉2].

定定定义义义 7 [3] 设 𝜉𝑖=([𝑎𝑖, 𝑏𝑖], [𝑐𝑖, 𝑑𝑖]) (𝑖=1, 2)为 2个

区间粗糙数,则它们的距离定义为

𝑑(𝜉1, 𝜉2) =

∣𝑎1 − 𝑎2∣+ ∣𝑏1 − 𝑏2∣+ ∣𝑐1 − 𝑐2∣+ ∣𝑑1 − 𝑑2∣
4

. (4)

3 区区区间间间粗粗粗糙糙糙随随随机机机变变变量量量

定定定义义义 8 设Ω为样本空间, 𝐴为事件域,对于任

意随机事件𝜔 ∈𝐴,定义函数𝑃𝑟(𝜔), 0⩽𝑃𝑟(𝜔)⩽ 1,称

𝑃𝑟(𝜔)为随机事件𝜔的概率, 𝑃𝑟为 (Ω , 𝐴)上的概率,

(Ω , 𝐴, 𝑃𝑟)为概率空间.

在概率为实数和状态值为区间粗糙数的决策问

题中,区间粗糙随机变量是对该类问题进行描述和研

究的基础. 下面在上文所定义的概率空间的基础上,

给出区间粗糙随机变量的一些相关定义.

定定定义义义 9 设 𝜉是一个从概率空间 (Ω , 𝐴, 𝑃𝑟)到区

间粗糙数集合的函数, 并且对于𝑅上的任何Borel集

𝐵, 𝑇𝑟{𝜉(𝜔)∈𝐵}和𝑇𝑟{𝑃𝑟(𝜔)∈𝐵}都是𝜔的可测函数,

则称 𝜉为一个区间粗糙随机变量.

例如,式 (5)为一个区间粗糙随机变量,其中 ([𝑎𝑖,

𝑏𝑖], [𝑐𝑖, 𝑑𝑖])表示其第 𝑖个状态的值, 𝑃𝑟(𝜔𝑖)表示第 𝑖个

状态的概率.

𝜉 =

⎧⎨⎩
([𝑎1, 𝑏1], [𝑐1, 𝑑1]), 𝑃𝑟(𝜔1);

([𝑎2, 𝑏2], [𝑐2, 𝑑2]), 𝑃𝑟(𝜔2);
...

([𝑎𝑛, 𝑏𝑛], [𝑐𝑛, 𝑑𝑛]), 𝑃𝑟(𝜔𝑛).

(5)
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定定定义义义 10 设 𝜉为一个区间粗糙随机变量, 如果

存在

𝑛∑
𝑖=1

𝑃𝑟(𝜔𝑖)× 𝜉𝑖,则称
𝑛∑

𝑖=1

𝑃𝑟(𝜔𝑖)× 𝜉𝑖为区间粗糙

随机变量的期望值,记作

E (𝜉) =

𝑛∑
𝑖=1

𝑃𝑟(𝜔𝑖)× 𝜉𝑖. (6)

根据区间粗糙数的运算法则 (1)和 (3),可知该期

望值为区间粗糙数.

4 基基基于于于WIRDAA算算算子子子的的的粗粗粗糙糙糙随随随机机机多多多准准准则则则
决决决策策策方方方法法法

对于一个粗糙随机多准则决策问题, 设有𝑚个

方案𝐴= {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}, 𝑛个决策准则𝐶 = {𝑐1, 𝑐2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛},且各准则相互独立,则对应的权向量为𝑊 =

{𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛},且𝜔𝑗 ∈ [0, 1], 𝜔1 + 𝜔2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜔𝑛=1,

𝑊 信息不完全,且 (𝜔1, 𝜔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛)
T∈Ω .

𝑎𝑖关于 𝑐𝑗的准则值为区间粗糙随机变量 𝜉𝑖𝑗 (假

设区间粗糙随机变量均可以根据实际情况确定各

自的区间粗糙数取值,并确定相应概率),从而可构成

区间粗糙随机决策矩阵𝑀 =(𝜉𝑖𝑗)𝑚×𝑛. 在各准则权重

信息不完全的情况下,欲确定方案集𝐴= {𝑎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑖,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}的最佳方案或排序.

定定定义义义 11 设𝑀 = (𝜉𝑖𝑗)𝑚×𝑛为区间粗糙随机决

策矩阵, 则称𝑥+ = (𝜉+1 , 𝜉
+
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉+𝑛 )为方案的正理想

点. 其中: 𝜉+𝑗 =([𝑎+𝑗 , 𝑏
+
𝑗 ], [𝑐

+
𝑗 , 𝑑

+
𝑗 ]), 𝑎

+
𝑗 = max

𝑖
{𝑎𝑖𝑗}, 𝑏+𝑗

=max
𝑖

{𝑏𝑖𝑗}, 𝑐+𝑗 =max
𝑖

{𝑐𝑖𝑗}, 𝑑+𝑗 =max
𝑖

{𝑑𝑖𝑗}.

定定定义义义 12 设𝑀 = (𝜉𝑖𝑗)𝑚×𝑛为区间粗糙随机决

策矩阵, 𝑥+=(𝜉+1 , 𝜉
+
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉+𝑛 )为方案的正理想点. 根

据定义 7,令

𝑑𝑖𝑗 = 𝑑(𝜉𝑖𝑗 , 𝜉
+
𝑗 ) =

∣𝑎+𝑗 − 𝑎𝑖𝑗 ∣+ ∣𝑏+𝑗 − 𝑏𝑖𝑗 ∣+ ∣𝑐+𝑗 − 𝑐𝑖𝑗 ∣+ ∣𝑑+𝑗 − 𝑑𝑖𝑗 ∣
4

,

若

𝑓𝜔(𝑑𝑖1, 𝑑𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑖𝑛) =
𝑛∑

𝑗=1

𝜔𝑗𝑑𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, (7)

则称 𝑓为加权的区间粗糙距离平均算子, 简称为

WIRDAA算子. 显然, 𝑓𝜔(𝑑𝑖1, 𝑑𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑑𝑖𝑛)值越小, 说

明方案 𝑎𝑖与方案的正理想点距离越小, 从而方案 𝑎𝑖

越优.

根据上述分析,建立一个线性规划模型来求解准

则权重值,有

min 𝑓𝜔 =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗𝑑𝑖𝑗 ;

s.t. 𝜔 ∈ Ω ,

𝑛∑
𝑗=1

𝜔𝑗 = 1, 𝜔𝑗 ⩾ 0. (8)

求解线性规划模型,得到最优解为

𝑊 ∗ = (𝜔∗
1 , 𝜔

∗
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔∗

𝑛).

基于上述分析, 下面给出一种基于WIRDAA算

子的粗糙随机多准则决策方法.

上述问题的决策步骤如下:

Step 1: 根据定义 10, 依次对方案计算其在各准

则上的期望值.方案 𝑎𝑖在准则 𝑐𝑗上的评价值 𝜉𝑖𝑗的期

望值可表示如下:

E (𝜉𝑖𝑗) =

𝑡∑
𝑘=1

𝑃𝑟(𝜔
𝑘
𝑖𝑗)× 𝜉𝑘𝑖𝑗 . (9)

其中 𝑡为区间粗糙随机变量可能取值的个数,它随区

间粗糙随机变量取值个数的不同而不同.

Step 2: 规范化决策信息.对于MACM问题,常见

的准则类型有效益型和成本型. 为了消除不同物理量

纲对决策结果的影响,首先给出区间粗糙准则值的规

范化公式对准则值进行规范化处理,可采用下列极差

比例转换法:

1)对于效益型准则,转换公式为
𝜉𝑖𝑗 −min

𝑖
{𝑐𝑖𝑗}

max
𝑖

{𝑑𝑖𝑗} −min
𝑖
{𝑐𝑖𝑗} ; (10)

2)对于成本型准则,转换公式为
max{𝑑𝑖𝑗} − 𝜉𝑖𝑗

max
𝑖

{𝑑𝑖𝑗} −min
𝑖
{𝑐𝑖𝑗} . (11)

由定义 5可知, 规范化准则值仍为区间粗糙数. 为简

单起见,经规范化处理后,方案 𝑎𝑖在准则 𝑐𝑗下的准则

值仍记为 𝜉𝑖𝑗 =([𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 ], [𝑐𝑖𝑗 , 𝑑𝑖𝑗 ]). 从而可得到规范化

的决策矩阵

𝑅 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜉11 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜉1𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜉1𝑛
...

...
...

. . .
...

𝜉𝑖1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜉𝑖𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜉𝑖𝑛
...

...
...

. . .
...

𝜉𝑚1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜉𝑚𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝜉𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Step 3: 建立模型, 求解准则权重. 利用式 (7)和

(8)建立线性规划模型,通过Matlab软件求解得到𝑊 ∗

=(𝜔∗
1 , 𝜔

∗
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔∗

𝑛).

Step 4: 集结方案准则值. 利用WIRDAA算子对

方案 𝑎𝑖的准则值进行集结,得到 𝑎𝑖的综合评价值𝑍𝑖,

𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

Step 5: 对方案集进行排序.比较各方案的综合评

价值𝑍𝑖. 𝑍𝑖越小,方案 𝑎𝑖越优.

5 实实实例例例分分分析析析

某投资银行拟对上市公司进行项目投资,有 4个

备选公司𝐴1 ∼ 𝐴4, 3个评价准则𝐶1 ∼ 𝐶3 (准则分别

为年产值,社会效益,公司竞争力). 由于是对未来不
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确定的环境作出判断,受到国家政策、社会经济环境

等因素的影响, 因而以上准则均为随机变量. 现由

专家对各公司按上述 3项准则进行评估, 已知各上

市公司在每个准则下对应的自然状态基本一致, 且

各公司对应的自然状态概率完全确定, 各种准则的

粗糙随机决策表如表 1∼表 3所示. 决策者给出准则

权系数的不完全确定信息为Ω = {0.15 ⩽ 𝑤1 ⩽ 0.25,

0.15⩽𝑤2⩽ 0.35, 0.3⩽𝑤3⩽ 0.45, 𝑤1 + 𝑤2 + 𝑤3 = 1},

试确定最优投资公司.

表 1 在准则𝑪1下的粗糙随机决策表

概 率
方案

𝑃1 = 0.2 𝑃2 = 0.3 𝑃3 = 0.5

𝐴1 ([8,9],[3,12]) ([7,8],[1,12]) ([6,7],[1,8])

𝐴2 ([6,7],[2,9]) ([5,7],[2,8]) ([4,6],[1,9])

𝐴3 ([4,5],[2,7]) ([3,5],[1,6]) ([2,4],[0,6])

𝐴4 ([7,8],[1,12]) ([6,7],[3,9]) ([7,8],[4,10])

表 2 在准则𝑪2下的粗糙随机决策表

概 率
方案

𝑃1 = 0.1 𝑃2 = 0.2 𝑃2 = 0.9 𝑃3 = 0.7

𝐴1 ([7,8],[3,12]) ([6,7],[1,9])

𝐴2 ([5,7],[2,9]) ([8,9],[4,11])

𝐴3 ([6,8],[2,10]) ([4,5],[1,9]) ([3,6],[1,8])

𝐴4 ([5,6],[2,8]) ([7,8],[6,12]) ([8,9],[6,12])

表 3 在准则𝑪3下的粗糙随机决策表

概 率
方案

𝑃1 = 0.4 𝑃2 = 0.6

𝐴1 ([5,7],[1,12]) ([6,8],[3,14])

𝐴2 ([3,6],[2,9]) ([5,6],[2,9])

𝐴3 ([7,9],[5,15]) ([6,7],[1,12])

𝐴4 ([4,5],[2,7]) ([5,7],[1,13])

根据定义 10, 依次对方案计算其在各准则上的

期望值,得到期望矩阵𝑆如下:

𝑆 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
([6.7, 7.7], [1.4, 10]) ([6.1, 7.1], [1.2, 9.3])

([4.7, 6.5], [1.5, 8.7]) ([7.7, 8.8], [3.8, 10.8])

([2.7, 4.5], [0.7, 6.2]) ([3.5, 6], [1.1, 8.4])

([6.7, 7.7], [3.1, 10.1]) ([7.5, 8.5], [5.6, 11.6])

→

→

([5.6, 7.6], [2.2, 13.2])

([4.2, 6], [2, 9])

([6.4, 7.8], [2.6, 13.2])

([4.6, 6.2], [1.4, 10.6])

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

利用式 (8)建立线性规划模型, 通过Matlab软件求解

得到𝑊 ∗=(𝜔∗
1 , 𝜔

∗
2 , 𝜔

∗
3)=(0.25, 0.3, 0.45).

利用WIRDAA算子对方案𝐴𝑖的准则值进行集

结, 得到𝐴𝑖的综合评价值𝑍1 = 0.097 4, 𝑍2 = 0.144 5,

𝑍3=0.264 1, 𝑍4=0.003 6.

比较各方案的综合评价值𝑍𝑖,得𝑍4 >𝑍1 >𝑍2 >

𝑍3, 𝐴4为最佳方案.

6 结结结 论论论

本文定义了区间粗糙数、区间粗糙随机变量及

其相关概念, 给出了区间粗糙集结算子, 即加权区间

粗糙距离平均算子, 提出了一种基于区间粗糙集结

算子的决策方法, 并给出了具体步骤和实例, 有效地

解决了准则值为区间粗糙随机变量的多准则决策问

题,从而丰富了粗糙集理论.该方法可用于供应商选

择、投资效益评价等相关决策.
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