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摘 要: 针对带有状态输出有界约束的一类不确定仿射非线性系统,提出一种单向辅助面滑模控制器设计方法. 该

方法通过将状态量的约束条件引入单向辅助面的设计,并利用单向辅助面构成系统状态输出量正不变集的边界,以

保证系统状态能够满足状态输出量的约束条件.随后给出了该方法稳定性以及单向辅助面构成正不变集的理论证

明,并通过仿真验证了所提出的设计方法的有效性.

关键词: 非线性系统；正不变集；滑模控制；单向辅助面；状态约束；干扰
中图分类号: TP273 文献标识码: A

Robust sliding mode control with unidirectional auxiliary surfaces for
nonlinear system with state constraints
FU Jian, WU Qing-xian, JIANG Chang-sheng, CHENG Lu
(College of Automation，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nanjing 210016，China．Correspondent:

FU Jian，E-mail：fujian1986216@126.com)

Abstract：：：The sliding mode control with unidirectional auxiliary surfaces(UAS-SMC) is proposed for a class of nonlinear

systems with state constraints. And the unidirectional auxiliary surfaces(UAS) are designed by the state constraints. By

using the UAS to constitute the boundaries of the positive invariant sets, the constraints of the system states are guaranteed.

The stability of the system and the invariant sets which consist of the UAS are proved. The simulation results show the

effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

滑模变结构控制 (SMC)具有良好的鲁棒性,在实

际系统中得到了广泛应用. 但是,实际系统不可避免

地存在控制输入及状态输出的约束问题,这便降低了

滑模变结构控制器的控制性能[1].

针对上述问题, 国内外学者展开了一系列的研

究:文献 [2]针对控制输入约束问题提出了一种解决

二阶非线性系统滑模控制饱和问题的方法,其缺点是

没有考虑状态输出约束问题;文献 [3]针对状态在切

换面上的情况, 研究了滑模状态约束问题,然而没有

对状态输出有界约束进行讨论.此外, 人们还提出了

自适应滑模控制和模糊滑模控制等解决控制输入约

束问题的方法[4-5]. 现有的滑模控制研究主要集中在

控制约束方面,对状态约束未进行深入探讨. 而作为

实际系统中广泛存在的一类状态约束问题,状态输出

有界约束对滑模控制系统的性能有重要影响. 因此,

如何在此约束下提高滑模控制器的性能,是值得研究

的问题.

本文针对状态输出有界约束问题,提出一种单向

辅助面滑模控制方法 (UAS-SMC),将状态输出有界约

束条件引入单向辅助面设计,利用单向辅助面构造系

统状态输出正不变集[6]的边界,使系统状态在整个运

行过程中都能满足约束条件.本文首先叙述要解决的

问题; 然后阐述单向辅助面滑模控制器的设计步骤;

接着给出相关证明, 并进行了数学模型的仿真验证;

最后给出了研究结论.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下系统:

收稿日期: 2010-04-18；修回日期: 2010-06-30.

基金项目: 国家自然科学基金重大课题项目(60974106, 90716028).

作者简介: 傅健(1986−),男,博士生,从事智能飞行控制的研究；吴庆宪(1955−),男,教授,博士生导师,从事鲁棒控制

和智能控制等研究.



第 9期 傅 健等: 带状态约束的非线性系统单向辅助面滑模控制 1289

𝑋̇ = 𝑓(𝑋) + 𝑔(𝑋)𝑢+ 𝜂. (1)

其中: 𝑋 ∈ 𝑅𝑛, 𝑓(𝑋) ∈ 𝑅𝑛, 𝑔(𝑋) ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 𝑢 ∈ 𝑅𝑛, 且

𝑔(𝑋)可逆. 状态𝑋的约束条件如下:

Ψ ={𝑋∣𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T∈𝑅𝑛,

𝑛𝑖⩽𝑥𝑖⩽𝑚𝑖, 𝑛𝑖,𝑚𝑖∈𝑅, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}, (2)

且 𝜂=[𝜂1, 𝜂2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜂𝑛]T ∈ 𝑅𝑛表示由不确定项Δ𝑓(𝑋),

Δ𝑔(𝑋)和外部干扰 𝑑(𝑋)构成的复合干扰. 这里假定

该复合干扰的上下界是可估计的.

3 单单单向向向辅辅辅助助助面面面滑滑滑模模模控控控制制制器器器设设设计计计

按如下步骤设计单向滑模控制器:

Step 1 选择合适的组合切换面{
𝑆1(𝑋) = 𝑋 + 𝜉1

w
𝑋 = 0,

𝑆2(𝑋) = 𝑋 + 𝜉2
w
𝑋 = 0.

(3)

其中: 𝜉1=diag{𝜉11, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉1𝑛}, 𝜉2=diag{𝜉21, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜉2𝑛},

𝑆1(𝑋)= [𝑆11, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆1𝑛]
T, 𝑆2(𝑋)= [𝑆21, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆2𝑛]

T, 𝜉1𝑖
>0, 𝜉2𝑖>0, 𝜉1𝑖 ∕= 𝜉2𝑖, 𝑖∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}. 为简便起见,本

文中用
w
𝑋表示

w 𝑡

0
𝑋(𝜏)d𝜏 .

Step 2 对于二维空间
(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
, 切换面𝑆1𝑖 =

𝑥𝑖 + 𝜉1𝑖
w
𝑥𝑖; 𝑆2𝑖=𝑥𝑖 + 𝜉2𝑖

w
𝑥𝑖, 𝑖=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 将其划

分为 4个子空间, 分别记为第 𝑘𝑖子空间, 𝑘= 0, 1, 2, 3,

如图 1所示.
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图 1 切换面划分二维空间示意图

根据状态限制条件 (2), 如图 1所示取适当的点

𝑃𝑆1𝑖+, 𝑃𝑆1𝑖−, 𝑃𝑆2𝑖+, 𝑃𝑆2𝑖−,满足{
𝑆1𝑖(𝑃𝑆1𝑖+) = 0, 𝑆1𝑖(𝑃𝑆1𝑖−) = 0,

𝑆2𝑖(𝑃𝑆2𝑖+) = 0, 𝑆2𝑖(𝑃𝑆2𝑖−) = 0.

点𝑃𝑆1𝑖+, 𝑃𝑆1𝑖−, 𝑃𝑆2𝑖+, 𝑃𝑆2𝑖−在约束条件 (2)内组成

凸四边形𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖+𝑃𝑆2𝑖−, 记为凸四边形Δ,

并分别由线段𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆2𝑖−, 𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖−, 𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆2𝑖+,

𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖+构成单向辅助面𝐻0𝑖 ,𝐻1𝑖 ,𝐻2𝑖 ,𝐻3𝑖 .

𝐻𝑘𝑖 = 𝜔𝑘𝑖1𝑥𝑖 + 𝜔𝑘𝑖2

w
𝑥𝑖 +𝑀𝑘𝑖 = 0,

𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3}, 𝑀𝑘𝑖 > 0, 𝜔𝑘𝑖1 ∕= 0. (4)

其中: 𝐻0𝑖 =0,𝐻1𝑖 =0,𝐻2𝑖 =0, 𝐻3𝑖 =0分别表示线段

𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆2𝑖−, 𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖−, 𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆2𝑖+, 𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖+所

属直线在二维空间的数学方程; 𝜔𝑘𝑖1 , 𝜔𝑘𝑖2 ,𝑀𝑘𝑖 , 𝑘 ∈

{0, 1, 2, 3}, 表示这 4个直线方程中对应的系数. 则点

集𝑄=
{(

𝑥𝑖,
w
𝑥𝑖

)∣∣∣𝐻𝑘𝑖
⩾ 0, 𝑘=0, 1, 2, 3

}
表示凸四边

形Δ内部的所有点. 如此,该点集便构成了正不变集.

下文中,将对此进行证明.

Step 3 考虑当前单向辅助面的第 𝑖个分量为

𝐻𝑖 = 𝜔𝑖1𝑥𝑖 + 𝜔𝑖2

w
𝑥𝑖 +𝑀𝑖 = 0.

其中

𝜔𝑖1 =

⎧⎨⎩

𝜔0𝑖1 , 𝑆1𝑖 < 0, 𝑆2𝑖 < 0;

𝜔1𝑖1 , 𝑆1𝑖 < 0, 𝑆2𝑖 > 0;

𝜔2𝑖1 , 𝑆1𝑖 > 0, 𝑆2𝑖 < 0;

𝜔3𝑖1 , 𝑆1𝑖 > 0, 𝑆2𝑖 > 0;

1, 𝑆1𝑖 = 0;

1, 𝑆2𝑖 = 0;

𝜔𝑖2 =

⎧⎨⎩

𝜔0𝑖2 , 𝑆1𝑖 < 0, 𝑆2𝑖 < 0;

𝜔1𝑖2 , 𝑆1𝑖 < 0, 𝑆2𝑖 > 0;

𝜔2𝑖2 , 𝑆1𝑖 > 0, 𝑆2𝑖 < 0;

𝜔3𝑖2 , 𝑆1𝑖 > 0, 𝑆2𝑖 > 0;

𝜉1𝑖, 𝑆1𝑖 = 0;

𝜉2𝑖, 𝑆2𝑖 = 0;

𝑀𝑖 =

⎧⎨⎩

𝑀0𝑖 , 𝑆1𝑖 < 0, 𝑆2𝑖 < 0;

𝑀1𝑖 , 𝑆1𝑖 < 0, 𝑆2𝑖 > 0;

𝑀2𝑖 , 𝑆1𝑖 > 0, 𝑆2𝑖 < 0;

𝑀3𝑖 , 𝑆1𝑖 > 0, 𝑆2𝑖 > 0;

0, 𝑆1𝑖 = 0;

0, 𝑆2𝑖 = 0.

则当前单向辅助面可记为𝐻=Ω1⋅𝑋+Ω2⋅
w
𝑋+𝑀 .其

中: 𝐻=[𝐻1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐻𝑛]
T, Ω1=diag{𝜔11 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛1}, Ω2=

diag{𝜔12 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑛2}, 𝑀=[𝑀1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀𝑛]
T.

Step 4 设计对于非线性系统 (1)的状态输出约

束滑模控制器,即

𝑢 = (Ω1 ⋅ 𝑔(𝑋))−1(𝑁 − Ω1 ⋅ 𝑓(𝑋)− Ω2 ⋅𝑋) =

(𝑔(𝑋))−1(Ω−1
1 ⋅𝑁 − 𝑓(𝑋)− Ω−1

1 ⋅ Ω2 ⋅𝑋). (5)

其中

𝑁 = [𝑁1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁𝑛]
T.

𝑁𝑖 =

{
0, 𝑆1𝑖 = 0 or 𝑆2𝑖 = 0;

𝑁̄𝑖, others;
𝑁̄ 𝑖 > sup{−𝜔𝑖1𝜂𝑖}.

4 单单单向向向辅辅辅助助助面面面滑滑滑模模模控控控制制制的的的证证证明明明

引引引理理理 1 考虑位于第 𝑘𝑖(𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3})子空间
的点𝑃 = (𝑥, 𝑦) =

(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
, 如图 2所示. 点𝑃𝑆1𝑖±,

𝑃𝑆2𝑖± ∈ {𝑃𝑆1𝑖+, 𝑃𝑆1𝑖−, 𝑃𝑆2𝑖+, 𝑃𝑆2𝑖−}构成编号 𝑘𝑖子

空间的单向辅助面

𝐻𝑘𝑖 = 𝜔𝑘𝑖1𝑥𝑖 + 𝜔𝑘𝑖2

w
𝑥𝑖+𝑀𝑘𝑖 , 𝑀𝑘𝑖 > 0, (6)

则对于点𝑃 有𝑀𝑘𝑖−𝐻𝑘𝑖(𝑃 )⩾0,并且当𝐻𝑘𝑖(𝑃 )=𝑀𝑘𝑖

时,有𝑃 =(0, 0).
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图 2 𝑷 点坐标变换示意图

证证证明明明 因为点𝑃𝑆1𝑖± = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃𝑆2𝑖± = (𝑥2, 𝑦2)

构成单向面𝐻𝑘𝑖 , 所以点𝑃𝑆1𝑖±, 𝑃𝑆2𝑖±在单向面𝐻𝑘𝑖

上. 因此有{
𝐻𝑘𝑖(𝑃𝑆1𝑖±) = 𝜔𝑘𝑖1𝑥1 + 𝜔𝑘𝑖2𝑦1 +𝑀𝑘𝑖 = 0,

𝐻𝑘𝑖(𝑃𝑆2𝑖±) = 𝜔𝑘𝑖1𝑥2 + 𝜔𝑘𝑖2𝑦2 +𝑀𝑘𝑖 = 0.
(7)

由于点𝑃 (𝑡)位于第 𝑘𝑖子空间,由图 2可知
−→
𝑜𝑃 = 𝑘1 ⋅ −→𝑜𝑃𝑆1𝑖± + 𝑘2 ⋅ −→𝑜𝑃𝑆2𝑖±, 𝑘1 ⩾ 0, 𝑘2 ⩾ 0.

由此,点𝑃 的坐标可变换为

𝑃 = (𝑥, 𝑦) = (𝑘1 ⋅ 𝑥1 + 𝑘2 ⋅ 𝑥2, 𝑘1 ⋅ 𝑦1 + 𝑘2 ⋅ 𝑦2).
将其代入式 (6),可知

𝐻𝑘𝑖
(𝑃 ) =

𝑘1(𝜔𝑘𝑖1𝑥1 + 𝜔𝑘𝑖2𝑦1 +𝑀𝑘𝑖) + 𝑘2(𝜔𝑘𝑖1𝑥2+

𝜔𝑘𝑖2𝑦2 +𝑀𝑘𝑖)− (𝑘1 ⋅𝑀𝑘𝑖 + 𝑘2 ⋅𝑀𝑘𝑖) +𝑀𝑘𝑖 . (8)

将式 (7)代入 (8),得

𝐻𝑘𝑖(𝑃 ) = −(𝑘1 ⋅𝑀𝑘𝑖 + 𝑘2 ⋅𝑀𝑘𝑖) +𝑀𝑘𝑖 ,

所以有

𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 ) = 𝑘1 ⋅𝑀𝑘𝑖 + 𝑘2 ⋅𝑀𝑘𝑖 .

又因为 𝑘1⩾0, 𝑘2⩾0,𝑀𝑘𝑖>0,所以有

𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 ) ⩾ 0.

当𝐻𝑘𝑖(𝑃 )=𝑀𝑘𝑖时,由 𝑘1𝑀𝑘𝑖+𝑘2𝑀𝑘𝑖 =𝑀𝑘𝑖−𝐻𝑘𝑖(𝑃 ),

𝑘1⩾0, 𝑘2⩾0, 𝑀𝑘𝑖
>0,可知 𝑘1=0, 𝑘2=0. 又因为

𝑃 = (𝑘1 ⋅ 𝑥1 + 𝑘2 ⋅ 𝑥2, 𝑘1 ⋅ 𝑦1 + 𝑘2 ⋅ 𝑦2),
所以此时𝑃 =(0, 0). 2

定定定义义义 1 对于点𝑃 (𝑡)=
(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
,定义

∥𝑜𝑃 (𝑡)∥ =

√
𝑥2
𝑖 +

( w
𝑥𝑖

)2

.

作凸四边形𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖+𝑃𝑆2𝑖−如图 3所示,记为

凸四边形 𝛿. 且对于凸四边形Δ有⎧⎨⎩
𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆1𝑖−//𝑃𝑆1𝑖+𝑃𝑆1𝑖−,

𝑃𝑆2𝑖+𝑃𝑆2𝑖−//𝑃𝑆2𝑖+𝑃𝑆2𝑖−,

𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖+//𝑃𝑆1𝑖−𝑃𝑆2𝑖+,

𝑃𝑆2𝑖−𝑃𝑆1𝑖+//𝑃𝑆2𝑖−𝑃𝑆1𝑖+,

(9)

式中符号 //表示平行于. 点𝑃 (𝑡)在凸四边形 𝛿的边

界上.
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S1i

x
i

∫ x
i

P t( )

H
ki

o

PS i+1

S i+2

PS i+2

PS i+1

PS i-1

PS i-2

PS i-1

PS i-2

图 3 点𝑷 (𝒕)在第𝒌𝒊子空间内运动的示意图

1) 若有𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡)) ⩾ 0, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 则称点𝑃 (𝑡)

在凸四边形Δ的内部.

2) 若存在𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡)) < 0, 𝑖 ∈ {0, 1, 2, 3}, 则称点

𝑃 (𝑡)在凸四边形Δ的外部.

易知, 当点𝑃 (𝑡)在凸四边形Δ的外部时有如下

性质:

1)当点𝑃 (𝑡)位于第 𝑘𝑖子空间时,其中 𝑘∈{0, 1, 2,
3}, 𝑖∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛},有𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))<0.

2) 当点𝑃 (𝑡)位于切换面𝑆1𝑖或𝑆2𝑖上时, 点𝑃 (𝑡)

与凸四边形 𝛿中的某一个顶点重合. 若设点𝑃 (𝑡)与

顶点𝑃𝑆1𝑖+重合,则有 ∥𝑜𝑃 (𝑡)∥>∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥. 类似地,若

点𝑃 (𝑡)分别与顶点𝑃𝑆1𝑖−, 𝑃𝑆2𝑖+, 𝑃𝑆2𝑖−重合, 则分别

有 ∥𝑜𝑃 (𝑡)∥ > ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥, ∥𝑜𝑃 (𝑡)∥ > ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥, ∥𝑜𝑃 (𝑡)∥
>∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥.

定定定理理理 1 考虑非线性系统 (1), 设计受限滑模控

制器𝑢如式 (5)所示, 则系统状态𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑛]

T是渐近稳定的,并且凸点集

𝑄 =
{(

𝑥𝑖,
w
𝑥𝑖

)∣∣∣𝐻𝑘𝑖 ⩾ 0, 𝑘 = 0, 1, 2, 3
}

构成正不变集[6], 即对于𝑃 (𝑡) =
(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
, 如果有

𝑃 (𝑡0)在凸四边形Δ的内部, 则对于 𝑡 > 𝑡0有𝑃 (𝑡)在

凸四边形Δ的内部.

证证证明明明 1)首先给出稳定性证明.

对于点𝑃 (𝑡) =
(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
, 按定义所示构造凸四

边形 𝛿. 定义公共Lyapunov函数

𝑉 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑉𝑖. (10)

其中

𝑉𝑖 =

1

2
[Max(∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥)]2.

因为点𝑃 (𝑡)的运动状态可分为两种情况,一种是在第

𝑘𝑖(𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3}, 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛})子空间内运动; 另

一种是在切换面𝑆1𝑖或𝑆2𝑖上运动. 下面分别对这两

种情况下的Lyapunov函数𝑉𝑖进行讨论.

① 对于𝑉𝑖, 当点𝑃 (𝑡)在第 𝑘𝑖(𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3}, 𝑖 ∈
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{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛})子空间内运动 (如图 3所示), 且第 𝑘𝑖子

空间的单向辅助面为𝐻𝑘𝑖
时,有如下证明:

首先证明𝑉 ⩾0,且当𝑉 =0时,有𝑋=0. 由式 (9)

可知

∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥ =
𝐻𝑘𝑖(0)−𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝐻𝑘𝑖(0)
⋅ ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥ =

𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝑀𝑘𝑖
⋅ ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥.

同理可知

∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥ =
𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝑀𝑘𝑖

⋅ ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥,

∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥ =
𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝑀𝑘𝑖

⋅ ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥,

∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥ =
𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝑀𝑘𝑖

⋅ ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥.
简便起见,令

Θ = Max(∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥),
所以

𝑉𝑖 =
1

2

[𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝑀𝑘𝑖

]2
Θ2 ⩾ 0, 𝑀𝑘𝑖 > 0,Θ > 0.

(11)

由上式可知,当𝑉𝑖=0时,有𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))=𝑀𝑘𝑖 . 根据引

理 1可知,当𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))=𝑀𝑘𝑖时,有𝑃 (𝑡)=(0, 0).

综上所述, 𝑉𝑖 ⩾ 0, 且当𝑉𝑖 =0时, 有𝑥𝑖 =0. 又由

式 (10)可知𝑉 ⩾ 0, 且当𝑉 = 0时, 有𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑥𝑛]

T=0.

下面讨论 𝑉̇ ,证明当𝑋 ∕=0时有 𝑉̇ < 0. 对式 (11)

求导,可得
˙̂
𝑉𝑖 = −(𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))) ⋅ 𝐻̇𝑘𝑖(𝑃 (𝑡)) ⋅ Θ2

𝑀2
𝑘𝑖

. (12)

由引理 1可知𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))⩾0. 将式 (5)代入当前

单向辅助面的导数

𝐻̇ = Ω1 ⋅ (𝑓(𝑋) + 𝑔(𝑋)𝑢+ 𝜂) + Ω2 ⋅𝑋,

可得 𝐻̇𝑖 = 𝐻̇𝑘𝑖 =𝑁𝑖 + 𝜔𝑖1𝜂𝑖. 因为点𝑃 (𝑡)在第 𝑘𝑖子空

间内运动,所以𝑆1𝑖(𝑃 (𝑡)) ∕=0, 𝑆2𝑖(𝑃 (𝑡)) ∕=0.

由式 (5)可知𝑁𝑖 = 𝑁̄𝑖 > sup{−𝜔𝑖1𝜂𝑖}, 所以可得

𝐻̇𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))> 0. 将 𝐻̇𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))代入式 (12), 可知 ˙̂
𝑉𝑖 ⩽ 0.

由引理 1可知,当𝑃 (𝑡) ∕=(0, 0)时,有𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡)) −𝑀𝑘𝑖

>0.

综上所述, 可知当𝑃 (𝑡) =
(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
∕= (0, 0)时,

有
˙̂
𝑉𝑖<0. 由式 (10)可知 𝑉̇ =

𝑛∑
𝑖=1

˙̂
𝑉𝑖,所以当𝑋 ∕=0时有

𝑉̇ <0.

②对于𝑉𝑖,当点𝑃 (𝑡)在切换面𝑆1𝑖或𝑆2𝑖上运动

时, 点𝑃 (𝑡)与凸四边形 𝛿中的某一顶点重合. 不妨设

𝑃 (𝑡)在切换面𝑆1𝑖上运动,点𝑃 (𝑡)与顶点𝑃𝑆1𝑖+重合.

首先, 证明𝑉 ⩾ 0, 且当𝑉 = 0时, 有𝑋 = 0. 由式

(9)以及等比例关系可知

Max(∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥) =
∥𝑜𝑃 (𝑡)∥
∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥ ⋅Max(∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖−∥,

∥𝑜𝑃𝑆2𝑖+∥, ∥𝑜𝑃𝑆2𝑖−∥) =
∥𝑜𝑃 (𝑡)∥
∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥ ⋅Θ .

此时有Lyapunov函数

𝑉𝑖 =
1

2

∥𝑜𝑃 (𝑡)∥2
∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥2

⋅Θ2 ⩾ 0, ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥ > 0, Θ > 0.

(13)

由此可知,当𝑉𝑖=0时,有 ∥𝑜𝑃 (𝑡)∥2=0. 又因为

∥𝑜𝑃 (𝑡)∥2 = 𝑥2
𝑖 +

( w
𝑥𝑖

)2

,

所以当𝑉𝑖 =0时,有𝑥𝑖 =0,
w
𝑥𝑖 =0. 从而由式 (10)和

(13)可知𝑉 ⩾0,且当𝑉 =0时,有

𝑋 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T = 0.

下面讨论 𝑉̇ ,证明当𝑋 ∕=0时有 𝑉̇ < 0. 对式 (13)

求导,可得
˙̂
𝑉𝑖 =

1

2

d∥𝑜𝑃 (𝑡)∥2
d𝑡

⋅ Θ2

∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥2 .
因为点𝑃 (𝑡)在切换面𝑆1𝑖上运动,即

𝑆1𝑖(𝑃 (𝑡)) = 𝑥𝑖 + 𝜉1𝑖
w
𝑥𝑖 ≡ 0, 𝜉1𝑖 > 0. (14)

对等式两边求导, 得 𝑥̇𝑖 =−𝜉1𝑖𝑥𝑖. 将𝑥𝑖 =−𝜉1𝑖
w
𝑥𝑖和

𝑥̇𝑖=−𝜉1𝑖𝑥𝑖代入
˙̂
𝑉𝑖,可知

˙̂
𝑉𝑖 =

1

2

d∥𝑜𝑃 (𝑡)∥2
d𝑡

⋅ Θ2

∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥2 =

− 𝜉1𝑖

[
𝑥2
𝑖 +

( w
𝑥𝑖

)2]
⋅ Θ2

∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥2 .
由式 (13)和 (14)可知 𝜉1𝑖 > 0, Θ > 0, ∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥> 0. 所

以当𝑃 (𝑡) =
(
𝑥𝑖,

w
𝑥𝑖

)
∕= (0, 0)时,有 ˙̂

𝑉𝑖 < 0. 由式 (10)

可知,当𝑋 ∕=0时,有 𝑉̇ <0.

下面证明公共Lyapunov函数𝑉 的连续性. 因为

当控制发生切换时,点𝑃 (𝑡)只可能从子空间进入切换

面, 或者从切换面进入子空间, 不可能直接从一个子

空间进入另一个子空间. 因此,在这里只讨论点𝑃 (𝑡)

从子空间进入切换面,或者从切换面进入子空间的情

况. 不妨设点𝑃 (𝑡)在第 𝑘𝑖子空间与切换面𝑆1𝑖之间进

行切换,如图 4所示,点𝑃 (𝑡)与点𝑃𝑆1±重合.

No. subspacek
i

S2i

S1i

x
i

∫x
i

P t( )

H
ki

o

PS i1 ±

PS i2 ±

PS i2 ±

PS i1 ±

图 4 点𝑷 (𝒕)在第𝒌𝒊子空间与切换面𝑺1𝒊之间切换示意图
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对于第 𝑘𝑖子空间,有

𝑉𝑖 =
1

2

[𝐻𝑘𝑖(0)−𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝐻𝑘𝑖(0)

]2
⋅Θ2; (15)

对于切换面𝑆1𝑖,有

𝑉𝑖 =
1

2

[ ∥𝑜𝑃 (𝑡)∥
∥𝑜𝑃𝑆1𝑖±∥

]2
⋅Θ2. (16)

在图 4中,由式 (9)以及三角形等比例关系可知
𝐻𝑘𝑖(0)−𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡))

𝐻𝑘𝑖(0)
=

∥𝑜𝑃 (𝑡)∥
∥𝑜𝑃𝑆1𝑖±∥ ,

所以式 (15)与 (16)相等. 因此, Lyapunov函数𝑉𝑖是连

续的.

综上所述, Lyapunov函数𝑉𝑖是连续函数. 又由式

(10)可知, 公共Lyapunov函数𝑉 是连续的. 又因为𝑉

⩾ 0,当𝑉 =0时有𝑋 =0;当𝑋 ∕=0时有 𝑉̇ < 0,所以系

统状态𝑋=[𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T是渐近稳定的.

2)下面证明点集𝑄构成正不变集.

运用反证法进行证明. 考虑点

𝑃 (𝑡0) =
(
𝑥𝑖(𝑡0),

w 𝑡0

0
𝑥𝑖(𝜏)d𝜏

)
在凸四边形Δ内部.假设存在点

𝑃 (𝑡1) =
(
𝑥𝑖(𝑡1),

w 𝑡1

0
𝑥𝑖(𝜏)d𝜏

)
, 𝑡1 > 𝑡0

位于四边形Δ外部.因为点𝑃 (𝑡0)在凸四边形Δ的内

部,易知

𝑉𝑖(𝑃 (𝑡0)) ⩽
1

2
Θ2.

对于点𝑃 (𝑡1), 可分两种情况讨论.若点𝑃 (𝑡1)在

第 𝑘𝑖(𝑘∈{1, 2, 3, 4}, 𝑖∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛})子空间内,则有

𝑉𝑖(𝑃 (𝑡1)) =
1

2

[𝑀𝑘𝑖 −𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡1))

𝑀𝑘𝑖

]2
Θ2.

又因为点𝑃 (𝑡1)在凸四边形Δ的外部, 由定义可知

𝐻𝑘𝑖(𝑃 (𝑡1))<0. 因此可得

𝑉𝑖(𝑃 (𝑡1)) >
1

2
Θ2.

若点𝑃 (𝑡1)在切换面上, 点𝑃 (𝑡)与凸四边形 𝛿中某一

个顶点重合,不妨设点𝑃 (𝑡1)与顶点𝑃𝑆1𝑖+重合,则有

𝑉𝑖(𝑃 (𝑡1)) =
1

2

∥𝑜𝑃 (𝑡1)∥2
∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥2

⋅Θ2.

因点𝑃 (𝑡1)在凸四边形Δ外部, 由定义可知 ∥𝑜𝑃 (𝑡1)∥
>∥𝑜𝑃𝑆1𝑖+∥,因此可得

𝑉𝑖(𝑃 (𝑡1)) >
1

2
Θ2.

综上可知𝑉𝑖(𝑃 (𝑡0))< 𝑉𝑖(𝑃 (𝑡1)), 𝑡0 < 𝑡1. 又因为

𝑉𝑖是连续的,故存在 ˙̂
𝑉𝑖(𝑡2)> 0, 𝑡0 <𝑡2 <𝑡1. 与稳定性

证明中得出的
˙̂
𝑉𝑖 ⩽ 0相矛盾,所以假设不成立. 因此,

点集𝑄=
{(

𝑥𝑖,
w
𝑥𝑖

)∣∣∣𝐻𝑘𝑖
⩾0, 𝑘=0, 1, 2, 3

}
构成正不

变集. 2
5 仿仿仿真真真验验验证证证

考虑二阶非线性系统

𝑋̇ = 𝑓(𝑋) + 𝑔(𝑋)𝑢+ 𝜂.

其中

𝑋 = [𝑥1 𝑥2 ]
T,

𝑓(𝑋) =⎡⎢⎣ 𝑥2

(107.9 sin𝑥1 − 1.5𝑥2
2 ∗ cos𝑥1 ∗ sin𝑥1)

7.3− 1.5 cos(𝑥1)2

⎤⎥⎦ ,

𝑔(𝑋)=

⎡⎣ 1 0

0
cos𝑥1

7.3−1.5 cos(𝑥1)2

⎤⎦ , 𝜂=

[
0.1 sin 𝑡

0.1 cos 𝑡

]
.

初始值为

𝑥1(𝑡0) = 0.45, 𝑥2(𝑡0) = −0.45,w 𝑡0

0
𝑥1(𝜏)d𝜏 = −0.45,

w 𝑡0

0
𝑥2(𝜏)d𝜏 = 0.45.

状态范围为

Ψ ={[𝑥1 𝑥2 ]
T∣ − 0.55 ⩽ 𝑥1 ⩽ 0.55;

− 0.55 ⩽ 𝑥2 ⩽ 0.55}.
采用单向辅助面滑模控制,首先构造切换面

𝑆1(𝑋) = 𝑋 +

[
1 0

0 1

] w
𝑋,

𝑆2(𝑋) = 𝑋 +

[
2 0

0 2

] w
𝑋,

𝑆1(𝑋) = [𝑆11 𝑆12 ]
T, 𝑆2(𝑋) = [𝑆21 𝑆22 ]

T.

对于𝑥1,取点

𝑃𝑆1𝑖+ = (−0.45, 0.45), 𝑃𝑆1𝑖− = (0.45,−0.45),

𝑃𝑆2𝑖+ = (−0.55, 0.275), 𝑃𝑆2𝑖− = (0.55,−0.275),

可得当前单向辅助面𝐻1=𝜔11𝑥1+𝜔12

w
𝑥1+𝑀1. 其中

𝜔11 =

⎧⎨⎩

5.858 6, 𝑆11 < 0, 𝑆21 < 0;

1.414 1, 𝑆11 < 0, 𝑆21 > 0;

−1.414 1, 𝑆11 > 0, 𝑆21𝑖 < 0;

−5.858 6, 𝑆11 > 0, 𝑆21 > 0;

1, 𝑆11 = 0;

1, 𝑆21 = 0;

𝜔12 =

⎧⎨⎩

8.080 8, 𝑆11 < 0, 𝑆21 < 0;

−0.808 1, 𝑆11 < 0, 𝑆21 > 0;

0.808 1, 𝑆11 > 0, 𝑆21 < 0;

−8.080 8, 𝑆11 > 0, 𝑆21 > 0;

1, 𝑆11 = 0;

2, 𝑆21 = 0;

𝑀1 =

⎧⎨⎩

1, 𝑆11 < 0, 𝑆21 < 0;

1, 𝑆11 < 0, 𝑆21 > 0;

1, 𝑆11 > 0, 𝑆21 < 0;

1, 𝑆11 > 0, 𝑆21 > 0;

0, 𝑆11 = 0;

0, 𝑆21 = 0.

对于𝑥2,取点
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𝑃𝑆1𝑖+ = (−0.45, 0.45), 𝑃𝑆1𝑖− = (0.45,−0.45),

𝑃𝑆2𝑖+ = (−0.55, 0.275), 𝑃𝑆2𝑖− = (0.55,−0.275),

可得当前单向辅助面

𝐻2 = 𝜔21𝑥1 + 𝜔22

w
𝑥1+𝑀2.

其中

𝜔21 =

⎧⎨⎩

5.858 6, 𝑆12 < 0, 𝑆22 < 0;

1.414 1, 𝑆12 < 0, 𝑆22 > 0;

−1.414 1, 𝑆12 > 0, 𝑆22 < 0;

−5.858 6, 𝑆12 > 0, 𝑆22 > 0;

1, 𝑆12 = 0;

1, 𝑆22 = 0;

𝜔22 =

⎧⎨⎩

8.080 8, 𝑆12 < 0, 𝑆22 < 0;

−0.808 1, 𝑆12 < 0, 𝑆22 > 0;

0.808 1, 𝑆12 > 0, 𝑆22 < 0;

−8.080 8, 𝑆12 > 0, 𝑆22 > 0;

1, 𝑆12 = 0;

2, 𝑆22 = 0;

𝑀2 =

⎧⎨⎩

1, 𝑆12 < 0, 𝑆22 < 0;

1, 𝑆12 < 0, 𝑆22 > 0;

1, 𝑆12 > 0, 𝑆22 < 0;

1, 𝑆12 > 0, 𝑆22 > 0;

0, 𝑆12 = 0;

0, 𝑆22 = 0.

则控制器设计为

𝑢 = (𝑔(𝑋))−1(Ω−1
1 𝑁 − 𝑓(𝑋)− Ω−1

1 ⋅ Ω2 ⋅𝑋).

其中

Ω1 = diag{𝜔11, 𝜔21},
Ω2 = diag{𝜔12, 𝜔22};
𝑀 = [𝑀1,𝑀2 ]

T,

𝑁 = [𝑁1, 𝑁2 ]
T;

𝑁𝑖 =

⎧⎨⎩
0, 𝑆1𝑖 = 0;

0, 𝑆2𝑖 = 0;

0.65, others;

0.65>sup{−𝜔𝑖1𝜂𝑖}, 𝑖=1, 2.

可得𝑥1, 𝑥2轨迹如图 5所示.
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图 5 仿真结果

由图 5可知,常规滑模面控制无法满足受限要求

Ψ , 而单向辅助面滑模控制器满足状态𝑥1, 𝑥2的约束

条件,并且其中单向辅助面确定的 2个点集

𝑄 =
{(

𝑥𝑖,
w
𝑥𝑖

)∣∣∣𝐻𝑘𝑖 ⩾ 0, 𝑘 = 0, 1, 2, 3
}
; 𝑖 = 1, 2

构成正不变集.

6 结结结 论论论

本文研究了滑模变结构控制中状态输出有界约

束问题.根据理论证明和仿真实验可知, 本文设计的

单向辅助面滑模控制器能够使系统状态在整个过程

中满足状态输出有界约束. 但是,从图 5可以看出,单

向辅助面滑模控制的收敛速度要比常规滑模控制慢

一些,因此对于如何加快单向辅助面滑模控制的收敛

速度尚待进一步研究.另外,作者在仿真实验中发现,

单向辅助面滑模对于时滞的敏感程度较高,如何解决

这个问题,也很有必要进行深入探讨.
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