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摘 要: 针对均值偏移算法收敛性慢的缺点, 通过对加速均值偏移方法的研究, 将优化算法中的松弛方法扩展为广

义的松弛方法, 并给出确定对角矩阵参数的方法; 然后对收敛准则进行了修改. 在此基础上, 提出了基于广义松弛方

法的均值偏移算法, 并通过大量的聚类实验和图像分割实验验证了所提出算法的有效性.
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Abstract: For the shortcomings of slow convergence of mean shift algorithm, based on the study of accelerated mean shift

method, the overrelaxed methods coming from optimization algorithm are extended to generalized overrelaxed methods, and

the method for determining the parameters in the diagonal matrix is given. Then the convergence criteria is amended. For the

above analysis, mean shift algorithm based on generalized overrelaxed methods is proposed. A large number of experiments

on cluster analysis and image segmentation show the effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引 言言言

均值偏移 (MS)算法是由 Fukunaga和Hostetler[1]

于 1975年提出的, 直到 1995年Cheng[2]的研究成果

出现, 才引起了人们的兴趣, 从此掀起了一股研究和

应用MS算法的热潮. 作为一种有效的统计迭代算法,

近年来, MS算法已广泛应用于计算机视觉与模式识

别等领域, 例如目标跟踪、图像分割、模式识别与聚

类分析、滤波以及信息融合等方面.

目前, 普遍认为MS算法的收敛速度较慢, 不利

于进行实时处理, 因此MS算法的实时性研究是一个

急需解决的问题. 就实时性的提高而言, 改善MS收

敛速度是一个非常有效的方法. 如文献 [3]使用类

Newton方法提高MS的收敛速度, 但该方法使用梯

度信息近似Hessian矩阵, 需要搜索步长, 增加开销.

[4]提出了基于共轭梯度的快速均值漂移算法, 具

有较快的收敛速度. [5]提出一种自适应带宽的动态

MS方法, 引入动态更新机制, 提高了收敛速度. [6]研

究了 4种高斯MS策略: 空域离散策略, 空间邻域

策略, sparse EM策略和EM-Newton策略, 以提高MS

算法的效率. [7-8]提出了一种基于松弛方法的快速

MS方法, 在迭代过程中, 引入一个学习速率因子, 当

满足递增条件时, 认为此次迭代有效, 且增大了学习

速率因子; 否则, 认为此次迭代无效, 修改学习速率因

子为 1. 这种方法简单, 不会增加算法的时间复杂度.

另一种改善MS算法实时性能的方法是降低MS

时间复杂度, 如改进MS开销较大的操作效率 (例如

搜索数据点的最近邻域), 或采用近似技术 locality-

sensitive hashing (LSH)来减少自适应MS的计算复

杂性[9]. 降低特征空间分析的复杂度也是改善MS

算法实时性能的方法, 如文献 [10]提出一种快速MS

(FMS)算法, 在描述密度分布时将每个局部样本视为

一个整体, 每个样本集中的样本均假设来自同一类别,
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只需为每个样本集标记一个样本中心, 以改善MS算

法的实时性. 其他加速的方法多集中于函数展开技

术, 如快速的高斯变换应用于相似区域颜色分布的高

效模型[11], 改进的高斯变换加速MS矢量计算[12]等.

本文针对MS算法收敛慢的问题, 对松弛方法进

行扩展, 提出一种基于广义松弛方法的快速MS算法.

实验结果表明了该方法的有效性.

2 MS算算算法法法简简简介介介

密度估计 (又称 Parzen窗估计)是一种很流行的

密度估计方法. 给定在 𝑑维空间𝑅𝑑 的𝑛个样本数据

𝒙𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 多维变量的核密度估计可写成

𝑓𝑯,𝑘(𝒙) =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

∣𝑯∣−1/2𝑘
(∥∥∥𝒙− 𝒙𝑖

𝑯

∥∥∥2).
其中: 𝑘(𝑥)为核函数且满足下列条件: 1) 𝑘(𝑥)为非负;

2) 𝑘(𝑥)非单调递增, 即如果 𝑎 < 𝑏, 则 𝑘(𝑎) ⩾ 𝑘(𝑏); 3)

𝑘(𝑥)为连续函数且有界, 即w ∞
0

𝑘(𝑡)d𝑡 < ∞.

𝑯 为 𝑑 × 𝑑的带宽矩阵. 用完整的参数表示𝑯 会增

加估计的复杂性. 实际中, 𝑯 可以为对角矩阵𝑯 =

diag[ℎ2
𝑖 , ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ2

𝑑]或为ℎ2𝑰 , 这里 𝑰为 𝑑×𝑑单位矩阵. 为

简单起见, 本文使用后一种𝑯 , 则归一化后的核密度

估计为

𝑓ℎ,𝑘(𝒙) =
𝑐𝑘,𝑑
𝑛ℎ𝑑

𝑛∑
𝑖=1

𝑘
(∥∥∥𝒙− 𝒙𝑖

ℎ

∥∥∥2), (1)

其中 𝑐𝑘,𝑑 为归一化常数. 当 𝑘(𝑥)(𝑥 > 0)可微时, 对式

(1)求梯度Δ, 然后令Δ = 0, 便可获得MS迭代公式

为

𝒚𝑡+1 = 𝑚(𝒚𝑡) =

𝑛∑
𝑖=1

𝒙𝑖𝑔
(∥∥∥𝒚𝑡 − 𝒙𝑖

ℎ

∥∥∥2)
𝑛∑

𝑖=1

𝑔
(∥∥∥𝒚𝑡 − 𝒙𝑖

ℎ

∥∥∥2) , (2)

其中 𝑔(𝑥) = −𝑘′(𝑥). MS迭代公式沿梯度方向迭代,

使每个待处理的点“漂移”到分布密度函数的局部极

大值点处, 其步长随迭代过程自适应地变化. 在低密

度区, 迭代步长较长; 在局部极大值附近, 迭代步长较

短.

MS算法是严格单调递增收敛的. 设𝒚∗ 为MS算

法的收敛点, 则有𝒚∗ = 𝑚(𝒚∗). 设𝜆max 为矩阵

Δ𝑚 (𝒚∗)的最大特征值, 若𝜆max 越接近于 1, 则MS算

法的收敛速度越慢. 下面给出MS算法.

算法 1 MS算法

Step 1: 初始化𝒚0, 结束条件 𝜀为小数, 𝑡 = 0.

Step 2: 用式 (2)计算𝒚𝑡+1 的值.

Step 3: 判断是否满足 ∥𝒚𝑡+1 − 𝒚𝑡∥ ⩽ 𝜀. 如果满

足, 则结束; 否则, 用𝒚𝑡+1 替代𝒚𝑡 并转 Step 2.

3 快快快速速速MS算算算法法法

3.1 广广广义义义超超超松松松弛弛弛方方方法法法

对文献 [8]使用的松弛方法进行扩展, 在松弛方

法中引入一个矩阵𝑩, 则广义超松弛方法如下:

𝒚𝑡+1 = 𝒚𝑡 +𝑩(𝒚𝑡+1 − 𝒚𝑡), (3)

其中

𝒚𝑡+1 = 𝑚(𝒚𝑡) =

𝑛∑
𝑖=1

𝒙𝑖𝑔
(∥∥∥𝒚𝑡 − 𝒙𝑖

ℎ

∥∥∥2)
𝑛∑

𝑖=1

𝑔
(∥∥∥𝒚𝑡 − 𝒙𝑖

ℎ

∥∥∥2) , (4)

并记为MS(𝑩). 当𝑩 = 𝑰时, 即为经典MS算法[13],

记为MS(𝑰); 当𝑩 = 𝛽𝑰时, 则为经典的超松弛方法,

文献 [7-8]使用该经典超松弛方法于MS中以减少

迭代次数. 本文主要研究𝑩为稍复杂矩阵的情形. 设

Φ(𝒚𝑡) = 𝒚𝑡+𝑩(𝑚(𝒚𝑡)− 𝒚𝑡), 则有𝒚𝑡+1 = Φ(𝒚𝑡). 如果

𝑚(𝒚)在收敛点𝒚∗ 附近可微, 则有

ΔΦ(𝒚𝑡) = 𝑰 −𝑩(𝑰 −Δ𝑚(𝒚𝑡)).

当𝒚𝑡 在收敛点𝒚∗ 的邻域内且Δ𝑚(𝒚𝑡)的特征值在 1

附近时, 𝑩 = 𝑰时的MS算法收敛速度非常慢, 这时

应增大矩阵𝑩的特征值, 以加快MS算法的收敛速度.

为简便起见, 本文仅讨论一种简单情形: 𝑩为对角矩

阵, 并设对角矩阵参数分别为 𝑏1, 𝑏2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑏𝑑. 下面对

MS(𝑩)算法的收敛性进行分析.

对𝒚 = Φ(𝒚)在𝒚∗ 处使用Taylor公式展开, 得

Φ(𝒚𝑡) = Φ(𝒚∗) + ΔΦ(𝒚∗)(𝒚𝑡 − 𝒚∗) + ⋅ ⋅ ⋅ .
如果𝒚𝑡 在𝒚∗ 的邻域内, 则有

𝒚𝑡+1 − 𝒚∗ ≈ ΔΦ(𝒚∗)(𝒚𝑡 − 𝒚∗).

于是

∥𝒚𝑡+1 − 𝒚∗∥ ≈ ∥ΔΦ(𝒚∗)(𝒚𝑡 − 𝒚∗)∥ ⩽ 𝜌 ∥𝒚𝑡 − 𝒚∗∥ ,
其中 𝜌为最大的ΔΦ(𝒚∗)谱半径, 即

𝜌 = max{∣1− 𝑏1(1− 𝜆1)∣, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣1− 𝑏𝑛(1− 𝜆𝑑)∣}.
这里𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜆𝑑为ΔΦ(𝒚∗)的特征值.

为了保证MS(𝑩)算法收敛, 需满足

𝜌 = max{∣1− 𝑏1(1− 𝜆1)∣, ⋅ ⋅ ⋅ , ∣1− 𝑏𝑛(1− 𝜆𝑑)∣} < 1,

即

∣1− 𝑏𝑗(1− 𝜆𝑗)∣ < 1, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑.

于是得 0 < 𝑏𝑗 < 2. 另外, 在𝒚∗ 的邻域内, 𝑡足够大且 0

< 𝑏𝑗 < 2时, 有

𝑟 =

∣∣𝒚𝑡+1 − 𝒚∗∣∣
∣∣𝒚𝑡 − 𝒚∗∣∣ =

∣∣ΔΦ(𝒚𝑡)(𝒚𝑡 − 𝒚∗)∣∣
∣∣𝒚𝑡 − 𝒚∗∣∣ ⩽ 𝜌 ∥𝒚𝑡 − 𝒚∗∥

∣∣𝒚𝑡 − 𝒚∗∣∣ ,
则 𝑟 = 𝜌 < 1. 因此, 当 0 < 𝑏𝑗 < 2 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑)时, 对于

𝒚在𝒚∗ 的邻域内, MS(𝑩)算法以线性速度收敛到核

密度函数 𝑓ℎ,𝑘 (𝒚)函数的局部最优点.
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3.2 迭迭迭代代代停停停止止止准准准则则则

对于实际应用而言, 初始𝒚0 并不在𝒚∗ 附近, 因

此MS算法并不一定收敛. 设定一个小数 𝜀, 当 ∥𝒚𝑡+1−
𝒚𝑡∥ < 𝜀时, 停止迭代. 当算法不收敛时, 一般的处理

方式是设定一个最大迭代次数, 当超过迭代次数时结

束当前迭代. 这种方法非常费时.

通过分析MS算法迭代过程可以发现, 数值 𝑑𝑡 =

∥𝒚𝑡+1 − 𝒚𝑡∥的变化是曲线, 如图 1所示.
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图 1 迭代收敛时𝒅𝒕值随 𝒕变化过程

在图 1中, 从A点开始, 𝑑𝑡 值随迭代次数逐渐减

小, 且趋近于点B; 然后又增大至C点, 直到迭代次数

达到规定的次数, 整个过程是不收敛的 (这里 𝜀取 0.1,

最大迭代次数设为 40). 从整个迭代过程看, 从A点

开始迭代到B点再到C点, 其实MS算法在B点迭代

时便已收敛到局部极值点; 然后又从C点开始迭代直

到D点. 实质上, MS迭代过程是从一个局部极值点跳

跃到附近的另一个极值点, 这样一直跳跃下去. 因此

这种迭代只会增加迭代次数和计算时间, 甚至会造成

误差. 为了避免这种耗时的迭代, 重新设计了算法的

停止准则如下:

if (𝑡 = 0&& 𝑑𝑡 < 𝜀), 则停止迭代;

else {
if ((𝑑𝑡 − 𝑑𝑡−1 > 0)∣∣(𝑑𝑡 < 𝜀)∣∣(𝑡 = 𝑁 )), 则停止迭

代; }
其中: 𝑡为迭代次数, 𝑁 为最大迭代次数. 通过该规则

能够避免局部极值收敛跳跃的情形, 大大减少迭代次

数.

3.3 对对对角角角矩矩矩阵阵阵参参参数数数修修修改改改的的的方方方法法法

在MS算法的迭代过程中会产生序列𝒚𝑡, 𝒚𝑡 的第

𝑗个分量为 𝑦𝑡𝑗 , 可简单表示为 𝑦𝑡. 𝑦∗ 表示第 𝑗个分量

收敛的值, 而对于固定第 𝑗个分量的 𝑦𝑡 相当于一个时

间序列, 这种时间序列具有 3种形式, 如图 2所示.

图 2(a)和图 2(b)表示序列递增或递减迭代过程,

称为平稳收敛; 图 2(c)表示在收敛点附近跳动, 称为

震荡收敛, 其中 𝑦∗ 为预测的收敛点. 对于所有的收

敛数列 𝑦𝑡, 或具有震荡收敛, 或是这两者的结合. 对

于平稳收敛数列 𝑦𝑡 而言, 存在 𝑡, 使得Δ𝑡 ⋅ Δ𝑡−1 ⩾ 0

y

y*

Δ t

y y* -1= +(1+ )t tα Δ

t-1 t

(a) (!"#$%& '&())

y

y*

Δ t y y* -1= +(1+ )t tα Δ

t-1 t

(b) (!"#$%& '&(*)

y
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Δ t

y y* -1= +t tβΔ

t-1 t

(  ) +,#$%&c

图 2 时间序列收敛方式示意图

(Δ𝑡 = 𝑦𝑡 − 𝑦𝑡−1), 且满足 𝑦∗ = 𝑦𝑡−1 + (1 + 𝛼)Δ𝑡. 其中

𝛼为预设常数 (𝛼 < 1), 如图 2(a), 图 2(b)所示. 对于震

荡收敛数列 𝑦𝑡 而言, 存在 𝑡, 使得Δ𝑡 ⋅Δ𝑡−1 < 0且满足

𝑦∗ = 𝑦𝑡−1+𝛽Δ𝑡, 其中 𝛽为预设常数 (𝛽 < 1), 如图 2(c)

所示. 因此目标权值预测方法如下:

if (Δ𝑡 ⋅Δ𝑡−1 ⩾ 0), 𝑦∗ = 𝑦𝑡−1 + (1 + 𝛼)Δ𝑡;

else 𝑦∗ = 𝑦𝑡−1 + 𝛽Δ𝑡.

通过上述预测方法, 不断地预测收敛点, 最终收

敛到最终目标点. 根据上述思想, 给出修改对角矩阵

参数方法如下: 给定初始参数 𝑎max, 𝑎mid, 𝑎min 的值,

在实验中分别取 1.7, 1.5,和 1.3.

if (𝑡 = 0)

for (𝑗 = 0; 𝑗 < 𝑑; 𝑗 ++)

𝑏𝑗 = 𝑏𝑗 ∗ 𝑎mid;

else for (𝑗 = 0; 𝑗 < 𝑑; 𝑗 ++)

if (Δ𝑡𝑗 ⋅Δ𝑡−1𝑗 ⩾ 0), 𝑏𝑗 = 𝑏𝑗 ∗ 𝑎max;

else 𝑏𝑗 = 𝑏𝑗 ∗ 𝑎min.

3.4 快快快速速速MS算算算法法法

根据前面的分析, 下面给出一个快速MS (FMS)

算法.

算法 2 快速MS算法

Step 1: 初始化参数. 初始值𝒚0, 迭代次数 𝑡 = 0,

𝜀为小数, 𝑩的对角参数 𝑏𝑗 为 1 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑).

Step 2: 利用式 (4)计算矢量𝒚𝑡+1.
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Step 3: 利用式 (3)进行修正, 得𝒚𝑡+1.

Step 4: 如果 𝑓ℎ,𝑘(𝒚𝑡+1) > 𝑓ℎ,𝑘(𝒚𝑡), 则用 3.3节的

方法修改𝑩矩阵对角参数 𝑏𝑗 ; 否则𝒚𝑡+1 = 𝒚𝑡+1, 且

𝑩矩阵的对角参数 𝑏𝑗 均为 1.

Step 5: 使用 3.2节的停止准则判断是否还需要

迭代. 如果需要, 则 𝑡 = 𝑡 + 1, 转 Step 2; 否则, 算法结

束.

4 实实实验验验结结结果果果及及及分分分析析析

为了验证算法的有效性, 从MS的数据聚类和图

像分割应用两个方面进行实验. 实验中 𝜀 = 0.01, 最大

迭代次数𝑁 = 40.

4.1 数数数据据据聚聚聚类类类实实实验验验

将数据集中的每个数据点分别作为初始点, 使用

MS算法获取其收敛点, 于是会自动形成许多聚类中

心. 为了验证所提出的快速MS算法的有效性, 在聚

类实验中使用 3个合成数据集, 每个数据集各包含

150个数据. 数据集及相关参数如下:

set ♯ 1: 150个一维数据点都是均等机率从 3个

正态分布中抽取, 3个正态分布分别是𝑁(2.9, 1),

𝑁(0.8, 1.0), 𝑁(−2, 1.0).

set ♯ 2: 150个二维数据点都是均等机率从 3个正

态分布中抽取, 3个正态分布分别是

𝑁

([
2.0

2.2

]
,

[
2.0 0

0 2.1

])
, 𝑁

([
4.2

8.2

]
,

[
1.3 0

0 2.0

])
,

𝑁

([
7.8

3.0

]
,

[
2.0 0

0 1.9

])
.

set ♯ 3: 150个二维数据点都是均等机率从 3个正

态分布中抽取, 3个正态分布分别是

𝑁

([
−7

9.8

]
,

[
5.6 2

1 5.3

])
, 𝑁

([
0.45

11.7

]
,

[
8.4 0.9

0.5 9.8

])
,

𝑁

([
11.8

14.9

]
,

[
14.5 2.0

2.1 3.7

])
.

对每个数据集中的数据分别使用标准的MS

算法、自适应松弛MS (AMS)算法[8]和本文提出的

FMS算法进行聚类实验. 实验中核函数 𝑘采用高斯函

数, 参数ℎ设为 2. 实验结果显示, 使用 3种算法都能

获得 3个聚类中心, 而且 3种算法的收敛轨迹没有很

明显的差别, 但其迭代次数和时间开销却有所不同.

平均迭代次数和平均时间开销的比较如表 1所示. 其

中: 𝑑为平均迭代次数, 𝑡为数据聚类时的平均时间开

销.

另外对 set ♯ 2中的 80个数据分别使用AMS和

FMS算法进行聚类实验的迭代次数比较, 如图 3所示.

表 1 算法聚类的平均迭代次数和平均时间开销

FMS AMS MS
数据集

𝑑 𝑡/ms 𝑑 𝑡/ms 𝑑 𝑡/ms

set ♯ 1 6.32 32 6.32 38 15.4 46

set ♯ 2 3.51 47 4.41 54 7.73 59

set ♯ 3 4.47 64 7.21 74 15.2 78
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图 3 数据聚类实验中迭代次数的比较

从表 1和图 3结果可以看出, 当应用于数据聚类

分析时, 相对于其他两种算法而言, 本文提出的 FMS

算法具有较少的迭代次数, 因而减少了算法的时间开

销.

4.2 图图图像像像分分分割割割实实实验验验

为了进一步验证算法的有效性, 下面使用MS,

AMS和FMS算法分别用于图像分割实验. 核函数采

用截断高斯函数, 即

𝑘(𝑥) =

{
e−𝑥, ∣𝑥∣ ⩽ 𝜆;

0, ∣𝑥∣ > 𝜆.

其中𝜆取 10. 实验使用的原始图像来自文献 [13], 每

个像素表示为𝒙 = (𝑟, 𝑔, 𝑏), 0 ⩽ 𝑟, 𝑔, 𝑏 ⩽ 255. 对每个

像素分别使用MS, AMS和FMS算法, 使其漂移到各

自的局部极大值处. 实验结果显示均能形成分割图

像, 但在进行图像分割时, 3种算法各自的平均迭代次

数有所不同, 因而其耗费的计算时间也不相同. 其平

均迭代次数和时间开销的比较如表 2所示. 其中: 𝑑为

平均迭代次数, 𝑡为对单个像素进行聚类的平均时间

开销.

表 2 图像分割的平均迭代次数和时间开销

FMS AMS MS
编号 图像

𝑑 𝑡/ms 𝑑 𝑡/ms 𝑑 𝑡/ms

1 6.32 32 6.32 38 15.4 46

2 3.51 47 4.41 54 7.73 59

3 4.47 64 7.21 74 15.2 78

图 4描述了表 2中编号为 3的图像分割中部分像
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素分别使用MS, AMS和 FMS算法进行分割的迭代

次数比较.
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图 4 图像分割实验中迭代次数的比较

从表 2和图 4的结果可以看出, 本文的 FMS算法

应用于图像分割时, 比其他两种算法具有更少的迭代

次数, 从而减少了算法的时间开销.

5 结结结 论论论

将MS算法应用于实际中, 其实时性要求是必然

的. 本文针对MS算法的加速方法进行了研究, 将松

弛方法扩展为广义松弛方法, 并对相关参数的确定提

出了可行的方法; 然后对算法迭代停止准则进行了修

改; 最后给出了完整的基于广义松弛方法的MS算法.

该算法简单实用, 没有增加算法的时间复杂度, 减少

迭代次数明显, 提高了计算效率. 大量基于MS算法的

聚类分析和图像分割实验验证了本文算法的有效性.

虽然本文对MS算法进行了改进, 取得了减少迭

代次数的效果, 但MS算法在相关领域的应用还需要

深入研究. 比如MS目标跟踪的有效性, 背景像素对

MS跟踪精度的影响和改善等.
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