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摘 要: 在求解一维连续型动态规划问题的自创算法—–离散近似迭代法的基础上,结合双收敛方法,对多维连续

型动态规划问题进行计算.该算法的基本思路为:在给定其他状态向量序列的基础上,每次对一个状态变量序列进行

离散近似迭代,并找出该状态变量的最优序列,直到所有状态向量序列都检查完. 当模型为非凸非凹动态规划时,证

明了该算法的收敛性;当模型为凸动态规划时,证明了该算法的线性收敛性. 最后,通过具体算例验证了该模型和算

法的有效性.
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Abstract: The paper uses the discrete approximate iteration method and bi-convergent method to solve the multidimensional

continuing convex dynamic programming model. Firstly, the state value of one of state equations is set to be unknown and the

others be known. Then, discrete approximate iteration method is used to find the optimal value of the unknown state values

until all state equations have found optimal values. If the objective function is non-concave and non-convex, the algorithm is

proved convergent. If the objective function is convex, the algorithm is proved linear convergent. Finally, an example shows

the effectiveness of the formation and the algorithm.
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1 引引引 言言言

Bellman[1]于上世纪 50年代提出了动态规划的

最优性原理,为动态最优化的研究奠定了坚实的基础.

自该理论提出以来,动态规划在运筹学、控制论和管

理科学的发展中发挥了巨大的作用. 根据状态变量的

维数,动态规划问题可分为一维和多维动态规划问题;

根据状态变量是否连续, 动态规划问题又可分为离

散型和连续型. 目前,学术界对离散型动态规划问题

的求解比较成熟,如秦裕瑗[2]建立了离散动态规划的

基本公理系统, 并提出了嘉量原理; Bernd Heidergott

等人[3]提出了离散动态规划问题的一般性解法—–

极大代数法; Kumar[4], Palanisamy[5], Trzaskalik[6] 和

Sebastian[7]等人提出了离散动态规划的神经网络

法、蚁群算法和模拟退火算法等.

相对而言,对连续型动态规划问题的解法尚不完

善. 一般是采用动态规划的递推关系式求解. 但是当

动态规划问题含有不等式约束条件时,求解很不方便.

为了克服这一难题, Ohno[8]将动态规划问题转化为拉

格朗日函数, 并用牛顿迭代法求解, 当约束条件较多

时, 该方法的计算量会很大; Villarreal等人[9]运用嵌

入状态变量方法求解多目标整数线性动态规划问题;

Philbrick等人[10]运用一阶和二阶偏导函数近似指标

函数方法求解动态规划问题; Bertsimas等人[11]提出

了近似动态规划方法求解多维背包问题,并与遗传算

法进行比较,结果表明该算法优于遗传算法; Farias等

人[12]提出了近线性规划方法, 但该方法只适用于部

分动态规划问题, 缺乏普适性, 且随着变量的增加,

精确度会大大下降; Abo-Sinna[13]系统地研究了多目
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标动态规划的参数化方法、约束法和目标规划法,并

深入分析了模糊多目标动态规划算法; Li和Cheng等

人[14]提出了具有𝛼水平模糊参数的多目标动态规划

问题,并用参数化方法进行求解; Xu等人[15]提出了分

解法求解动态规划问题,但没有考虑决策变量具有限

制的情况; Wang和Dang[16]将连续时间多目标动态规

划问题离散成一般多目标动态规划问题,引入新理想

点距离策度,将多目标问题转化为双目标问题,并用

进化算法进行求解; Kien等人[17]运用一阶梯度法求

解参数动态规划问题;李端等人[18-19]运用嵌入式方法

将不可分离的动态规划问题转化为可分离的,并用拉

格朗日乘数法获得其解析解.

尽管国内外关于动态规划优化方法的研究已取

得了很多有意义的成果,但是算法设计仍需改进. 国

外学者一般是针对不同的模型设计不同的方法进行

求解,优化方法缺乏普适性,难以检验其有效性,也不

能改变动态规划问题的“维数灾”和高阶非线性等问

题,对于求解大规模动态规划问题非常困难.

由于静态连续型规划问题存在全局最优解且其

算法较成熟,本文将静态连续型规划问题拓展到多维

动态规划问题,并结合双收敛法和自创算法—–离散

近似迭代法进行求解.

2 一一一维维维连连连续续续型型型动动动态态态规规规划划划优优优化化化

2.1 一一一维维维连连连续续续型型型动动动态态态规规规划划划模模模型型型

一般情况下,一维连续型动态规划问题可描述为

min

𝑇∑
𝑘=1

𝑓𝑡(𝑥𝑡).

s.t.

⎧⎨⎩
𝑆𝑡 = 𝑎′𝑡𝑥𝑡 + 𝑆𝑡−1, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ;
𝑞𝑖(𝑥𝑡) = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑙𝑖𝑡 ⩽ 𝑥𝑖𝑡 ⩽ 𝑢𝑖𝑡, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇.
(1)

其中: 𝑥𝑡 = (𝑥1𝑡, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛𝑡)
′(𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇, 𝑇 为确定型的

正整数)为第 𝑡阶段的决策向量; 𝑎𝑡 = (𝑎1𝑡, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑛𝑡)′
为第 𝑡阶段目标函数中一次函数的系数; 𝑞𝑖(𝑥𝑡)为向

量𝑥𝑡的函数; 𝑙𝑖𝑡, 𝑢𝑖𝑡分别为变量𝑥𝑖𝑡的上下界; 𝑆𝑡为第

𝑡阶段的状态变量,是标量.

设第 𝑡阶段的目标函数为 𝑓𝑡(𝑥𝑡), 𝑆0为已知数,

𝑆𝑇 ⩾ 𝜔 (𝜔为已知数), ′表示矩阵或向量的转置符号.

于是状态转移方程可改写为

𝑎′𝑡𝑥𝑡 = 𝑆𝑡 − 𝑆𝑡−1. (2)

令 𝑔𝑡(𝑥𝑡) = 𝑎′𝑡𝑥𝑡. 当𝑇 和𝑛较大时, 运用动态规

划递推关系式求解很困难,会不可避免地出现维数灾

问题.在此本文运用自创算法—–离散近似迭代法进

行求解.

2.2 离离离散散散近近近似似似迭迭迭代代代法法法

算法 1 离散近似迭代法的基本步骤[20-21]如下:

1)确定各阶段状态变量的最大值和最小值,将状

态变量按照从小到大离散成 4等份,即形成 5个值.

2)运用旋转算法求出不同状态值所对应的目标

函数值,并构造多阶段有向赋权图.

3)运用极大代数方法求出多阶段有向赋权图的

最短路径. 若第 𝑘 + 1次最短路径𝐹 (𝑘+1)与第 𝑘次最

短路径𝐹 𝑘的差小于等于 𝜖(𝜖 ⩽ 10−6),则停止迭代,此

时最短路径为𝐹 (𝑘+1);否则,转 4).

4)在上述最短路径的基础上继续迭代.将第 𝑘 +

1次最短路径的各阶段状态值与该阶段状态值的最小

值和最大值分别等分成 2等份,转 2).

2.3 离离离散散散近近近似似似迭迭迭代代代方方方法法法的的的收收收敛敛敛性性性及及及收收收敛敛敛速速速度度度

定理 1 当模型 (1)的目标函数 𝑓𝑡(𝑥𝑡)为非凸非

凹函数时,算法 1是收敛的.

证证证明明明 设第 1阶段最短边为 𝑓1(0, 𝑗1), 第 2阶段

至第𝑇 − 1阶段最短边分别为 𝑓𝑡(𝑖𝑡−1, 𝑗𝑡), 𝑡 = 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑇 − 1,第𝑇 阶段最短边为 𝑓𝑇 (𝑖𝑇−1, 𝑖𝑇 ),则模型最优解

的下界不小于 𝑓1(0, 𝑗1)⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ 𝑓𝑇 (𝑖𝑇−1, 𝑖𝑇 ).

通过将状态变量离散化, 构建多阶段有向赋权

图, 并通过极大代数获得从起点至终点的最短路径,

该最短路径即为模型的可行解. 以该可行解为基础继

续迭代,获得又一最短路径, 则该路径不会大于前一

最优路径. 因此,离散近似迭代方法的可行解是单调

递减. 又因为模型的最优解有下界,所以离散近似迭

代方法是收敛的. 2
定理 2 当模型 (1)的目标函数 𝑓𝑡(𝑥𝑡)为凸函数

时,算法 1是线性收敛的.

证证证明明明 设模型的最优值为𝐹 ∗,其第 𝑡阶段的最优

解为 𝑓∗
𝑡 ;第 𝑘 + 1次迭代最优值为𝐹 (𝑘+1),其第 𝑡阶段

的值为 𝑓
(𝑘+1)
𝑡 ;第 𝑘次迭代值为𝐹 (𝑘),其第 𝑡阶段的值

为 𝑓
(𝑘)
𝑡 . 根据定理 1可知 𝑓

(𝑘)
𝑡 ⩽ 𝑓

(𝑘+1)
𝑡 . 若第 𝑡阶段的

目标函数 𝑓𝑡是凸函数,则有∣𝑓 (𝑘+1)−𝑓∗∣/∣𝑓 (𝑘)−𝑓∗∣ ⩽
1,即 𝑓

(𝑘+1)
𝑡 − 𝑓∗

𝑡 ⩽ 𝑓
(𝑘)
𝑡 − 𝑓∗

𝑡 . 于是有
𝑇∑

𝑖=1

(𝑓
(𝑘+1)
𝑡 − 𝑓∗

𝑡 ) ⩽
𝑇∑

𝑖=1

(𝑓
(𝑘)
𝑡 − 𝑓∗

𝑡 ),

因此
𝑇∑

𝑖=1

(𝑓
(𝑘+1)
𝑡 − 𝑓∗

𝑡 )
/ 𝑇∑

𝑖=1

(𝑓
(𝑘)
𝑡 − 𝑓∗

𝑡 ) ⩽ 1,

即 ∣𝐹 (𝑘+1) − 𝐹 ∗∣/∣𝐹 (𝑘) − 𝐹 ∗∣ ⩽ 1. 所以离散近似迭代

方法是线性收敛的. 2
3 多多多维维维连连连续续续型型型动动动态态态规规规划划划优优优化化化

3.1 多多多维维维连连连续续续型型型动动动态态态规规规划划划模模模型型型

一般情况下,多维连续型动态规划问题可描述为
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min

𝑇∑
𝑘=1

𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑆1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝑁 (𝑡)).

s.t.

⎧⎨⎩
𝑆𝑘(𝑡+ 1) = 𝐻𝑘𝑥𝑡, 𝑆𝑘(𝑡),

𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ;
𝑞𝑖𝑥𝑡 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚;

𝑙𝑖𝑡 ⩽ 𝑥𝑖𝑡 ⩽ 𝑢𝑖𝑡, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇.
(3)

其中: 𝑥𝑡 = (𝑥1𝑡, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛𝑡)
′ (𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇, 𝑇 为确定

型的正整数)为第 𝑡阶段的决策向量; 𝑎𝑡 = (𝑎1𝑡, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑎𝑛𝑡)

′为第 𝑡阶段目标函数中一次函数的系数; 𝑞𝑖(𝑥𝑡)

为向量𝑥𝑡的函数; 𝑙𝑖𝑡, 𝑢𝑖𝑡分别为变量𝑥𝑖𝑡的上下界;

𝑆𝑘(𝑡)(𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)为第 𝑡阶段第 𝑘个状态变量.

第 𝑡阶段的目标函数为 𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑆1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝑁 (𝑡)), 𝑆𝑘(0)

为已知数, 𝑆𝑘(𝑇 ) ⩾ 𝜔𝑘 (𝜔𝑘为已知数), ′为矩阵或向量

的转置符号.

3.2 多多多维维维连连连续续续型型型动动动态态态规规规划划划问问问题题题的的的优优优化化化方方方法法法

算法 2 结合双收敛法和离散近似迭代法求解

多维连续型动态规划问题.具体步骤如下:

1) 令 𝐼0 = {∅}, 𝐼/𝐼0 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. 其中: 𝐼0,

𝐼/𝐼0分别为已搜索和未搜索的状态向量的下标集;

num(𝐼0)和 num(𝐼/𝐼0)分别为下标集 𝐼, 𝐼/𝐼0的个数.

2)确定𝑁个状态转移方程中的𝑁 − 1个状态向

量的初始序列. 令第 𝑘个状态向量初始序列为𝑆0
𝑘(𝑡),

𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 , 𝑘 ∕= 𝑖, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 . 针对第 𝑖个状态向

量,运用离散近似迭代法分别求出目标函数值和最优

状态向量序列,其值分别为𝐺1和𝑆1
𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 . 此时 𝐼0 = {𝑖}, 𝐼/𝐼0 = {1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖−1, 𝑖+1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. 从 𝐼/𝐼0中取出一个下标 𝑗作为下一步搜索

的状态向量.

3) 以状态向量的最优序列𝑆1
𝑘(𝑡)(𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

𝑘 ∕= 𝑗, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 )为初始序列. 针对第 𝑗个状态向

量,运用离散近似迭代法求出目标函数值和最优状态

向量序列,其值分别为𝐺2和𝑆2
𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑡 =

1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 . 此时 𝐼0 = {𝑖, 𝑗}, 𝐼/𝐼0 = {2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}.

4) 若 𝐼/𝐼0 = {∅}, 则计算停止; 否则, 从 𝐼/𝐼0中

取出一个下标作为一步搜索的状态向量,转 3).

3.3 离离离散散散近近近似似似迭迭迭代代代方方方法法法的的的收收收敛敛敛性性性及及及收收收敛敛敛速速速度度度

定理 3 当模型 (1)的目标函数 𝑓𝑡(𝑥𝑡)为非凸非

凹函数时,算法 2是收敛的.

证证证明明明 设从 𝐼/𝐼0中取出一个下标 𝑗作为下一步

搜索的状态向量,此时,目标函数值为𝐺(𝑗−1). 以状态

向量的最优序列𝑆𝑖
𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 )为

初始序列,运用离散近似迭代法求出第 𝑗个状态向量

的最优序列𝑆𝑗
𝑗 (𝑡) (𝑗 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑡 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 ), 其对

应的目标函数值为𝐺𝑗 . 根据离散近似迭代原理可知

𝐺𝑗 ⩽ 𝐺𝑗−1,即目标函数值构成了一个单调递减序列.

当只考虑第 𝑖个状态向量,而忽略其他𝑁 − 1个

状态向量时,运用离散近似迭代法求出此时目标函数

的最小值,并获得第 𝑖个状态向量的值为𝑆
𝑖

𝑖(𝑡), 𝑡 = 1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 . 依照同样的方法可以得到其他使目标函数取

得最小值的状态向量序列. 以𝑆
𝑖

𝑖(𝑡) (𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝑡 =

1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇 )为初始值可以得到每一阶段最小值 𝑓
∗
𝑡 , 则

模型 (3)的最优值将不小于
𝑇∑

𝑡=1

𝑓
∗
𝑡 , 即目标函数值有

下界. 因此,算法 2是收敛的. 2
定理 4 当模型 (1)的目标函数 𝑓𝑡(𝑥𝑡)为凸函数

时,算法 2是线性收敛的.

证证证明明明 假设第 𝑗 − 1次和第 𝑗次搜索目标函数

的最优值分别为𝐺𝑗−1和𝐺𝑗 . 根据定理 3可知𝐺𝑗 ⩽
𝐺(𝑗−1). 假设模型 (3)的最优值为𝐺∗,若模型 (3)的目

标函数为凸函数,则 ∣𝐺∗−𝐺𝑗 ∣/∣𝐺∗−𝐺𝑗−1∣ ⩽ 1. 因此,

算法 2是线性收敛的. 2
4 算算算 例例例

求解以下 5阶段动态规划问题的最优解:

min

5∑
𝑡=1

𝑔′𝑡𝑥𝑡;

s.t.

⎧⎨⎩
𝑆𝑡 = 𝑆(𝑡−1) + 𝑟′𝑡𝑥𝑡,

𝑆𝑡 = 𝑆(𝑡−1) + 𝑟′𝑡𝑥𝑡,

𝑥1𝑡 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥6𝑡 = 1,

0 ⩽ 𝑥𝑖𝑡 ⩽ 1, 𝑖 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 6.

(4)

其中

𝑆0 = 0, 𝑆0 = 0, 𝑆5 ⩾ 0.38, 𝑆5 ⩾ 0.38;

𝑔′1 = (0.1, 1.2, 0.5, 0.8, 0.9, 0.6, 0.75, 1.15, 0.85, 0.45)′,

𝑟′1 = (0.13, 0.1, 0.05, 0.06, 0.07, 0.05, 0.11, 0.075,

0.065, 0.095)′,

𝑟′1 = (0.10, 0.1, 0.05, 0.06, 0.07, 0.05, 0.11, 0.075,

0.065, 0.095)′;

𝑔′2 = (1.2, 0.3, 0.9, 1.1, 0.8, 0.7, 0.95, 0.65, 0.54, 0.89)′,

𝑟′2 = (0.14, 0.1, 0.054, 0.065, 0.076, 0.052, 0.085,

0.12, 0.07, 0.09)′,

𝑟′2 = (0.12, 0.1, 0.04, 0.07, 0.08, 0.06, 0.11, 0.075,

0.09, 0.045)′;

𝑔′3 = (0.8, 0.7, 0.6, 0.5, 0.6, 0.5, 0.75, 0.96, 1.1, 0.78)′,

𝑟′3 = (0.14, 0.09, 0.05, 0.06, 0.07, 0.04, 0.065, 0.095,

0.12, 0.085)′,

𝑟′3 = (0.13, 0.10, 0.06, 0.08, 0.09, 0.06, 0.075, 0.095,

0.11, 0.085)′;
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𝑔′4 = (0.7, 0.8, 0.65, 0.75, 0.86, 0.76, 1.1, 0.95,

0.56, 0.84)′,

𝑟′4 = (0.125, 0.09, 0.05, 0.06, 0.07, 0.04, 0.065, 0.095,

0.12, 0.085)′,

𝑟′4 = (0.135, 0.14, 0.076, 0.088, 0.079, 0.085, 0.11,

0.065, 0.095, 0.12)′;

𝑔′5 = (0.85, 1.1, 0.76, 0.85, 0.75, 0.65, 0.97, 0.72,

0.95, 1.2)′,

𝑟′5 = (0.13, 0.085, 0.075, 0.09, 0.08, 0.095, 0.065,

0.09, 0.11, 0.058)′,

𝑟′5 = (0.125, 0.105, 0.096, 0.085, 0.095, 0.09, 0.11,

0.065, 0.075, 0.13)′.

解解解 令第 2个状态方程各阶段状态变量的初始

值分别为: 𝑆1 = 0.065, 𝑆2 = 0.14, 𝑆3 = 0.22, 𝑆4 =

0.305, 𝑆5 = 0.395. 运用离散近似迭代法可以求出第

1个状态方程各阶段的最优决策值及其相应的状态变

量和目标函数值,如表 1所示.

表 1 第 1个状态转移方程离散近似迭代的结果

𝑡
阶段

1 2 3 4 5

𝑥1𝑡 0.417 0.000 0.000 0.000 0.300

𝑥2𝑡 0.000 0.375 0.000 0.000 0.000

𝑥3𝑡 0.583 0.000 0.000 0.526 0.000

𝑥4𝑡 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000

𝑥5𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥6𝑡 0.000 0.625 0.000 0.000 0.000

𝑥7𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥8𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥9𝑡 0.000 0.000 0.000 0.474 0.700

𝑥10𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

状态变量 0.083 0.153 0.213 0.299 0.394

目标函数值 0.333 0.550 0.500 0.607 0.920

表 2 第 2个状态转移方程离散近似迭代的结果

𝑡
阶段

1 2 3 4 5

𝑥1𝑡 0.417 0.000 0.000 0.000 0.300

𝑥2𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥3𝑡 0.583 0.000 0.000 0.526 0.000

𝑥4𝑡 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000

𝑥5𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥6𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥7𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥8𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

𝑥9𝑡 0.000 1.000 0.000 0.474 0.700

𝑥10𝑡 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

状态变量 0.065 0.155 0.236 0.321 0.411

目标函数值 0.333 0.540 0.500 0.607 0.650

令第 1个状态方程各阶段状态变量的初始值

分别为: 𝑆1 = 0.083, 𝑆2 = 0.153, 𝑆3 = 0.213, 𝑆4 =

0.299, 𝑆5 = 0.394. 运用离散近似迭代法可以求出

第 2个状态方程各阶段的最优决策值及其相应的状

态变量和目标函数值,如表 2所示.

由上可得模型 (4)目标函数的最优值为

0.333 + 0.540 + 0.500 + 0.607 + 0.650 = 2.630.

5 结结结 论论论

本文在求解一维连续型动态规划问题的自创算

法—–离散近似迭代算法的基础上,结合双收敛法求

解多维连续型动态规划问题,并证明了该算法为线性

收敛. 算例计算结果验证了该算法的有效性. 本文算

法有助于求解最优控制、动态投资组合优化、随机动

态规划问题和序贯决策问题,具有较大的应用前景.
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