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摘 要: 针对一类带有兵力增援作战系统交战双方取胜的最优决策问题,在给出交战取胜性理论的基础上,给出了

作战决策方清空型取胜策略和非清空型取胜策略的定义.依据Lanchester战斗方程,得到了两种取胜策略存在的充

分条件.引入非线性优化技术,求得相应的取胜最优策略.它不仅保证了决策方的取胜性,而且使得性能指标具有最

大值.通过仿真算例验证了所设计决策方案的可行性.

关键词: Lanchester方程；交战取胜性理论；清空型策略；非清空型策略；兵力增援；非线性优化

中图分类号: E072；TP273 文献标识码: A

Optimal strategies for winning in military conflicts based on Lanchester
equation

CHEN Xiang-yonga, JING Yuan-weia, LI Chun-jib, LIU Xiao-pinga

(a. College of Information Science and Engineering，b. College of Science，Northeastern University，Shenyang

110819，China．Correspondent：CHEN Xiang-yong，E-mail：cxy8305@163.com)

Abstract: For a class of optimal decision making problems of warfare systems with force resource complementary, the

definitions of the empty type winning strategy and non-empty type winning strategy are proposed based on a defined winning

theory of warfare systems. By means of Lanchester equation, the sufficient conditions for the existence of two strategies are

presented. Nonlinear optimization technology is used to solve the corresponding optimal decision making problems for

winner, and the optimal strategies is obtained, which ensures the victory of the decision maker in conflicts, and the maximum

value of index performance is obtained. Numerical examples show the feasibility of the proposed optimal winning strategies.
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1 引引引 言言言

Lanchester方程[1-2]又称Lanchester战斗理论或

战斗动态理论, 是一种预测作战双方战斗结局的定

量分析理论.近年来,基于Lanchester方程的作战指挥

决策问题的研究取得了一系列的成果[3-9]. 文献 [3-4]

构建了若干类作战兵力资源的优化分配模型, 分别

对作战时间和作战剩余兵力的优化问题进行了研究.

[5]针对总兵力不占优的取胜决策问题, 构建了一类

非线性整数兵力优化分配模型. [6]对一类带有不对

称作战信息的作战效能评估进行了研究. [7]建立了

数理战术学,主要利用Lanchester方程对作战火力分

配最优策略设计和规范化交战模式的应用进行研究.

[8]研究了一类基于Lanchester方程的舰艇编队信息

战火力分配微分对策问题,研究结果为作战指挥决策

提供了理论参考. [9]针对一类对抗双方的兵力增援

问题,建立了相应的微分对策优化模型及其最优性条

件.值得指出的是, 上述文献的共同点是所设计的决

策方案均具有较强的针对性. 因此,如何设计合理有

效的交战取胜策略成为作战指挥决策的研究热点.

基于文献 [5,7,10],本文针对基于Lanchester方程

的作战指挥决策问题,提出了用于作战取胜决策分析

的交战取胜性理论,给出两类用于研究交战取胜决策

问题的作战策略,并将其应用于一类带有兵力增援的

作战决策问题.针对给出的性能指标,利用非线性优

化技术, 给出交战取胜最优策略求解的优化模型, 获

得了相应的求解结果.仿真算例表明了本文所给出作

战方案的有效性.
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2 交交交战战战取取取胜胜胜性性性理理理论论论

设定𝑋1为攻击方, 𝑋2为防御方,考虑一类基于

Lanchester方程的作战系统⎧⎨⎩ 𝑥̇1(𝑡) = −𝛼𝑥2(𝑡) + 𝑢,

𝑥̇2(𝑡) = −𝛽𝑥1(𝑡) + 𝑣.
(1)

其中: 𝑥1和𝑥2为在 𝑡时刻作战双方的瞬时兵力数; 𝛼

> 0 和𝛽 > 0为作战双方中每一作战单位对于敌方的

兵力损耗系数; 𝑥1(0) = 𝑥10和𝑥2(0) = 𝑥20为初始时

刻的兵力数; 𝑢和 𝑣分别为交战双方的控制输入量.

注 1 𝑢和 𝑣是影响交战双方态势变化的控制量,

即影响交战双方兵力变化的控制量. 目前,可以被考

虑的控制量包括兵力增援、非战斗损耗等.

作战指挥决策关心的问题是作战决策方的取胜

和性能.对于交战双方,其取胜性是指作战过程中取

胜一方的剩余兵力保持在一个有限的允许范围内.

定义 1 (交战取胜性) 考虑作战系统 (1), 𝑥1(𝑡)和

𝑥2(𝑡)为双方在 𝑡时刻的兵力, 如果存在整实数𝑀1和

𝑀2,使得下列条件在所考虑的时间区间 [0, 𝑡]内成立:

𝑥1(𝑡) ⩾ 𝑀1, (2)

0 ⩽ 𝑥2(𝑡) ⩽ 𝑀2, (3)

𝛽𝑀2
1 ⩾ 𝛼𝑀2

2 . (4)

其中: 𝑀1为攻击方𝑋1在战斗过程中剩余兵力下界

值, 𝑀2为防御方𝑋2在战斗过程中剩余兵力上界值.

则在给定的控制输入下,称系统 (1)对于攻击方𝑋1具

有交战取胜性.

注 2 由定义 1可以看出, 交战双方的取胜性一

般与系统的兵力损耗和控制量有关. 控制量是影响交

战取胜性最为灵活和易于改变的因素,其设计方式是

作战系统交战取胜决策所研究的主要内容.

注 3 当𝑀1 =
√

𝑥2
10 − (𝛼/𝛽)𝑥2

20, 𝑀2 = 0, 𝑢 =

0, 𝑣 = 0时,定义 1退化为经典的Lanchester方程取胜

判据.

作战决策方是否能够实现交战取胜性,主要取决

于系统的结构和采用的作战策略,或是作战策略需要

满足的条件.首先,对于上述作战系统的取胜性,从系

统的控制量角度给出清空型取胜策略和非清空型取

胜策略的定义.

定义 2 (清空型取胜策略) 考虑作战系统 (1),在

给定的控制量和输入下,如果在终止时刻𝑇 双方剩余

兵力满足

𝑥1(𝑇 ) ⩾ 𝑀1 > 0, (5)

𝑥2(𝑇 ) = 0, (6)

则称控制策略𝑢对于攻击方𝑋1为清空型取胜策略.

定义 3 (非清空型取胜策略) 考虑作战系统 (1),

设定交战双方的兵力损耗界限为𝑥1𝑧 > 0和𝑥2𝑧 > 0,

在给定的控制输入下,如果双方剩余兵力满足

𝑥1(𝑇 ) > 𝑥1𝑧, (7)

𝑥2(𝑇 ) = 𝑥2𝑧, (8)

则称控制策略𝑢对于攻击方𝑋1为非清空型取胜策略.

注 4 非清空型策略主要用于研究交战双方能

否完成各自预定的作战任务.因此在战斗中, 交战双

方预先设定一个明确的兵力损耗界限 (𝑥1𝑧, 𝑥2𝑧),当作

战一方的损耗达到兵力界限时,认定此作战方无法完

成任务,即作战失败.

3 基基基于于于Lanchester方方方程程程交交交战战战取取取胜胜胜策策策略略略求求求解解解
3.1 性性性能能能指指指标标标的的的选选选取取取

考虑一类输入量为兵力增援的作战决策问题,设

双方的兵力增援率为𝑢 > 0和 𝑣 > 0, 其中𝑢 ∈ (𝑢10,

𝑢20), 且 𝑣 = 𝑣0为固定常数. 设定作战决策方为攻击

方𝑋1, 𝑥1(𝑇 )和𝑥2(𝑇 )表示战斗终止时刻的双方剩余

兵力. 考虑如下形式的性能指标:

𝐽 = 𝑥1(𝑇 )− 𝑥2(𝑇 ) +
w 𝑇

0
(𝑣(𝑡)− 𝑢(𝑡))d𝑡, (9)

其中 w 𝑇

0
𝑢(𝑡)d𝑡 ⩽ 𝑋10, (10)

𝑋10表示攻击方可动用的增援兵力总量.

注 5 式 (10)表示双方在作战过程中所增援的

兵力数量不能超过各自可动用的增援兵力总量.

对于决策方𝑋1实现交战取胜的最优决策问题即

是寻找最优作战策略𝑢,使得在战斗终止时刻𝑇 的性

能指标最大,即决策方的剩余兵力尽可能大且兵力增

援的数量尽可能少.

3.2 交交交战战战取取取胜胜胜最最最优优优策策策略略略

定理 1 考虑作战系统 (1),若满足

𝑥10 >
𝑣

𝛽
, 𝑥20 >

𝑢

𝛼
, (11)

𝛾(𝛼𝛽𝑥10 + 𝑢𝛾) > 𝛼(𝛼𝛽𝑥20 + 𝑣𝛾), (12)

则攻击方𝑋1具有交战取胜性, 即攻击方𝑋1取胜,控

制策略𝑢为清空型取胜策略.

证证证明明明 首先依据作战系统 (1)可得到对应作战系

统的解析解为

𝑥1(𝑡) =
𝑣

𝛽
+

𝛾

𝛽
𝐷e𝛾𝑡 + 𝐹 e−𝛾𝑡, (13)

𝑥2(𝑡) =
𝑢

𝛼
−𝐷e𝛾𝑡 +

𝛾

𝛼
𝐹 e−𝛾𝑡. (14)

其中

𝐷 =
1

2

[𝛾
𝛼

(
𝑥10 − 𝑣

𝛽

)
−
(
𝑥20 − 𝑢

𝛼

)]
,
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𝐹 =
1

2

[(
𝑥10 − 𝑣

𝛽
) +

𝛾

𝛽

(
𝑥20 − 𝑢

𝛼

)]
,

𝛾 =
√

𝛼𝛽.

假设满足

𝛾(𝛼𝛽𝑥10 + 𝑢𝛾) > 𝛼(𝛼𝛽𝑥20 + 𝑣𝛾),

则由方程的解析解可知, 𝐷 > 0. 由𝑥10 > 𝑣/𝛽和𝑥20

> 𝑢/𝛼可知, 𝐹 > 0. 因此,对于任意 𝑡 ⩾ 0,可得𝑥1(𝑡)

> 0. 对于𝑥2(𝑡),存在某一时刻𝑇 ,使得𝑥2(𝑇 ) = 0.

依据方程的解析解,在时刻𝑇 ,攻击方𝑋1的剩余

兵力为𝑥1(𝑇 ). 设定𝑀1 = 𝑥1(𝑇 ), 𝑀2 = 0,可得

𝑥1(𝑇 ) ⩾ 𝑀1, 𝑥2(𝑇 ) = 0,

𝛽𝑀2
1 ⩾ 𝛼𝑀2

2 .

由定义 1可知, 对于𝑋1具有交战取胜性, 即攻击方

𝑋1取胜,且满足条件 (11)和 (12)的控制量𝑢为𝑋1的

交战取胜策略.否则,假设下列不等式成立:

𝛾(𝛼𝛽𝑥10 + 𝑢𝛾) < 𝛼(𝛼𝛽𝑥20 + 𝑣𝛾),

则𝑥20(𝑡) > 0. 进而可知,存在某一时刻𝑇 使得𝑥10(𝑇 )

= 0,这与𝑥10(𝑡) > 0相矛盾,假设不成立. 2
定理 2 考虑作战系统 (1),设定交战双方的兵力

损耗界限为𝑥1𝑧 > 0和𝑥2𝑧 > 0,若满足

𝑥1(𝑇 )− 𝑥1𝑧

𝑥2𝑧
𝑥2(𝑇 ) > 0, (15)

𝑥10 >
𝑣

𝛽
, 𝑥20 >

𝑢

𝛼
, (16)

𝛾(𝛼𝛽𝑥10 + 𝑢𝛾) > 𝛼(𝛼𝛽𝑥20 + 𝑣𝛾), (17)

其中𝑥2(𝑇 ) = 𝑥2𝑧 , 则攻击方𝑋1具有交战取胜性, 即

攻击方𝑋1取胜, 𝑢为非清空型取胜策略.

证证证明明明 类似定理 1的证明,可知定理 2成立. 2
由式 (9)和 (10)可知, 系统性能指标最大值的求

取依赖于控制策略𝑢的选取, 所以, 如何选取一个适

当的作战策略,使得系统性能指标最大是十分关键的.

以下通过建立一类带有非线性约束的非线性优化模

型,求解相应的交战取胜最优策略.

定理 3 对于给定的作战系统 (1)和性能指标

(9),在满足定理 1的前提下,若非线性优化问题

max
𝑢

𝐽 ;

s.t. 𝑥2(𝑇 ) = 0, 𝑥1(𝑇 ) > 0,

𝑥10 >
𝑣

𝛽
, 𝑥20 >

𝑢

𝛼
,

𝛾(𝛼𝛽𝑥10 + 𝑢𝛾) > 𝛼(𝛼𝛽𝑥20 + 𝑣𝛾),w 𝑇

0
𝑢(𝑡)d𝑡 ⩽ 𝑋10

有解,则𝑢是𝑋1的清空型交战取胜最优策略.

定理 4 对于给定的作战系统 (1)和性能指标

(9), 在满足定理 2的前提下, 设定交战双方的兵力损

耗界限为𝑥1𝑧 > 0和𝑥2𝑧 > 0,若非线性优化问题

max
𝑢

𝐽 ;

s.t. 𝑥2(𝑇 ) = 𝑥2𝑧, 𝑥1(𝑇 ) > 𝑥1𝑧,

𝑥10 >
𝑣

𝛽
, 𝑥20 >

𝑢

𝛼
,

𝛾(𝛼𝛽𝑥10 + 𝑢𝛾) > 𝛼(𝛼𝛽𝑥20 + 𝑣𝛾),w 𝑇

0
𝑢(𝑡)d𝑡 ⩽ 𝑋10

有解,则𝑢是𝑋1的非清空型交战取胜最优策略.

注 6 上述优化问题是在取胜策略存在 (定理 1

和定理 2成立)的基础上, 按照给定的约束条件和性

能指标来对可行取胜策略寻优. 由此,优化问题是否

有解的关键是交战取胜策略存在性条件是否被满足.

4 仿仿仿真真真例例例子子子

算例 1 针对给定的作战系统 (1)和性能指标

(9),考虑系统参数如下: 𝛼 = 0.9, 𝛽 = 0.4, 𝑥10 = 500,

𝑥20 = 500, 𝑣 = 40, 𝑋10 = 1000. 依据定理 1和定理 3,

可得

max
𝑢

𝐽 ;

s.t. 𝑥1(𝑇 ) > 0, 𝑢𝑇 ⩽ 1 000,

210 ⩽ 𝑢 ⩽ 450,

𝑢

0.9
+𝐷e0.6𝑇 +

𝛾

0.9
𝐹 e−0.6𝑇 = 0.

通过对上述优化问题求解可得, 最优策略𝑢 =

380.869 4, 作战时间𝑇 = 2.625 6, 最大性能指标 𝐽 =

77.782 2.

图 1为交战双方的兵力变化轨线. 由图 1可见,

攻击方的兵力存在最小值min{𝑥1(𝑡)}. 设定𝑀1 =

min{𝑥1(𝑡)}, 𝑀2 = 0,可得𝑢为清空型取胜最优策略.

0 0.5 1 21.5 2.5
0

200

400

600

800

t/s

x
t

x
t

1
2

(
),

(
) x t1( )

x t2( )

图1 攻击方采取清空型作战策略时双方兵力变化轨线

算例 2 针对给定的作战系统 (1)和性能指标

(9),设定𝑥1𝑧 = 400, 𝑥2𝑧 = 280. 𝛼, 𝛽, 𝑥10, 𝑥20, 𝑣,𝑋10同

算例 1. 根据定理 2和定理 4,可得

max
𝑢

𝐽 ;

s.t. 𝑥1(𝑇 ) > 400, 𝑢𝑇 ⩽ 1 000,

210 ⩽ 𝑢 ⩽ 445,

𝑢

0.9
+𝐷e0.6𝑇 +

𝛾

0.9
𝐹 e−0.6𝑇 = 280.
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通过计算可得,最优作战策略为𝑢 = 445,作战时间为

𝑇 = 1.261 5,最大性能指标为 𝐽 = 170.256 4.

图 2为交战双方兵力变化轨线.从图 2可以看出,

攻击方的兵力最小值为min{𝑥1(𝑡)} = 500,因此,在𝑇

时刻, 𝑢为非清空型取胜最优策略.

t/s

x
t

x
t

1
2

(
),

(
)

x t1( )

x t2( )

0 0.5 1 1.5 2
100

300

500

700

900

图2 攻击方采取非清空型作战策略时双方兵力变化轨线

表 1给出了不同兵力损耗界限时,计算获得的非

清空型最优取胜策略和最大性能指标.从表 1可以看

出,当交战双方预先设定各自作战任务时, 决策方的

最优策略就是以最大兵力增援率去支援作战.

表 1 不同兵力损耗界限下非清空型结果

𝑥1𝑧 𝑥2𝑧 𝑢 𝑇 𝐽

450 400 445 0.613 4 389.112 4

400 350 445 0.898 5 273.530 6

350 300 445 0.162 3 193.529 7

400 280 445 1.261 5 170.256 4

5 结结结 论论论

本文研究了一类交战双方取胜最优决策问题,所

提出的交战取胜性理论和设计的两类取胜最优作战

策略满足作战要求. 仿真结果表明了交战取胜性理论

的可行性和所设计交战取胜策略的有效性. 下一步的

工作是将取胜性理论推广到作战指挥对策问题的研

究中[11].
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