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摘 要: 讨论了多时滞奇异系统的鲁棒稳定性问题.通过构造一种新的Lyapunov-Krasovskii泛函 (LKF),结合离散

化LKF理论，给出了多时滞奇异系统正则、脉冲自由和渐近稳定的充分条件,并将该结论推广到含有范数有界不确

定性的多时滞奇异系统.数值算例验证了该方法的有效性和可行性.
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Abstract: Robust stability problem of singular systems with multiple delays is discussed. A new Lyapunov-Krasovskii

functional(LKF) is introduced, which combines the discretization method of LKF to give the condition such that the singular

system with multiple delays is regular, impulse free and stable. Furthermore, the result is extended to uncertain singular

system with multiple delays, where the parameter uncertainty is assumed to be norm bounded. Numerical examples illustrate

the effectiveness and feasibility of the proposed method.
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1 引引引 言言言

由于奇异系统可以更好地描述物理系统, 近年

来, 奇异系统的控制问题得到了广泛的研究[1-10]. 奇

异系统模型中不仅包含动态方程,而且包含静态方程,

其中有 3种模态: 动态模,脉冲模和非动态模. 后两者

在状态空间系统中都不存在,它们也使得奇异系统较

正则系统的研究更为困难[1-2].

时滞现象广泛存在于各类系统中, 比如核反应,

工程化学系统, 生物系统, 人口动态模型等[11-12]. 因

此, 时滞奇异系统的控制问题备受关注. 一般情况

下, 时滞常被看作系统不稳定或系统性能恶化的主

因,因此在已有的时滞系统稳定性研究结论中, 利用

简单LKF方法得到的诸多的稳定性条件中, 时滞为

零时的标称系统稳定往往是时滞奇异系统稳定的必

要条件[3-10]. 时滞奇异系统的稳定性判据分为时滞无

关的和时滞相关的两类. 文献 [3]中给出了时滞奇异

系统稳定的时滞无关的充分条件及状态反馈控制器.

[4,6]中采用模型变换得到了时滞相关的稳定性判据,

结论依模型变换的方式和交叉项的放大方法不同而

保守性各有差异. [5,7]中利用自由权矩阵方法, 改进

了已有结论,遗憾的是数值实例表明, 结论与真值仍

存在较大差距. [13]中引入完全二次LKF方法研究状

态空间时滞系统的稳定性, 某些数值实例表明, 该稳

定性方法极为有效,所得时滞容许区间接近于用频域

方法得到的解析解.更重要的是,完全二次LKF方法

可用于判别区间时滞系统的稳定性,其中时滞为零时

的标称系统稳定不再是时滞系统稳定的必要条件.

本文将完全二次LKF方法推广到多时滞奇异系

统,结合奇异型完全二次LKF及简单LKF,利用离散

化LKF理论,讨论了多时滞奇异系统的稳定性问题及

带有范数有界不确定性的多时滞奇异系统的鲁棒稳
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定性问题.

2 问问问题题题提提提出出出

考虑不确定时滞奇异系统

(Σ) :

⎧⎨⎩

𝐸𝑥̇(𝑡) = (𝐴0 +Δ𝐴0)𝑥(𝑡)+

𝑝∑
𝑖=1

(𝐴𝑖 +Δ𝐴𝑖)𝑥(𝑡− 𝑟𝑖),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 0].

(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛为系统状态, 矩阵𝐸 ∈ 𝑹𝑛×𝑛满足

rank𝐸 = 𝑞 ⩽ 𝑛,𝐴0和𝐴1为已知适当维数常数矩阵,

0 < 𝑟𝑝 < 𝑟𝑝−1 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑟1 = 𝑟为常时滞, 𝜙(𝑡)为相容

的初值函数. Δ𝐴0和Δ𝐴𝑖为时变范数有界参数不确

定性,假设有下列形式:

[ Δ𝐴0 Δ𝐴𝑖 ] = 𝑀𝐹 (𝑡)[ 𝑁0 𝑁𝑖 ]. (2)

其中: 𝑀,𝑁0, 𝑁𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)为已知实常数矩阵;

不确定矩阵𝐹 (𝑡)满足𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼 . 记 (Σ)的标称

系统为

(Σ0) :

⎧⎨⎩
𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴0𝑥(𝑡) +

𝑝∑
𝑖=1

𝐴𝑖𝑥(𝑡− 𝑟𝑖),

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑟, 0].

(3)

定义 1[1] 1)若存在 𝑠 ∈ 𝑪使得 det(𝑠𝐸 − 𝐴0) ∕=
0成立,则称矩阵对 (𝐸,𝐴0)正则.

2) 若 deg(det(𝑠𝐸 − 𝐴0)) = rank𝐸, 则称矩阵

对 (𝐸,𝐴0)脉冲自由.

时滞奇异系统可能会含有脉冲解,然而,若矩阵

对 (𝐸,𝐴0)正则,脉冲自由, 则系统 (Σ0)的解存在, 唯

一且无脉冲模.

引理 1[3] 若矩阵对 (𝐸,𝐴0)正则, 脉冲自由, 则

系统 (Σ0)的解存在,唯一且无脉冲模.

定义 2 1)若矩阵对 (𝐸,𝐴0)正则,脉冲自由,则

称时滞奇异系统 (Σ0)正则,脉冲自由.

2)若对任意 𝜀 > 0, 存在 𝛿(𝜀) > 0使对任意满足

sup
−𝑟<𝑡<0

∥𝜙(𝑡)∥ ⩽ 𝛿(𝜀)的相容初始条件,系统 (Σ0)的解

满足 ∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝜀 (𝑡 ⩾ 0), 则称时滞奇异系统 (Σ0)稳

定; 若系统稳定且 lim
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0, 则称时滞奇异系

统 (Σ0)渐近稳定.

定义 3 若系统 (Σ0)对所有可容许的不确定性

Δ𝐴0,Δ𝐴𝑖都正则,脉冲自由且渐近稳定,则称不确定

时滞奇异系统 (Σ)鲁棒稳定.

不失一般性,设

𝐸=

[
𝐼𝑞 0

0 0

]
, 𝐴0=

[
𝐴01 𝐴02

𝐴03 𝐴04

]
, 𝐴𝑖=

[
𝐴𝑖1 𝐴𝑖2

𝐴𝑖3 𝐴𝑖4

]
,

𝑥(𝑡) = col{𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)}, 𝑥1(𝑡) ∈ 𝑹𝑞为系统的慢状态

变量, 𝑥2(𝑡) ∈ 𝑹𝑛−𝑞为系统的快状态变量. 定义差分

算子 (𝒟 : 𝒞𝑛−𝑞,𝑟 → 𝑹𝑛−𝑞)

𝐷(𝑥2𝑡) = 𝑥2(𝑡) +

𝑝∑
𝑖=1

𝐴−1
04 𝐴𝑖4𝑥2(𝑡− 𝑟𝑖).

引理 2[4] 若算子𝐷(𝑥2𝑡)稳定, 存在正数𝛼, 𝛽,

𝛾,连续泛函𝑉 (𝑥𝑡) : 𝒞𝑛,𝑟 → 𝑹,使

𝛽∥𝑥1(𝑡)∥2 ⩽ 𝑉 (𝑥𝑡) ⩽ 𝛾∥𝑥𝑡∥2,
𝑉̇ (𝑥𝑡) ⩽ −𝛼∥𝑥𝑡∥2,

𝑉 (𝑥𝑡)绝对连续,则系统 (Σ0)渐近稳定.

引理 3[14] 给定适当维数的矩阵𝑌, 𝐹 和𝐸,其中

𝑌 是对称的,则

𝑌 + 𝐸Δ(𝑡)𝐹 + 𝐹TΔT(𝑡)𝐸T < 0

对所有满足ΔT(𝑡)Δ(𝑡) ⩽ 𝐼的Δ(𝑡)成立,当且仅当存

在一个常数 𝜂 > 0,使得

𝑌 + 𝜂𝐸𝐸T + 𝜂−1𝐹T𝐹 < 0.

引理 4[15] 对给定的对称矩阵𝑆 =

⎡⎣𝑆11 𝑆12

𝑆T
12 𝑆22

⎤⎦,

以下 3个条件是等价的 (其中𝑆11是 𝑟 × 𝑟维的):

1) 𝑆 < 0;

2) 𝑆11 < 0, 𝑆22 − 𝑆T
12𝑆

−1
11 𝑆12 < 0;

3) 𝑆22 < 0, 𝑆11 − 𝑆12𝑆
−1
22 𝑆T

12 < 0.

3 主主主要要要结结结论论论

下面首先给出标称时滞奇异系统 (Σ0)正则, 脉

冲自由和渐近稳定的条件.

定定定理理理 1 若存在矩阵𝑃1 = 𝑃T
1 , 𝑃2, 𝑃3 = 𝑃T

3 , 𝑄𝑖,

𝑆𝑖 = 𝑆T
𝑖 , 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅T

𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁及𝑅(𝑘), 𝑆(𝑘), 𝑘

= 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝,使得[
𝑃1 𝑄̂

∗ 𝑅̂+ 𝑆

]
> 0,

Φ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Δ 𝐷𝑠 𝐷𝑎 𝐷̃

∗ −𝑅𝑑 − 𝑆𝑑 0 0

∗ ∗ −3𝑆𝑑 0

∗ ∗ ∗ 𝑅̃

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0

成立,则时滞奇异系统 (Σ0)正则,脉冲自由且渐近稳

定. 其中

𝑃 =

[
𝑃1 𝑃2

0 𝑃3

]
, 𝑄̂ = [ 𝑄0 𝑄1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑄𝑁 ],

𝑆 = diag
(

1

ℎ
𝑆0

1

ℎ
𝑆1 ⋅ ⋅ ⋅ 1

ℎ
𝑆𝑁

)
,

𝑅̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅00 𝑅01 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅0𝑁

𝑅10 𝑅11 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅1𝑁

...
...

. . .
...

𝑅𝑁0 𝑅𝑁1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑄̄𝑗 =

[
𝑄𝑗

0

]
,

𝑆𝑑 = diag( 𝑆𝑑1 𝑆𝑑2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑆𝑑𝑁 ), 𝑆𝑑𝑖 = 𝑆𝑖−1 − 𝑆𝑖,
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Δ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Δ11 Δ12 ⋅ ⋅ ⋅ Δ1,𝑝+1

∗ Δ22 ⋅ ⋅ ⋅ Δ2,𝑝+1

...
...

. . .
...

∗ ∗ ∗ Δ𝑝+1,𝑝+1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Δ11 = 𝑃𝐴0 +𝐴T
0 𝑃

T + 𝑄̄0 + 𝑄̄T
0 + 𝑆0+

𝑝∑
𝑖=2

(
𝑆(𝑖) − 1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

)
Δ12 = 𝑃𝐴1 − 𝑄̄𝑁 , Δ22 = −𝑆𝑁 ,

Δ1,𝑖+1 = 𝑃𝐴𝑖 +
1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸,

Δ𝑖+1,𝑖+1 = −𝑆(𝑖) − 1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸,

𝑅𝑑 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅𝑑11 𝑅𝑑12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝑑1𝑁

𝑅𝑑21 𝑅𝑑22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝑑2𝑁

...
...

. . .
...

𝑅𝑑𝑁1 𝑅𝑑𝑁2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑅𝑑𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑅𝑑𝑖𝑗 = ℎ(𝑅𝑖−1,𝑗−1 −𝑅𝑖𝑗),

𝐷𝑠 = [ 𝐷𝑠
1 𝐷𝑠

2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑠
𝑁 ],

𝐷𝑠
𝑗 = [ 𝐷𝑠T

0𝑗 𝐷𝑠T
1𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑠T

𝑝+1,𝑗 ]T,

𝐷𝑠
0𝑗 =

ℎ

2
𝐴T

0 (𝑄̄𝑗−1 + 𝑄̄𝑗) +
ℎ

2
(𝑅0,𝑗−1 +𝑅0𝑗)−

(𝑄̄𝑗−1 − 𝑄̄𝑗),

𝐷𝑠
1𝑗 =

ℎ

2
𝐴T

1 (𝑄̄𝑗−1 + 𝑄̄𝑗)− ℎ

2
(𝑅𝑁,𝑗−1 +𝑅𝑁𝑗),

𝐷𝑠
𝑖𝑗 =

ℎ

2
𝐴T

𝑖 (𝑄̄𝑗−1 + 𝑄̄𝑗), 𝐷
𝑎 = [𝐷𝑎

1 𝐷𝑎
2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑎

𝑁 ],

𝐷𝑎
𝑗 = [ 𝐷𝑎T

0𝑗 𝐷𝑎T
1𝑗 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐷𝑎T

𝑝+1,𝑗 ]T,

𝐷𝑎
0𝑗 = −ℎ

2
𝐴T

0 (𝑄̄𝑗−1 − 𝑄̄𝑗)− ℎ

2
(𝑅0,𝑗−1 −𝑅0𝑗),

𝐷𝑎
1𝑗 = −ℎ

2
𝐴T

1 (𝑄̄𝑗−1 − 𝑄̄𝑗) +
ℎ

2
(𝑅𝑁,𝑗−1 −𝑅𝑁𝑗),

𝐷𝑎
𝑖𝑗 = −ℎ

2
𝐴T

𝑖 (𝑄̄𝑗−1 − 𝑄̄𝑗),

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,

𝐷̃ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑟2𝐴

T
0 𝑅

(2) 𝑟3𝐴
T
0 𝑅

(3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑝𝐴
T
0 𝑅

(𝑝)

𝑟2𝐴
T
1 𝑅

(2) 𝑟3𝐴
T
1 𝑅

(3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑝𝐴
T
1 𝑅

(𝑝)

...
...

. . .
...

𝑟2𝐴
T
𝑝𝑅

(2) 𝑟3𝐴
T
𝑝𝑅

(3) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑟𝑝𝐴
T
𝑝𝑅

(𝑝)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑅̃ = diag( −𝑟2𝑅
(2) −𝑟3𝑅

(3) ⋅ ⋅ ⋅ −𝑟𝑝𝑅
(𝑝) ).

证证证明明明 设 𝑄̄0和𝑆0具有与𝐴𝑖相容的分块

𝑄̄0 =

[
𝑄̄01 𝑄̄02

0 0

]
, 𝑆0 =

[
𝑆01 𝑆02

∗ 𝑆03

]
.

将上述分块形式代入Δ < 0中,可得[
𝑃3𝐴04 +𝐴T

04𝑃3 + 𝑆03 𝑃3𝐴14

∗ −𝑆03

]
< 0,

类同于文献 [3,10]中的证明, 可得系统 (Σ0)正则, 脉

冲自由,且 𝜌
( 𝑞∑

𝑖=2

𝐴−1
04 𝐴𝑖4

)
<1. 下面证明系统的稳定

性.

构造二次型 (LKF)

𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡) =

𝑥T
1 (𝑡)𝑃1𝑥1(𝑡) + 2𝑥T

1 (𝑡)
w 0

−𝑟1
𝑄(𝜉)𝜙(𝜉)d𝜉+

w 0

−𝑟1

w 0

−𝑟1
𝜙T(𝜉)𝑅(𝜉, 𝜂)𝜙(𝜂)d𝜉d𝜂+

w 0

−𝑟1
𝜙T(𝜉)𝑆(𝜉)𝜙(𝜉)d𝜉 +

𝑝∑
𝑖=2

w 0

−𝑟𝑖
𝜙T(𝜉)𝑆(𝑖)𝜙(𝜉)d𝜉+

𝑝∑
𝑖=2

w 0

−𝑟𝑖

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑅(𝑖)𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃.

其中: 𝑥(𝑡+ 𝜃)=𝜙(𝜃), −𝑟 ⩽ 𝜃⩽ 0, 𝑄(𝜉), 𝑆(𝜉)=𝑆T(𝜉),

𝑅(𝜉, 𝜂) = 𝑅T(𝜂, 𝜉)连续,沿着系统轨迹, 𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡)的导

数为

𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) =

2𝜙T(0)𝑃𝐸𝜙̇(0) + 2𝜙̇T(0)𝐸T
w 0

−𝑟1
𝑄̄(𝜉)𝜙(𝜉)d𝜉+

2𝜙T(0)
w 0

−𝑟1
𝑄̄(𝜉)𝜙̇(𝜉)d𝜉 + 2

w 0

−𝑟1
𝜙T(𝜉)𝑆(𝜉)𝜙̇(𝜉)d𝜉+

2
w 0

−𝑟1

w 0

−𝑟1
𝜙T(𝜉)𝑅(𝜉, 𝜂)𝜙̇(𝜂)d𝜉d𝜂+

𝑝∑
𝑖=2

𝜙T(0)𝑆(𝑖)𝜙(0)−
𝑝∑

𝑖=2

𝜙T(−𝑟𝑖)𝑆
(𝑖)𝜙(−𝑟𝑖)+

𝑝∑
𝑖=2

𝑟𝑖𝑥̇
T(𝑡)𝐸T𝑅(𝑖)𝐸𝑥̇(𝑡)−

𝑝∑
𝑖=2

w 𝑡

𝑡−𝑟𝑖
𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑅(𝑖)𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠.

利用分部积分和 Jensen不等式,结合系统方程,可得

𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) ⩽

𝜙T(0)[𝑃𝐴0 +𝐴T
0 𝑃

T + 𝑄̄(0) + 𝑄̄T(0)]𝜙(0)+

𝜙T(0)
[
𝑆(0)−

𝑝∑
𝑖=2

1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

]
𝜙(0)+

2𝜙T(0)[𝑃𝐴1 − 𝑄̄(−𝑟)]𝜙(−𝑟1)+

2𝜙T(0)

𝑝∑
𝑖=2

[
𝑃𝐴𝑖 +

1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

]
𝜙(−𝑟𝑖)−

𝜙T(−𝑟1)𝑆(−𝑟1)𝜙(−𝑟1)−
𝑝∑

𝑖=2

𝜙T(−𝑟𝑖)
[
𝑆(−𝑟𝑖)− 1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

]
𝜙(−𝑟𝑖)+

2𝜙T(0)
w 0

−𝑟1
[𝐴T

0 𝑄̄(𝜉)− ˙̄𝑄(𝜉) +𝑅(0, 𝜉)]𝜙(𝜉)d𝜉+

2𝜙T(−𝑟1)
w 0

−𝑟1
[𝐴T

1 𝑄̄(𝜉)−𝑅(−𝑟1, 𝜉)]𝜙(𝜉)d𝜉+

𝑝∑
𝑖=2

𝜙T(−𝑟𝑖)
w 0

−𝑟1
𝐴T

𝑖 𝑄̄(𝜉)𝜙(𝜉)d𝜉−
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w 0

−𝑟1

w 0

−𝑟1
𝜙T(𝜉)

( ∂

∂𝜉
𝑅(𝜉, 𝜂) +

∂

∂𝜂
𝑅(𝜉, 𝜂)

)
𝜙(𝜂)d𝜉d𝜂−

w 0

−𝑟1
𝜙T(𝜉)𝑆̇(𝜉)𝜙(𝜉)d𝜉 +

𝑝∑
𝑖=2

𝑟𝑖𝜙̇
T(0)𝐸T𝑅(𝑖)𝐸𝜙̇(0).

采用文献 [13]中的离散化方法: 在时滞区间 [−𝑟,

0]内插入𝑁 − 1个分点, 将其等分为𝑁个小区间 [𝜃𝑖,

𝜃𝑖−1], 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ,每段长度为ℎ = 𝑟/𝑁 ,其中 𝜃𝑖 =

−𝑖ℎ;同时将方形区域 [−𝑟, 0]×[−𝑟, 0]分割为𝑁×𝑁个

小方块 [𝜃𝑖, 𝜃𝑖−1] × [𝜃𝑗 , 𝜃𝑗−1], 每个小块进一步分为两

个小三角形. 选取𝑄(𝜉), 𝑆(𝜉)在每个小区间上线性,

𝑅(𝜉, 𝜃)在每个小三角形上线性, 则由线性插值公式,

𝑄(𝜉), 𝑆(𝜉)和𝑅(𝜉, 𝜃)可由它们在分点的值表达为

𝑄(𝜃𝑖 + 𝛼ℎ) = (1− 𝛼)𝑄𝑖 + 𝛼𝑄𝑖−1;

𝑆(𝜃𝑖 + 𝛼ℎ) = (1− 𝛼)𝑆𝑖 + 𝛼𝑆𝑖−1;

𝑅(𝜃𝑖 + 𝛼ℎ, 𝜃𝑗 + 𝛽ℎ) =⎧⎨⎩ (1− 𝛼)𝑅𝑖,𝑗 + 𝛽𝑅𝑖−1,𝑗−1 + (𝛼− 𝛽)𝑅𝑖−1,𝑗 , 𝛼 ⩾ 𝛽;

(1− 𝛽)𝑅𝑖,𝑗 + 𝛼𝑅𝑖−1,𝑗−1 + (𝛽 − 𝛼)𝑅𝑖,𝑗−1, 𝛼 < 𝛽.

其中: 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝛽 ⩽ 1, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.因此,

LKF可完全由𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑄𝑖, 𝑆𝑖, 𝑅𝑖,𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑁确定. 此时

𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡) =

𝑥T
1 (𝑡)𝑃1𝑥1(𝑡) + 2𝑥T

1 (𝑡)

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
𝑄(𝑖)(𝛼)𝜙(𝑖)(𝛼)ℎd𝛼+

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

w 1

0

[ w 1

0
𝜙(𝑖)T𝑅(𝑖𝑗)(𝛼, 𝛽)𝜙(𝑗)ℎd𝛼

]
ℎd𝛽+

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
𝜙(𝑖)T(𝛼)𝑆(𝜃𝑖 + 𝛼ℎ)𝜙(𝑖)(𝛼)ℎd𝛼+

𝑝∑
𝑖=2

w 0

−𝑟𝑖
𝜙T(𝜉)𝑆(𝑖)𝜙(𝜉)d𝜉+

𝑝∑
𝑖=2

w 0

−𝑟𝑖

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T(𝑠)𝐸T𝑅(𝑖)𝐸𝑥̇(𝑠)d𝑠d𝜃.

其中

𝜙(𝑖)(𝛼) = 𝑥(𝑡+ 𝜃𝑖 + 𝛼ℎ),

𝑄(𝑖)(𝛼) = 𝑄(𝜃𝑖 + 𝛼ℎ),

𝑅(𝑖𝑗)(𝛼, 𝛽) = 𝑅(𝜃𝑖 + 𝛼ℎ, 𝜃𝑗 + 𝛽ℎ).

利用分部积分和 Jensen不等式可得, 当𝑆𝑖 > 0,[
𝑃 𝑄̂

∗ 𝑅̂+ 𝑆

]
> 0时, 𝑉 (𝑡, 𝑥𝑡) ⩾ 𝜇∥𝑥1(𝑡)∥2, 其中𝜇 =

𝜆min(𝑃1).

注意到𝑄(𝜉), 𝑆(𝜉), 𝑅(𝜉, 𝜂)的导数分别为

𝑄̇(𝜉) =
1

ℎ
(𝑄𝑖−1 −𝑄𝑖), 𝑆̇(𝜉) =

1

ℎ
(𝑆𝑖−1 − 𝑆𝑖),

∂

∂𝜉
𝑅(𝜉, 𝜂) +

∂

∂𝜂
𝑅(𝜉, 𝜂) =

1

ℎ
(𝑅𝑖−1,𝑗−1 −𝑅𝑖,𝑗),

则 𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡)可改写为

𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) =

𝜙T(0)[𝑃𝐴0 +𝐴T
0 𝑃

T + 𝑄̄0 + 𝑄̄T
0 ]𝜙(0)+

𝜙T(0)
[
𝑆0 −

𝑝∑
𝑖=2

1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

]
𝜙(0)+

2𝜙T(0)[𝑃𝐴1 − 𝑄̄𝑁 ]𝜙(−𝑟1)+

2𝜙T(0)

𝑝∑
𝑖=2

[
𝑃𝐴𝑖 +

1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

]
𝜙(−𝑟𝑖)−

𝜙T(−𝑟)𝑆𝑁𝜙(−𝑟)−
𝑝∑

𝑖=2

𝜙T(−𝑟𝑖)
[
𝑆(−𝑟𝑖)− 1

𝑟𝑖
𝐸T𝑅(𝑖)𝐸

]
𝜙(−𝑟𝑖)+

2

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
𝜙(𝑖)T(𝛼)𝑆𝑑𝑖𝜙

(𝑖)(𝛼)d𝛼+

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑗=1

w 1

0

[ w 1

0
𝜙(𝑖)T(𝛼)𝑅𝑑𝑖𝑗𝜙

(𝑗)(𝛽)d𝛼
]
d𝛽+

2𝜙T(0)

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
(1− 𝛼)(𝐷𝑠

0𝑖 +𝐷𝑎
0𝑖)𝜙

(𝑖)(𝛼)d𝛼+

2𝜙T(0)

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
𝛼(𝐷𝑠

0𝑖 −𝐷𝑎
0𝑖)]𝜙

(𝑖)(𝛼)d𝛼+

𝜙T(−𝑟1)

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
(1− 𝛼)(𝐷𝑠

1𝑖 +𝐷𝑎
1𝑖)𝜙

(𝑖)(𝛼)d𝛼+

𝜙T(−𝑟1)

𝑁∑
𝑖=1

w 1

0
𝛼(𝐷𝑠

1𝑖 −𝐷𝑎
1𝑖)]𝜙

(𝑖)(𝛼)d𝛼+

𝑁∑
𝑖=2

𝑁∑
𝑗=1

w 1

0
𝜙T(−𝑟𝑖)(1− 𝛼)(𝐷𝑠

𝑖𝑗 +𝐷𝑎
𝑖𝑗)𝜙

(𝑗)(𝛼)d𝛼+

𝑁∑
𝑖=2

𝑁∑
𝑗=1

w 1

0
𝜙T(−𝑟𝑖)𝛼(𝐷

𝑠
𝑖𝑗 −𝐷𝑎

𝑖𝑗)]𝜙
(𝑗)(𝛼)d𝛼+

𝑝∑
𝑖=2

𝑟𝑖𝜙̇
T(0)𝐸T𝑅(𝑖)𝐸𝜙̇(0).

应用文献 [13]命题 5.21及引理 4,若⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Δ 𝐷𝑠 𝐷𝑎 𝐷̃

∗ −𝑅𝑑 𝑆𝑑 0

∗ ∗ −3𝑆𝑑 0

∗ ∗ ∗ 𝑅̃

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0,

则存在 𝜈 > 0使 𝑉̇ (𝑡, 𝑥𝑡) ⩽ −𝜈∥𝑥(𝑡)∥2.由引理 2,系统

(Σ0)渐近稳定. 容易看出,当矩阵不等式Φ < 0可行

时,显然有𝑆𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁成立. 2
注注注 1 若 rank𝐸 = 𝑛, 𝑞 = 1,则系统为单时滞状

态空间系统,此结论为文献 [13]中命题 5.21. 因此,定

理 1是文献 [13]中的结论在奇异多时滞系统中的推

广.

下面将本结论进一步推广到含有范数有界不确
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定性的多时滞奇异系统中.

定定定理理理 2 若存在矩阵𝑃1 = 𝑃T
1 , 𝑃2, 𝑃3 = 𝑃T

3 ,

𝑄𝑖, 𝑆𝑖 = 𝑆T
𝑖 , 𝑅𝑖𝑗 = 𝑅T

𝑗𝑖, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁, 𝜆 > 0, 使

得 [
𝑃1 𝑄̂

∗ 𝑅̂+ 𝑆

]
> 0,⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Δ+ 𝜆Δ𝑁 𝐷𝑠 𝐷𝑎 𝐷̃ 𝐸𝑃

∗ −𝑅𝑑 𝑆𝑑 0 𝐸𝑠

∗ ∗ −3𝑆𝑑 0 𝐸𝑎

∗ ∗ ∗ 𝑅̃ 𝐸𝑅

∗ ∗ ∗ ∗ −𝜆𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0

成立, 则时滞奇异系统 (Σ)正则, 脉冲自由且渐近稳

定. 其中

Δ𝑁 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑁T

0 𝑁0 𝑁T
0 𝑁1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁T

0 𝑁𝑝

𝑁T
1 𝑁0 𝑁T

1 𝑁1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁T
1 𝑁𝑝

...
...

. . .
...

𝑁T
𝑝 𝑁0 𝑁T

𝑝 𝑁1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁T
𝑝 𝑁𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐸𝑃 =

[
𝑃𝑀

0

]
, 𝐸𝑠 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ℎ

2
(𝑄̄0 + 𝑄̄1)

T𝑀

ℎ

2
(𝑄̄1 + 𝑄̄2)

T𝑀

...
ℎ

2
(𝑄̄𝑁−1 + 𝑄̄𝑁 )T𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐸𝑎=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−ℎ

2
(𝑄̄0 − 𝑄̄1)

T𝑀

−ℎ

2
(𝑄̄1 − 𝑄̄2)

T𝑀

...

−ℎ

2
(𝑄̄𝑁−1 − 𝑄̄𝑁 )T𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐸𝑅=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑟2𝑅

(2)𝑀

𝑟3𝑅
(3)𝑀
...

𝑟𝑝𝑅
(𝑝)𝑀

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

证证证明明明 将矩阵Φ中的𝐴𝑖用不确定系统 (Σ1)的

系数矩阵𝐴𝑖 + 𝑀𝐹 (𝑡)𝑁𝑖 (𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)分别替换,

记作 Φ̄, 容易得 Φ̄ = Φ + 𝐸̃T𝐹 (𝑡)𝑁̃ + 𝑁̃T𝐹T(𝑡)𝐸̃.其

中 𝐸̃ = [ 𝐸T
𝑃 𝐸T

𝑠 𝐸T
𝑎 𝐸T

𝑅 ], 𝑁̃ = [ 𝑁̄ 0 0 0 ], 𝑁̄ =

[ 𝑁0 𝑁1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑁𝑝 ]. 利用引理3,定理得证. 2
4 仿仿仿真真真算算算例例例

例例例 1 考虑系统 (Σ0)只含有一个时滞,选择系统

矩阵为

𝐸 =

[
1 0

0 0

]
, 𝐴0 =

[
0.5 0

−1 −1

]
, 𝐴1 =

[
−1 0

0 0

]
.

表 1中比较了用不同的稳定性判据得到的系统

稳定的最大容许时滞的比较. 显然, 定理 1的结论优

于已有结论,尤其当时滞分点增多, 𝑁增大时,所得容

表 1 稳定性判据的比较

[4] [16] [6] Th1(𝑁 = 1) Th1(𝑁 = 2)

1.000 1.154 7 1.154 7 1.193 0 2.276 0

许时滞值与真值接近.需要指出的是由文献 [6]中的

定理1得到的最大容许时滞是 1.547,而不是 1.201 1.

例例例 2 考虑含有两个时滞的奇异系统 (Σ0),系统

矩阵选取为

𝐸 =

⎡⎢⎣ 1 0 0

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎦ , 𝐴0 =

⎡⎢⎣ 0 1 0

−2 0.1 0

0 0 −5

⎤⎥⎦ ,

𝐴1 =

⎡⎢⎣ 0 0 0

1 0 0

0 0 1

⎤⎥⎦ , 𝐴2 =

⎡⎢⎣ 0 0 0

−1 0 0

0 0 −1

⎤⎥⎦ .

当 𝑟1 = 1, 𝑟2 = 0时, 由图 1可以看出, 系统状态𝑥1,

𝑥2稳定;当 𝑟1 = 0, 𝑟2 = 0.5时,从图 2容易看出,该系

统状态𝑥1, 𝑥2不稳定. 因此, 简化的LKF方法不能再

用于此双时滞系统稳定性的判别.应用定理 1,可以判

别当 𝑟2 = 0.5, 𝑟1 ∈ (0, 2.045 5]时系统稳定. 图 3给出

了 𝑟1 = 1, 𝑟2 = 0.5时系统的状态𝑥1, 𝑥2的相应曲线,

可以清晰地看出系统是稳定的.
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图 1 𝒓1 = 1, 𝒓2 = 0

0 10 20 30 40 50

-3

-1

1

3

t/s

x
x

1
2

,
/1

0
5

-5

图 2 𝒓1 = 0, 𝒓2 = 0.5
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图 3 𝒓1 = 1, 𝒓2 = 0.5

5 结结结 论论论

本文结合奇异型完全二次LKF和简单型LKF,

利用离散化LKF方法,讨论了多时滞奇异系统的稳定
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性问题及含有不确定性的时滞奇异系统的鲁棒稳定

问题. 此结论适用于多时滞奇异系统稳定性的判别,

尤其是多点时滞中有一个或多个为零时,系统不稳定

的情况,此时,简单型LKF失效. 在本结论中,无时滞

标称系统稳定不再是时滞奇异系统稳定的必要条件,

因此,该方法可用于对不稳定系统采用时滞反馈使其

稳定的问题.数值实例表明了该方法的可行性和有效

性.
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