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摘 要: 最优控制轨迹通常由不同类型的弧段组成,采用数值方法求解这类问题时,其优化轨迹的不连续性可能导

致求解失败,为此基于高斯伪谱法,提出一种分区联立动态优化求解策略.该策略通过对优化时域合理分区,避免了

由于控制轨迹不连续而导致的病态优化问题.另外,通过联立求解分区后的优化问题,能够满足各分区间的连接条

件,而且可以使用较少的节点获得高质量的优化解. 最后以抗生素发酵过程为例验证了所提出算法的有效性.
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Abstract：：：The optimal solution of dynamic optimization problems generally consists of different kinds of arcs. And the

inherent discontinuous nature of optimal control profiles may pose problems to numerical solution methods. Therefore, based

on Gauss pseudo-spectral method, a partitioning and simultaneous strategy for dynamic optimization problem is presented.

Through partitioning, the ill-condition problem caused by the discontinuity of optimal control profile can be avoided. In

addition, the optimization problems obtained after the partition is solved in a simultaneous way and the solution can satisfy

the linkage constraints. Finally simulation study shows the effectiveness of the proposed strategy.
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1 引引引 言言言

动态优化问题的最优控制轨迹通常由多个不同

类型的弧段组成[1]. 控制变量在各弧段内是连续可微

的, 但在弧段之间可能会发生跳变;控制轨迹这种固

有的不连续性则可能导致求解算法的不稳定[2]. 文献

[1-2]揭示了最优控制轨迹各弧段类型与最优性的必

要条件的对应关系.基于自适应控制向量参数化算法,

[3-4]提出一种具有自动检测切换结构功能的动态优

化数值求解方法; [5]研究了间歇发酵过程在不同优

化时间下的奇异优化控制问题,但没有考虑路径约束

对优化的影响.

伪谱法 (PM)以高阶插值多项式为基函数在整个

优化时域内近似优化变量,能够用较少的配置点获得

很高的近似精度[6]. 本文则基于高斯伪谱法, 提出了

一种分区联立动态优化求解策略.其中: 分区是指将

原动态优化问题分为多个定义在不同优化时域内的

子动态优化问题,每个子问题都对应一个弧段; 联立

是指采用高斯伪谱法将各子问题离散化,由连接条件

转化为一个非线性规划问题求解. 通过分区可以避免

由于控制轨迹不连续而导致的病态优化问题,而联立

求解的结果则满足各分区的连接条件,保证了与原优

化问题的一致性. 本文最后以抗生素发酵过程为例验

证了所提出算法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述

连续动态优化问题P1通常描述为

min
𝑢(𝑡),𝑡0,𝑡𝑓

𝐽 = Φ(𝑥(𝑡𝑓 ), 𝑡𝑓 ) +
w 𝑡𝑓

𝑡0
𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)d𝑡.

(1a)
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s.t. 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0;

𝜑(𝑥(𝑡0), 𝑡0, 𝑥(𝑡𝑓 ), 𝑡𝑓 ) ⩽ 0;

𝐶(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) ⩽ 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓 ]. (1b)

式中: 𝑢(𝑡)∈𝑅𝑛𝑢为控制变量, 𝑥(𝑡)∈𝑅𝑛𝑥为状态变量,

𝑥0为状态初值,初始时刻为 𝑡0, 终端时刻为 𝑡𝑓 ; 𝑓(⋅)∈
𝑅𝑛𝑥为过程模型, 𝜑(⋅) ∈𝑅𝑛𝜙为边界条件, 𝐶(⋅) ∈𝑅𝑛𝐶

为路径约束条件.

定义增广哈密尔顿函数

𝐻(𝑡) = 𝑔(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡) + 𝜆T𝑓(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡)−
𝜇T𝐶(𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡). (2)

式中: 𝜆(𝑡)∈𝑅𝑛𝑥为伴随状态, 𝜇(𝑡)∈𝑅𝑛𝐶为路径约束

的拉格朗日乘子. 最优解𝑢(𝑡)满足[1]

∂𝐻(𝑡)

∂𝑢(𝑡)
=

∂𝑔(⋅)
∂𝑢(𝑡)

+ 𝜆T ∂𝑓(⋅)
∂𝑢(𝑡)

− 𝜇T ∂𝐶(⋅)
∂𝑢(𝑡)

= 0. (3)

式 (3)由两部分组成,其中
( ∂𝑔(⋅)
∂𝑢𝑖(𝑡)

+ 𝜆T ∂𝑓(⋅)
∂𝑢𝑖(𝑡)

)
由目

标函数和过程模型确定,
(
𝜇T ∂𝐶(⋅)

∂𝑢𝑖(𝑡)

)
由路径约束确

定. 以 𝑡∈ [𝑡in, 𝑡out]内的一个弧段为例,可能存在下述

4种情况[1]:

1) 𝑢𝑖(𝑡)=𝑢𝑖,min,由控制下边界𝑢𝑖,min决定;

2) 𝑢𝑖(𝑡)=𝑢𝑖,max,由控制上边界𝑢𝑖,max决定;

3) 𝑢𝑖(𝑡)=𝑢𝑖,path,由积极状态路径约束决定;

4) 𝑢𝑖(𝑡)=𝑢𝑖,sens,由目标函数和过程模型决定.

通过对最优控制轨迹的分析发现[1],控制轨迹通

常由上述几种不同类型的弧段组成,且其在各弧段内

是连续可微的, 但在弧段之间会发生跳变.当采用直

接法求解问题 P1时, 需要将其转化为非线性规划问

题 (NLP)后求解[7]. 此时, 控制轨迹这种固有的不连

续性可能会导致病态NLP问题的出现,造成求解的不

稳定[2]. 本文期望能够找到一种有效的数值求解策略,

以避免出现病态优化问题,并提高优化解的精度.

3 高高高斯斯斯伪伪伪谱谱谱法法法

在特定的离散节点上, 伪谱法采用有限基函数

近似状态变量和控制变量, 并通过对多项式求导来

近似状态变量对时间的导数. 与有限元正交配置法

不同,伪谱法以全局插值多项式为基函数来近似整个

优化时域内的状态变量和控制变量, 可以用较少的

节点获得很高的优化精度[6-9]. 对于连续光滑的动态

优化问题,伪谱法具有很快的收敛性, 通常可以达到

指数阶收敛率,具有所谓的谱精度[9]. 根据基函数和

离散点的分布情况,伪谱法又分为切比雪夫伪谱法、

Legendre伪谱法和高斯伪谱法等形式.

问题 P1的优化时域为 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡𝑓 ], 而高斯伪谱法

定义在 [−1, 1],通过如下时域变换:

𝜏 =
2𝑡

𝑡𝑓 − 𝑡0
− 𝑡𝑓 + 𝑡0

𝑡𝑓 − 𝑡0
, (4)

可以将时间区间 [𝑡0, 𝑡𝑓 ]变换至 [−1, 1]内.然后以𝐾阶

Legendre多项式的根 (𝜏1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜏𝐾)和 𝜏0 = −1为配置

节点,构造𝐾 + 1个拉格朗日插值多项式近似状态变

量

𝑥̄(𝜏) ≈ 𝑋̄(𝜏) =

𝐾∑
𝑖=0

𝐿𝑖(𝜏)𝑋̄(𝜏𝑖). (5)

其中拉格朗日函数

𝐿𝑖(𝜏) =

𝐾∏
𝑗=0,𝑗 ∕=𝑖

𝜏 − 𝜏𝑗
𝜏𝑖 − 𝜏𝑗

, 𝑖=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾

满足

𝐿𝑖(𝜏) =

{
1, 𝑖 = 𝑗;

0, 𝑖 ∕= 𝑗.

因此, 在节点处的离散状态值与实际状态值相同,即

满足𝑋(𝜏𝑖)=𝑥(𝜏𝑖), 𝑖=0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾. 同理,构造𝐾个拉

格朗日函数 𝐿̃𝑘(𝜏)近似控制变量

𝑢̄(𝜏) ≈ 𝑈̄(𝜏) =

𝐾∑
𝑘=1

𝐿̃𝑘(𝜏)𝑈̄(𝜏𝑘). (6)

对式 (5)关于 𝜏求导,得

˙̄𝑥(𝜏𝑘) ≈ ˙̄𝑋(𝜏𝑘) =

𝐾∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖(𝜏𝑘)𝑋̄(𝜏𝑖), (7)

式中微分矩阵𝐷 ∈𝑅𝐾×(𝐾+1)可以离线确定[8]. 最终,

过程模型由原来的微分方程转换为下述代数方程:
𝐾∑
𝑖=0

𝐷𝑘𝑖𝑋̄(𝜏𝑖) =

𝑡𝑓 − 𝑡0
2

𝑓(𝑋̄(𝜏𝑘), 𝑈(𝜏𝑘), 𝜏𝑘, 𝑡0, 𝑡𝑓 ). (8)

这里使用高斯积分近似终端时刻的状态变量

𝑋̄(𝜏𝑓 ) =

𝑋(𝜏0) +
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝐾∑
𝑘=1

𝑤𝑘𝑓(𝑋̄(𝜏𝑘), 𝑈̄(𝜏𝑘), 𝜏𝑘, 𝑡0, 𝑡𝑓 ),

(9)

式中𝑤𝑘为高斯权值.同理,除了离散状态变量和控制

变量外,还需要近似问题 P1中的积分项.这里使用高

斯积分来近似目标函数 (1)中的积分项

𝐽 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

2

𝐾∑
𝑘=1

𝑤𝑘𝑔(𝑋̄(𝜏𝑘), 𝑈̄(𝜏𝑘), 𝜏𝑘, 𝑡0, 𝑡𝑓 ). (10)

最终, 采用高斯伪谱法便可将动态优化问题P1

转化为一个非线性规划问题 (NLP) P2,即求满足代数

约束 (8)和 (9)以及离散路径约束

𝐶(𝑋̄(𝜏𝑘), 𝑈̄(𝜏𝑘), 𝜏𝑘, 𝑡0, 𝑡𝑓 ) ⩾ 0 (11)

的状态变量 𝑋̄𝑖和控制变量 𝑈̄𝑘,使目标函数 (10)最小.

高斯伪谱法所具有的一个重要性质是,从理论上

证明了非线性规划问题P2的最优解一定满足原动态

优化问题 P1的一阶最优性必要条件. 这便克服了其

他直接法所求得的最优解不一定满足一阶最优性必
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要条件的缺点. 上述性质可描述为下述协态映射定

理[8]:

定定定理理理 1 问题 P2的KKT条件与基于高斯伪谱

法离散化的问题 P1的一阶最优必要条件是完全等价

的, 且在初始时刻、终端时刻及Legendre-Gauss配置

点上的伴随状态与拉格朗日乘子 Λ̃𝑘, Λ̃𝐹 , 𝜇̃𝑘满足

Λ𝑘 =
Λ̃𝑘

𝑤𝑘
+ Λ̃𝑓 ,

Λ0 = Λ̃0 = Λ̃𝑓 −
𝐾∑
𝑖=1

𝐷𝑖0Λ̃𝑖,

Λ𝑓 = Λ̃𝑓 , 𝜇𝑘 =
2

𝑡𝑓 − 𝑡0

𝜇̃𝑘

𝑤𝑘
. (12)

式中: Λ0,Λ𝑘为问题P1的离散伴随状态变量; 𝜇𝑘为关

于路径约束的拉格朗日乘子.

4 分分分区区区联联联立立立动动动态态态优优优化化化求求求解解解策策策略略略

4.1 分分分区区区策策策略略略

当问题 P1的最优控制轨迹不连续时, 由高斯伪

谱法离散得到的问题 P2是一个病态NLP问题, 难以

获得精确解.另外,若选择𝐾个配置点离散化,则问题

P2的维数为𝑛𝑥(𝐾 +2)+𝑛𝑢𝐾 +2. 当𝐾较大时,求解

问题 P2的耗时很长,且容易收敛到局部解,甚至不可

行解[10].

为避免得到一个病态和高维的非线性规划问题,

在问题 P1转化为NLP求解之前, 应根据组成控制轨

迹的弧段顺序对优化时域 [𝑡0, 𝑡𝑓 ]合理分区,使每个分

区都对应着一个特定弧段. 另外,根据弧段类型选择

不同节点数进行离散化可以有效地降低NLP的维数.

如当𝑢𝑖 = 𝑢𝑖,min或𝑢𝑖 = 𝑢𝑖,max时, 可选择较少节点离

散化;当𝑢𝑖=𝑢𝑖,path或𝑢𝑖=𝑢𝑖,sens时,为保证优化解可

行,应选择较多节点数进行逼近.

为获得组成控制轨迹的弧段顺序等信息, 这里

首先使用全局高斯伪谱法在整个优化时域内离散问

题P1并求解;然后,利用非线性规划求解器提供的乘

子信息,基于协态映射定理计算得到离散伴随状态并

依此判断控制轨迹是否由积极路径约束所决定,最终

获得组成控制轨迹的弧段顺序和类型. 实施上述分区

策略的关键在于,全局高斯伪谱法的求解结果能够完

全揭示最优轨迹所包含的切换信息.考虑到动态优化

问题的增广哈密尔顿函数在最优轨迹上对时间的全

导数等于其对时间的偏导数[10], 当问题 P1不显含时

间时,哈密尔顿函数最优值是一个常数. 因此,比较哈

密尔顿函数的计算值与最优值的近似程度,可以检验

解的最优性和选择配置点个数,进而判断出高斯伪谱

法的求解结果是否已经充分揭示出控制轨迹的切换

信息.

4.2 联联联立立立求求求解解解策策策略略略

基于上述分区策略只能得到弧度的切换顺序,而

要得到具体的切换时间点则需要对分区后的问题 P1

联立求解.假设优化时域 [𝑡0, 𝑡𝑓 ]被划分为𝑁个子区

域 [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], 1⩽ 𝑖⩽𝑁 ,则此时联立求解的目标为各分

区子动态优化问题的目标函数之和,即

min
𝑥𝑖, 𝑢𝑖, 𝑡0, 𝑡𝑖, 𝑡𝑓

𝐽 =

Φ(𝑥𝑁 (𝑡𝑓 ), 𝑡𝑓 ) +

𝑁∑
𝑖=1

( w 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑔(𝑥𝑖(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡), 𝑡)d𝑡
)
.

优化变量为各分区的初始时刻和终端时刻 [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]以

及控制变量和状态变量. 另外,因为各分区在时间上

是连续的,所以满足 𝑡𝑖𝑓 = 𝑡𝑖+1
0 , 𝑡𝑖𝑓为 𝑖分区的终端时刻,

𝑡𝑖+1
0 为 𝑖 + 1分区的初始时刻.因此,状态变量在切换

时间点处满足下述连接条件:

𝑥𝑖(𝑡
𝑖
𝑓 ) = 𝑥𝑖+1(𝑡

𝑖+1
0 ), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁 − 1. (13)

这里采用高斯伪谱法求解上述联立的动态优

化问题. 伪谱法同时离散状态变量和控制变量, 将

微分方程转化为代数约束, 模型方程仅在最优点处

求解一次, 而无需对微分方程多次积分, 能够有效

地降低优化耗时且能够灵活地处理路径约束. 但

是, 将状态变量和控制变量作为优化变量, 需要特殊

的求解策略才能保证求解的收敛性和收敛速度[10].

为充分利用NLP问题的稀疏性, 本文采用稀疏非线

性优化器 SNOPT求解[11]所得到的非线性规划问题.

SNOPT应用稀疏序列二次规划 (SQP)算法求解非线

性约束,每次迭代通过调整超基变量求解二次规划子

问题.算法采用有限内存的拟牛顿法来近似拉格朗日

函数的Hessian矩阵, 并用扩展的拉格朗日评价函数

来加速收敛.

5 抗抗抗生生生素素素发发发酵酵酵过过过程程程优优优化化化

抗生素发酵优化问题源于文献 [3], 生化罐内发

生反应𝑆 → 𝑋,𝑆
𝑋→𝑃 ,过程模型为⎧⎨⎩

𝑋̇ = 𝜇𝑋 − 𝑢

𝑉
𝑋, 𝑋(0) = 𝑋0;

𝑆̇ = −𝜇𝑋

𝑌𝑥
− 𝑣𝑋

𝑌𝑝
+

𝑢

𝑉
(𝑆in − 𝑆), 𝑆(0) = 𝑆0;

𝑃̇ = 𝑣𝑋 − 𝑢

𝑉
𝑃, 𝑃 (0) = 𝑃0;

𝑉̇ = 𝑢, 𝑉 (0) = 𝑉0.

(14)

其中

𝜇(𝑆) =
𝜇𝑚𝑆

𝐾𝑚 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝑖

, 𝑣(𝑆) =
𝑣𝑚𝑆

𝑆 +𝐾0
,

𝑋为菌体浓度, 𝑆为限制性基质浓度, 𝑃 为抗生素浓

度, 控制变量𝑢为流加速率. 抗生素发酵过程的优化

目的是,控制流加速率𝑢,在满足菌体浓度的约束条件
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下,最大化末端时刻产品𝑃 的浓度[3].

首先,不考虑控制轨迹的不连续性对该动态优化

问题求解的影响, 直接使用全局高斯伪谱法在优化

时域 [0, 8 h]内求解. 当节点数𝐾 =60时,优化结果如

图 1和图 2所示. 此时得到的最优目标函数值𝑃 ∗(𝑡𝑓 )

= 6.235 0, 非常接近文献 [3]报道的最好结果. 但由

图 1可知, 此时控制变量振荡发散, 说明控制轨迹的

不连续性导致病态NLP问题的出现,使得求解过程不

稳定. 当增加节点数至 80, 100,甚至更多时,最优目标

函数值和控制轨迹均无明显改进.
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图 1 控制轨迹𝒖(𝒕)
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t5=7.934 h

t4=6.219h

t3=5.428h

t2=3.856h

t1=0.860h

图 2 产品𝑷 (𝒕)的浓度变化

为解决上述问题,基于分区策略将优化时域分为

6个区域,并根据各分区对应的弧段类型,分别选择节

点数𝐾 =6, 10, 8, 6, 10, 2对分区后的优化问题重新离

散并联立求解, 所得结果如图 1和图 2所示. 此时优

化得到的切换时间点为 𝑡1 =0.860 h, 𝑡2 =3.856 h, 𝑡3 =

5.428 h, 𝑡4 = 6.219 h, 𝑡5 = 7.934 h, 最优目标函数值

𝑃 ∗(𝑡𝑓 ) = 6.235 2. 尽管目标函数无明显改善, 但由图

1可以清楚地看到,此时控制轨迹除了在切换点处跳

变外,在其他各个弧段内都是连续光滑的.

6 结结结 论论论

采用直接法求解动态优化问题时,控制轨迹的不

连续性可能导致优化算法不稳定,为此提出一种分区

联立动态优化策略.基于协态映射定理, 利用分区策

略分析控制轨迹的弧段类型和顺序;然后使用联立求

解策略得到最优切换时间点和控制轨迹. 抗生素发酵

过程的研究表明,所提出的策略能够使用较少的节点

获得高质量的控制轨迹.
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