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摘 要: 在分析矢量图像颜色信息和动态曲线演化规律的基础上,将归一化传导率的非线性热方程约束项引入变分

侧地活动轮廓矢量模型中，使水平集函数不用重新初始化即可快速稳定地保持符号距离函数的特性. 改进算法减少

了迭代次数和运行时间,改进了图像二维梯度和散度算子传统离散化方式,使梯度和散度算子保持空间旋转不变性,

提高了分割算法的鲁棒性. 实验表明该方法是有效的,对弱边缘具有较好的辨别能力.
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Abstract: An improved restriction item is introduced into variational GAC vector-valued model on the basis of analysis on

color information and evolution characteristics of active contour curve. The proposed restriction item, which is a nonlinear

heat equation with normalized diffusion rate, is added to the level set function to maintain the signed distance function

properties fast and stably, and therefore the costly re-initialization procedure is completely eliminated. The algorithm reduces

the number of iterations and run time. In addition, more efficient discretization method with spatial rotation-invariance

gradient and divergence operator are proposed as numerical implementation scheme to improve strong robustness. The

experiment results show that the proposed algorithm is effective and has the ability to distinguish the fuzzy edges.
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1 引引引 言言言

图像分割是图像处理的基本和关键技术, 由于

矢量图像能够比单值图像提供更加丰富的信息, 矢

量图像分割问题受到越来越多研究者的关注. 目前,

针对不同特性的矢量图像已有多种分割方法, 例如,

文献 [1]提出了一种使用区域生长和可变形模板的

彩色图像分割方法. [2]提出了一种多频谱二维直方

图域值分割法. [3]使用了模糊C-Mean聚类图像分割

方法和融合多种分割算法及特定理论工具的方法.

[5]提出了称为Snake的主动轮廓模型图像分割方法,

Snake模型是在由轮廓自身特性决定的内部能量和由

图像特征决定的外部能量共同作用下的能量极小化

的轮廓曲线, 可用于图像分割、运动跟踪、图像匹配

等数字图像处理领域[6]. 近年来, 主动轮廓模型因其

完备的理论基础和良好的鲁棒性而倍受关注. 主动轮

廓模型包括参数变形模型[7]和几何变形模型[8]. 参数

变形模型表达简洁, 实施快捷, 但该方法难以处理在

变形过程中发生拓扑结构的变化问题;而几何变形模

型隐式地将曲线或曲面表达为高维标量函数的水平

集, 可以自然地处理拓扑结构的分裂与融合,几何变

形模型的理论基础是曲线演化理论和水平集方法[9].

尽管这两种方法有本质的不同, 但基本原理非常相

似[10],本文提出的改进算法采用的是基于水平集理论

的侧地活动轮廓 (GAC)模型[8]. GAC模型的数学理论

基础是偏微分方程,其求解过程就是图像的分割过程.
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几何变形模型首先为演化曲线的隐式表达选用

适当形式的嵌入函数𝑢(𝑥, 𝑦). 通常令𝑢(𝑥, 𝑦)为平面

上点 (𝑥, 𝑦)到曲线𝐶的带符号的距离函数, 这一选择

的优点是距离函数具有梯度 ∣▽𝑢∣ ≡ 1的性质. 表明

𝑢(𝑥, 𝑦)的变化率处处是均匀的, 没有太陡的坡地, 也

没有平原,有利于数值计算的稳定性. 但演化过程中

不能保证𝑢(𝑥, 𝑦)始终保持为带符号的距离函数. 当距

离函数逐渐偏离 ∣▽𝑢∣ = 1的性质后,将导致迭代过程

趋向不稳定. 因此,演化曲线经过若干次更新迭代后

需重新进行初始化,使距离函数继续保持符号距离函

数的特性. 但重新初始化的周期目前还没有科学的计

算方法. 如果重新初始化过频,将增加算法的时间成

本,影响分割效率;相反,次数过少会直接影响分割效

果,甚至导致分割失败, 重新初始化周期的不确定性

直接影响了分割算法的智能性和灵活性. 本文提出的

改进算法是在嵌入函数的能量泛函中增加一个归一

化传导率的非线性热方程约束项,使 ∣▽𝑢∣始终被快速
地拉向 1,从而保持符号距离函数的特性.

在数学上, 梯度和散度算子均是旋转不变量[12],

在基于水平集方法的曲线演化数值实现过程中会用

到梯度和散度算子, 在传统的有限差分方法中, 梯度

算子和散度算子只在水平和垂直方向有效. 本文提出

的改进算法采用数值实现方法使梯度和散度算子在

水平、垂直和对角线方向旋转不变,提高了分割算法

对弱边缘的辨别能力和算法的鲁棒性.

2 改改改进进进的的的GAC模模模型型型
2.1 侧侧侧地地地活活活动动动轮轮轮廓廓廓矢矢矢量量量模模模型型型

侧地活动轮廓模型是基于边缘的图像分割方法,

如果图像中的对象与背景的分界处存在像素值的较

大差异,则对象的轮廓将形成明显的边缘, 即图像的

梯度模值在对象的边缘处达到局部极大值.在此基础

上, Caselles等人提出了不含自由参数的侧地活动轮

廓模型,即GAC模型,其泛函表示为

𝐸(𝐶) =
z
𝐶
𝑔(𝐶)d𝑠+ 𝑐

w w
inside𝐶

𝑔(𝑥, 𝑦)d𝑥d𝑦. (1)

在泛函中引入Heaviside函数, 可得GAC模型的

变分水平集[13]为

𝐸(𝑢) =
w w

𝑔∣▽𝐻(𝑢)∣d𝑥d𝑦 + 𝑐
w w

𝑔[1−𝐻(𝑢)]d𝑥d𝑦.

(2)

变分GAC模型的梯度下降流表达为
∂𝑢

∂𝑡
= 𝛿𝜀

[
𝜇div

(
𝑔
▽𝑢
∣▽𝑢∣

)
+ 𝑐𝑔

]
. (3)

其中: 𝑐是常速度系数, 𝑔是边缘停止函数, 𝐻(𝑧)是

Heaviside函数, 𝛿𝜀是所选Heaviside函数的导数,即

𝑔(𝑧) = 1/(1 + (𝑧/𝑟)2), 𝑟 ∈ 𝑁 ; (4)

𝐻𝜀(𝑧) =
1

2

[
1 +

2

𝜋
arctan

𝑧

𝜀

]
; (5)

𝛿𝜀(𝑧) =
1

𝜋

𝜀

𝑧2 + 𝜋2
. (6)

上述GAC模型只适用于单值图像的分割, 而单

值图像的边缘由图像的梯度模值来刻画, 为了将

GAC模型应用于矢量图像的分割, 首先要解决的

是矢量图像的边缘表示问题. 本文算法根据黎曼几

何[14]的观点,将𝑚维矢量图像𝐻(𝑥, 𝑦)看作是在𝑚维

Euclidean空间中的一个以 (𝑥, 𝑦)为参数的曲面. 𝐻(𝑥,

𝑦)上任意给定方向的弧长微元的平方 ∣d𝐻∣2对应于
图像平面上的变元 (d𝑥,d𝑦), 表示矢量图像各分量图

像“灰度值”改变量的平方和, 因此集成了所有分量

图像的变化信息.其二次型表示为

∣d𝐻∣2 =

[
d𝑥

d𝑦

]T

𝐴

[
d𝑥

d𝑦

]
=

[
d𝑥

d𝑦

]T[
𝐸 𝐹

𝐹 𝐺

][
d𝑥

d𝑦

]
.

(7)

其中

𝐸 = ⟨𝐻𝑥,𝐻𝑥⟩ =
𝑚∑
𝑖=1

(∂𝐻𝑖

∂𝑥

)2

,

𝐹 = ⟨𝐻𝑥,𝐻𝑦⟩ =
𝑚∑
𝑖=1

(∂𝐻𝑖

∂𝑥

)(∂𝐻𝑖

∂𝑦

)
,

𝐺 = ⟨𝐻𝑦,𝐻𝑦⟩ =
𝑚∑
𝑖=1

(∂𝐻𝑖

∂𝑦

)2

. (8)

式 (7)中矩阵𝐴的特征方程为[
𝐸 − 𝜆 𝐹

𝐹 𝐺− 𝜆

]
= 0. (9)

其特征值为

𝜆1,2 =
1

2
(𝐸 +𝐺±

√
(𝐸 −𝐺)2 + 4𝐹 2). (10)

假定𝜆1 > 𝜆2,则标量𝜆1 − 𝜆2表示矢量图像变化

率的量度,在矢量图像的边缘处𝜆1−𝜆2达到局部极大

值.它具有与单值图像的梯度模值相似的意义,因此,

矢量图像的边缘停止函数定义为 𝑔vector = 𝑔(𝜆1 − 𝜆2).

矢量模型变分水平集方法的梯度下降流为
∂𝑢

∂𝑡
= 𝛿𝜀

[
𝜇div

(
𝑔vector

▽𝑢
∣▽𝑢∣

)
+ 𝑐𝑔vector

]
. (11)

本文提出的改进算法即是在变分GAC矢量模型

的基础上引入传导率归一化的约束项函数,提高算法

的执行效率.

2.2 增增增加加加了了了归归归一一一化化化约约约束束束项项项的的的矢矢矢量量量GAC模模模型型型

曲线演化过程中, 速度场的自然延拓导致水平

集函数𝑢(𝑥, 𝑦)在演化过程中不能始终保持为带符号

的距离函数. 当逐渐偏离 ∣▽𝑢∣ = 1的性质后,某些局

部会因为 ∣▽𝑢∣ ≫ 1而出现尖峰或深谷, 或因为 ∣▽𝑢∣
≪ 1而出现平坦区域,这将导致迭代过程趋向不稳定.

文献 [15]提出的免重新初始化方法在嵌入函数的能

量泛函中增加 SDF梯度模值约束项,将其应用于侧地



第 6期 赵 骥等: 基于改进的变分GAC模型矢量图像分割 909

活动轮廓模型[15],总的能量泛函为

𝐸 = 𝐸𝛼 + 𝐸𝛽 . (12)

其中: 𝐸𝛽为传统GAC模型的能量泛涵; 𝐸𝛼为增加的

符号距离函数的约束项,有

𝐸𝛼 =
w w 1

2
(∣▽𝑢∣ − 1)2d𝑥d𝑦, (13)

𝐸𝛼的梯度下降流为
∂𝑢

∂𝑡
= div

[(
1− 1

∣▽𝑢∣
)
▽𝑢

]
. (14)

式 (14)是一个非线性热方程, 其传导率为 𝛽 =

(1− 1/∣▽𝑢∣). 可见当 ∣▽𝑢∣ > 1时,推出 𝛽 > 0,“热量”

正向传输, 使 ∣▽𝑢∣减小, 向 1趋近; 当 ∣▽𝑢∣ < 1时, 推

出𝛽 < 0,使 ∣▽𝑢∣增大,向 1趋近.

图 1(a)显示了 ∣▽𝑢∣与传导率 𝛽之间的关系, 从

图 1(a)可以看出 ∣▽𝑢∣ > 1与 ∣▽𝑢∣ < 1两侧的传导率

是不对称的. 这样,在统一的时间步长的情况下,纠偏

的效果是不平衡的,会出现欠纠或过纠的情况. 为了

改善纠偏效果,使其均衡稳定, 本文的改进算法中引

入归一化函数𝐿(𝛽),即

𝐿(𝛽) =
2

π

(
arctan

2

𝑘

)
, (15)

其中 𝑘表示传导率归一化函数从−1到+1的变化快

慢,如图 1(b)所示. 当 𝑘 = 1.0时,归一化函数为实线,

当 𝑘 = 0.5时, 归一化函数为虚线, 且比 𝑘 = 1.0时变

化的快. 图 1(c)是采用文献 [15]方法每 20次迭代绘

制的零水平集曲线演化轨迹,图 1(d)是采用改进的变

分水平集方法每 20次迭代绘制的零水平集曲线演化

轨迹. 两种算法曲线演化轨迹的对比表明,改进方法

曲线演化的速度要快于文献 [15]方法. 由此可见新算

法提高了分割算法的速度,减少了迭代次数和分割时

间,为算法的实时性应用提供可能.
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图 1 传导率函数与传导率归一化函数

改进后的曲线演化方程为

∂𝑢/∂𝑡 = 𝜇{div[𝐿(𝛽)]}+

𝜆𝛿𝜀

[
𝜇div

(
𝑔vector

▽𝑢
∣▽𝑢∣

)
+ 𝑐𝑔vector

]
. (16)

通过引入传导率归一化函数,使得非线性热方程

的正向和逆向传导率均匀稳定,且均趋近于+1或−1,

∣▽𝑢∣始终被稳定准确地拉向 1,保持了符号距离函数

的特性,最终提高了演化的效率.

2.3 改改改进进进GAC模模模型型型的的的数数数值值值实实实现现现

实验中,式 (6)中的 𝜀 = 1.0,边缘停止函数 𝑔(𝑧) =

1/[1 + (𝑧/𝑟)2]中的参数 𝑟 = 100, 改进算法在时间步

长 𝜏的选择要比传统迎风方案的步长要大.但过大的

时间步长也会增加迭代的次数, 甚至导致分割失败,

因此 𝜏的选择应根据具体实验而定. 参数𝜇用来控制

约束项作用的相对大小, 𝜇取的过大也会驱使演化曲

线穿透物体边界. 同时,为了保持演化的稳定性,必须

满足𝜇𝜏 < 1/4. 𝑢0(𝑥, 𝑦)为符号距离函数初始化定义,

一般情况下选择𝑢0 > 2𝜀. 常速度 𝑐应适当选择,选择

过小减慢演化速度,增加迭代次数; 选择过大则会直

接穿透对象边界导致演化失败.

∂𝑢/∂𝑡的离散化选用的是前向有限差分格式. 改

进算法的离散化散度算子在 𝜃 = 𝐾π/4(𝐾 ∈ 𝑍)方向

保持旋转不变,归一化非线性热方程约束项的旋转不

变散度算子为

div[𝐿(𝛽)] =

𝛾div[𝐿(𝛽)]𝐾 𝜋
2
+ (1− 𝛾)div[𝐿(𝛽)](2𝐾−1)π

4
. (17)

对于二值图像,当 𝛾 = 0.559时,式 (17)的散度算

子离散化表达可以保持水平、垂直方向和对角线方

向的旋转不变性. 式 (17)的离散化方案采用的是“半

点”离散化,归一化约束项的“半点”离散化公式为

div[𝐿(𝛽)] ≈
𝛾[𝐿(𝛽)𝑛𝑖,𝑗+1/2 𝑢

𝑛
𝑖,𝑗+1 + 𝐿(𝛽)𝑛𝑖,𝑗−1/2 𝑢

𝑛
𝑖,𝑗−1+

𝐿(𝛽)𝑛𝑖+1/2,𝑗 𝑢
𝑛
𝑖+1,𝑗 + 𝐿(𝛽)𝑛𝑖−1/2,𝑗 𝑢

𝑛
𝑖−1,𝑗−

(𝐿(𝛽)𝑛𝑖,𝑗+1/2 + 𝐿(𝛽)𝑛𝑖,𝑗−1/2 + 𝐿(𝛽)𝑛𝑖+1/2,𝑗+

𝐿(𝛽)𝑛𝑖−1/2,𝑗)𝑢
𝑛
𝑖𝑗 ] +

1− 𝛾

2
[𝐿(𝛽)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2 𝑢

𝑛
𝑖+1,𝑗+1+

𝐿(𝛽)𝑛𝑖−1/2,𝑗−1/2 𝑢
𝑛
𝑖−1,𝑗−1 + 𝐿(𝛽)𝑛𝑖−1/2,𝑗+1/2 𝑢

𝑛
𝑖−1,𝑗+1+

𝐿(𝛽)𝑛𝑖+1/2,𝑗−1/2 𝑢
𝑛
𝑖+1,𝑗−1 + (𝐿(𝛽)𝑛𝑖+1/2,𝑗+1/2+

𝐿(𝛽)𝑛𝑖−1/2,𝑗−1/2 + 𝐿(𝛽)𝑛𝑖−1/2,𝑗+1/2+

𝐿(𝛽)𝑛𝑖+1/2,𝑗−1/2)𝑢
𝑛
𝑖𝑗 ]. (18)

其中

𝐿(𝛽)𝑖,𝑗±1/2 = 𝐿
(
1− 1

∣▽𝑢∣𝑖,𝑗±1/2

)
,

𝐿(𝛽)𝑖±1/2,𝑗 = 𝐿
(
1− 1

∣▽𝑢∣𝑖±1/2,𝑗

)
,

𝐿(𝛽)𝑖±1/2,𝑗±1/2 = 𝐿
(
1− 1

∣▽𝑢∣𝑖±1/2,𝑗±1/2

)
.
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图 2显示了散度算子 3种不同方法的离散化结

果. 图 2(a)是合成的工具图像. 图 2(b)采用的是二阶

中心差分方法, 因为参与计算的 4个邻点均远离中

心点 (𝑖, 𝑗), 所以这种离散化格式的精确性和鲁棒性

较差. 图 2(c)采用向前差分与向后差分相结合的方

法, 参与计算的 4个邻点均是 (𝑖, 𝑗)的最近点, 因此具

有较高的精确性, 但存在不对称性, 影响了算法的执

行效果.图 2(d)采用改进的“半点”离散化方法,散度

算子离散化格式取为“主方向”4个点和对角线方向

的 4个点的加权平均, 具有较高的精确性和鲁棒性.

本文改进算法采用的是图 2(d)中所示的改进的“半

点”离散化方法.

(a) !"#$ (b) 1%& (d) 3%&(  ) 2%&c

图 2 散度算子的 3种离散化方法比较

3 实实实验验验结结结果果果

实验将改进算法成功地应用于合成矢量图像与

真实彩色图像的分割中. 实验中水平集函数采用统

一的初始参数, 曲线内部设为−6, 曲线外部设为+6.

图 3显示了一个 100*100像素的合成矢量图像分割过

程与结果,其中参数𝜇 = 0.000 1,常速度 𝑐 = 0.8,时间

步长 𝜏 = 5.0,改进算法仅用 150次迭代即可实现完全

的分割.

(a) !"#$ (b)  80%&' (d) ()#$(  )  120%&'c

图 3 100*100像素合成矢量图像分割过程

图 4显示了一个 100*100像素真实彩色图像转

化为灰度图像的分割过程与结果, 其中参数𝜇 =

0.000 1, 常速度 𝑐 = 0.5, 时间步长 𝜏 = 10.0. 在彩

色图像转化为灰度图像的过程中会损失大量色彩信

息.由图 4可以看出,灰度化过程产生边缘弱化,导致

分割曲线越过物体弱边界.

(a) !"#$ (b) (a)%&#$ (d) '()*(  ) +",-c

图 4 彩色图像转化为灰度图像的分割过程

图 5显示了文献 [15]提出的免重新初始化和有

限差分数值实现方法的分割过程与结果, 其中参数

𝜇 = 0.000 1, 常速度 𝑐 = 0.4, 时间步长 𝜏 = 8.0. 在

300次迭代时 (如图 5(b)), 部分曲线仍远离对象边缘,

在 400次迭代时 (如图 5(c)),机身还没有分割结束,但

飞机尾翼已经出现边缘泄漏 (如图 5(d)), 在 500次迭

代时达到稳态,用时 9.77 s.

(a) !"#$ (b) 300%&' (d) 500%&'(  ) 400%&'c

图 5 文献 [15]分割过程与结果

图 6显示了改进的免重新初始化算法和梯度、散

度算子旋转不变数值实现方法的分割过程与结果.

在 200次迭代时 (如图 6(b)), 演化曲线基本靠近对象

边缘,在 250次迭代时 (如图 5(c)),飞机尾翼已分割稳

定, 且演化曲线向机身靠近, 进行到 300次迭代时达

到稳态,分割成功,用时仅 4.37 s. 实验表明,改进的算

法迭代次数和分割时间少且对弱边缘具有较好的鲁

棒性.

(a) !"#$ (b) 200%&' (d) 300%&'(  ) 250%&'c

图 6 文献 [15]改进算法分割过程与结果

表 1比较了传统的GAC模型 (每 50次迭代进行

一次重新初始化)、文献 [15]方法与本文改进算法对

图 4(a)进行分割的效率. 结果表明, 改进算法可以用

较少的迭代次数和分割时间达到较好的分割效果.

表 1 不同方法分割效率的比较

分割算法 𝜇 𝜆 𝑐 𝜏 迭代次数 时间

传统GAC模型 - - 3.0 0.01 2 300 105.30

文献 [15]方法 0.000 1 1.2 0.4 8.0 500 9.77

本文改进方法 0.000 1 1.2 0.4 8.0 300 4.37

4 结结结 论论论

本文提出的改进算法不仅能够完全消除曲线演

化过程中耗时的重新初始化,而且大大减少了曲线演

化迭代的次数和运行时间, 提高了分割的效率.算法

采用基于黎曼几何的矢量方案和梯度与散度算子水

平、垂直和对角线方向旋转不变的离散数值来实现方

案, 增强了算法对于彩色图像弱边缘检测的鲁棒性,

提高了分割的准确性. 为了提高算法的智能性,应加

强对算法参数自适应选择的研究.
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