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摘 要: 针对大数据集情况下标准广义判别分析 (GDA)方法进行非线性特征提取时计算复杂度较高的问题,提出了

基于GGDA (greedy GDA)的训练数据减少和非线性特征提取方法. 该方法用 greedy核主成分分析方法的 greedy技

术对训练数据选取子集;然后用GDA方法对子集而不是全部训练数据训练特征提取模型;并用几种特征提取的数据

进行分类对比实验. 实验结果表明, GGDA和GDA方法的特征提取性能优于其他对比方法, GGDA方法不仅较好地

保持了GDA方法的特征提取性能,而且减少了大数据集进行非线性特征提取的计算复杂度.
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Abstract: Nonlinear feature extraction using standard generalized discriminant analysis(GDA) has high computational

complexity in large datasets. Therefore, a greedy GDA(GGDA) is proposed to reduce training data and deal with the nonlinear

feature extraction problem. Firstly, a subset is selected from the full training data by using the greedy technique of the greedy

KPCA(GKPCA) method. Then, the feature extraction model is trained by using the GDA method with the subset instead of

the full training data. Finally, classification experiments using data of several feature extraction methods are performed. The

simulation results show that the feature extraction performance of both the GGDA and the GDA methods outperform that of

other methods. In addition of retaining the performance of the GDA method, the GGDA method reduces the computational

complexity of the nonlinear feature extraction in large datasets.
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1 引引引 言言言

近年来, 核理论成为机器学习和模式识别的一

个快速发展分支. 核理论利用满足Mercer条件的核

函数巧妙地推导出线性算法的非线性形式[1], 如: 核

主成分分析 (KPCA)[2]和广义判别分析 (GDA)[3]是通

过核理论分别对主成分分析 (PCA)和线性判别分析

(LDA)方法进行非线性扩展而形成的,显示了较强的

非线性特征提取能力.

GDA和KPCA方法应用核理论能够较好地提取

非线性特征. 但两种方法进行特征提取时均需要计算

和存储核矩阵,并对核矩阵进行特征值分解. 核矩阵

的维数等于样本数的平方, 核矩阵所需的计算时间

和内存与输入空间的维数基本无关, 而与样本数目

密切相关,随着样本数目的增加, 内存与计算量存在

问题,使问题的求解更加困难,甚至无法实现[4-5]. 因

此, 有必要减少大数据集训练数据. Franc等人[6]在

GKPCA (greedy KPCA)方法中提出用 greedy技术寻

找一个低维的数据表示近似再生核Hilbert空间的

大数据集. 类似于KPCA方法, GKPCA方法的目的

是最小化近似数据的均方重构误差; 不同之处在于,
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GKPCA方法用于表示数据的低维空间的基向量是

从训练数据集中选取的向量, 而不是全部训练数据

的线性组合,并找出了描述原始数据的简单模型. 对

比KPCA方法, GKPCA方法根据重构误差找到了数

据表示的次优解,该方法可用于降低核方法的计算量

和存储需求,同时也可以用于降低用核方法进行学习

的复杂度, 还能进行在线特征提取. 由于GKPCA方

法的计算以内积的形式出现,可以引入核方法解决非

线性问题.

KPCA和GDA方法均是将输入空间的数据映射

到具有非线性投影方向的再生核Hilbert特征空间.

KPCA方法是提取互不相关的特征向量, 对于分类

问题而言不一定是最佳的. 而GDA方法则考虑了类

内与类间的信息, 这种特征提取方法对于分类问题

而言是较好的[7]. 因此, 本文将GKPCA方法中提取

子集的 greedy技术与GDA方法相结合, 形成GGDA

(Greedy GDA)方法, 用于训练数据的减少和非线性

特征提取. GGDA方法是在使用GDA方法之前,先用

GKPCA方法中提取子集的 greedy技术对训练数据选

取子集, 子集能较好地表示原始数据, 用子集而不是

全部训练数据训练特征提取模型.

2 Greedy GDA方方方法法法
2.1 greedy技技技术术术对对对训训训练练练数数数据据据的的的减减减少少少

GKPCA方法是标准KPCA的一种有效实现. 给

定训练数据集𝑿 = {𝒙1,𝒙2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑁} ⊂ 𝑹𝑞, GKPCA

方法的目的是从训练数据集𝑿中找到一个子集𝑿𝑆

={𝒔1, 𝒔1, 𝒔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒔𝑛}⊂𝑹𝑞 (即𝑿𝑺 ⊆𝑿),使 span(𝑿𝑺)

≈ span(𝑿). 𝑰 = {𝑖1, 𝑖2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑁}是训练数据集𝑿的

索引矩阵, 𝑱 = {𝑗1, 𝑗2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑗𝑛}是子集𝑿𝑺的索引矩

阵,且𝑱 ⊆ 𝑰 .

GKPCA方法是在再生核Hilbert空间实现,训练

数据集𝑿通过一个非线性映射𝜱变换到特征空间𝑭 .

{𝜱(𝑥1), 𝜱(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜱(𝑥𝑁 )}和 {𝜱(𝑠1), 𝜱(𝑠2), ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜱(𝑠𝑛)}分别是训练数据集𝑿和子集𝑿𝑺在特征空间

的非线性映射. GKPCA方法是在特征空间𝑭 中找

到一种新的核扩展, 能较好地近似原始的核扩展,

即 span(𝜱(𝑿𝑺)) ≈ span(𝜱(𝑿)). 原始训练数据𝑿在

近似特征空间表示为

𝜱̃(𝑥𝑖) =
∑
𝑗∈𝑱

[𝜷𝑖]𝑗 𝜱(𝑥𝑗), 𝑖 ∈ 𝑰, (1)

其中𝜷𝑖 ∈ 𝑅𝑛是一组系数. 训练数据集𝑿在特征空间

的近似表示 {𝜱̃(𝑥1), 𝜱̃(𝑥2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜱̃(𝑥𝑁 )}为原始数据
空间子集𝑿𝑺在特征空间 {𝜱(𝑠1),𝜱(𝑠2), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝜱(𝑠𝑛)}
内的线性组合.

寻找近似的核扩展问题可以表示为最优化问题.

当子集𝑿𝑺的样本数𝑛很小时,最小化均方重构误差

𝜀MS(𝑿∣𝑱) = 1

𝑁

∑
𝑖∈𝑰

∥∥∥𝜱(𝒙𝑖)−
∑
𝑗∈𝑱

[𝜷𝑖]𝑗𝜱(𝒙𝑗)
∥∥∥2

. (2)

训练数据集𝑿的重构误差 𝜀MS(𝑿∣𝑱)依赖于子
集𝑿𝑺和系数𝜷𝑖 ∈ 𝑅𝑛(𝑖 ∈ 𝑰). 给定子集𝑿𝑺 ,系数𝜷𝑖

通过最小化均方重构误差 𝜀MS(𝑿∣𝑱)得到,即

𝜷𝑖 = argmin
𝜷∈𝑅𝑛

𝜀MS(𝑿∣𝑱), 𝑖 ∈ 𝑰. (3)

为了避免训练数据集𝑿通过非线性映射函数

𝜱(𝒙𝑖)显式地映射到特征空间𝑭 , 用核函数重新表示

式 (2)为

𝜀MS(𝑿∣𝑱) = 1

𝑁

∑
𝑖∈𝑰

(𝑘(𝒙𝑖,𝒙𝑖)− 2𝑲𝑺𝒌𝑺(𝒙𝑖)+

⟨𝒌𝑺(𝒙𝑖),𝑲𝑺𝒌𝑺(𝒙𝑖)⟩).
其中: 𝑲𝑺 ∈ 𝑅𝑛×𝑛是子集𝑿𝑺的核矩阵; 𝒌𝑺(𝒙𝑖) =

[𝑘(𝒙𝑗1 , 𝑥𝑖), 𝑘(𝒙𝑗2 ,𝒙𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘(𝒙𝑗𝑛 ,𝒙𝑖)]
T ∈𝑅𝑛是样本𝒙𝑖

映射到子集𝑿𝑺的特征空间𝑭 的投影.

GKPCA方法需要从训练数据集𝑿寻找最佳的

子集𝑿𝑺 ,即从𝑿的索引矩阵 𝑰中找出子集𝑿𝑺的索

引矩阵𝑱 ,有

𝑱 = argmin
𝑱⊆𝑰

𝜀MS(𝑿∣𝑱), (4)

且 card(𝑱) = 𝑛. 如果给定了子集𝑿𝑺的样本数𝑛, 通

过最小化式 (4)求解子集𝑿𝑺的问题有
(
𝑁
𝑛

)
组合, 这

是不切实际的. 文献 [8]提出求解最小化 𝜀MS(𝑿∣𝑱)
上界,即

𝜀MS(𝑿∣𝑱) ⩽
1

𝑁
(𝑁 − 𝑛)

∑
𝑖∈𝑰∖𝑱

max ∣∣𝜱(𝒙𝑖)− 𝜱̃(𝒙𝑖)∣∣2, (5)

其中 (𝑁 − 𝑛)为尺度系数, 是由于子集𝑿𝑺里的𝑛个

样本有零表示误差. 式 (5)一定有效,因为均方重构误

差 𝜀MS(𝑿∣𝑱)不高于最大均值误差. 通过 greedy技术

实现式 (5),具体实现过程见文献 [8],每次迭代选择一

个最大误差的样本进入子集𝑿𝑺 .

2.2 GDA方方方法法法的的的非非非线线线性性性特特特征征征提提提取取取

GDA方法是将原始训练数据通过非线性映射

𝜱变换到特征空间𝑭 中, 然后在特征空间𝑭 中完成

LDA变换. 这里, GDA方法的原始训练数据为通过

GKPCA方法中的 greedy技术从训练数据集𝑿中选

取的子集𝑿𝑺 . 为了便于理解,将子集𝑿𝑺重新定义为

𝑻𝑿𝒀 = {(𝒙1, 𝑦1), (𝒙2, 𝑦2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝒙𝑛, 𝑦𝑛)}, 𝒙𝑖 ∈𝑹𝑞, 𝑦 ∈
𝒀 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐}. GDA方法的训练数据𝑻𝑿𝒀 通过非

线性映射函数𝜱 : 𝑿 → 𝑭 , 在特征空间𝑭 中对应

𝑻𝜱𝒀 ={(𝜱(𝒙1), 𝑦1), (𝜱(𝒙2), 𝑦2), ⋅ ⋅ ⋅ , (𝜱(𝒙𝑛), 𝑦𝑛)}. 训

练数据集𝑻𝜱𝒀 在特征空间𝑭 中的类内离散矩阵𝑺𝑤

和类间离散矩阵𝑺𝑏分别为
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𝑺𝑤 =
1

𝑛

𝑐∑
𝑖=1

𝑛𝑖∑
𝑗=1

(𝜱(𝑥𝑖𝑗)− 𝝁𝑖)(𝜱(𝑥𝑖𝑗)− 𝝁𝑖)
T, (6)

𝑺𝑏 =
1

𝑛

𝑐∑
𝑖=1

𝑛𝑖

𝑛
(𝝁𝑖 − 𝝁)(𝝁𝑖 − 𝝁)T. (7)

其中: 𝑛𝑖为第𝑖类训练样本的个数,
𝑐∑

𝑖=1

𝑛𝑖=𝑛; 𝜱(𝒙𝑖𝑗)为

特征空间𝑭 中第 𝑖类第 𝑗个训练样本; 𝜱(𝒙𝑗)为特征

空间𝑭 中第 𝑗个训练样本; 𝝁𝑖 =
1

𝑛𝑖

𝑛𝑖∑
𝑗=1

𝜱(𝒙𝑗)为特征

空间𝑭 中第 𝑖类训练样本的均值; 𝝁 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑗=1

𝜱(𝒙𝑗)为

特征空间𝑭 中全部训练样本的均值.

GDA的目的在于找到一组向量𝒖 = [𝒖1,𝒖2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝒖𝑛], 使类间离散矩阵𝑺𝑏和类内离散矩阵𝑺𝑤之比达

到最大,即

𝒖 = argmax
𝒖

∣𝒖T𝑺𝑏𝒖∣
∣𝒖T𝑺𝑤𝒖∣ . (8)

式 (8)的解实际是找到矩阵𝑺−1
𝑤 𝑺𝑏的特征向量𝒖

对应的最大特征值𝜆[9],即

𝑺−1
𝑤 𝑺𝑏𝒖 = 𝜆𝒖. (9)

最大化商𝑱(𝒖) = ∣𝒖T𝑺𝑏𝒖∣/∣𝒖T𝑺𝑤𝒖∣, 即对𝒖求导数,

有

∂𝑱(𝒖)

∂𝒖
= 0 ⇒ 𝑺−1

𝑤 𝑺𝑏𝒖 =
( 𝒖T𝑺𝑏𝒖

𝒖T𝑺𝑤𝒖

)
𝒖 ⇒

𝜆 =
( 𝒖T𝑺𝑏𝒖

𝒖T𝑺𝑤𝒖

)
. (10)

特征向量𝒖 ∈ 𝑭 在Φ(𝑥𝑖𝑗)张成的空间里, 存在

系数𝜶 = (𝜶𝑖𝑗)𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑐, 𝑗=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛𝑖 ,使得

𝒖 =

𝑐∑
𝑖=1

𝑛𝑖∑
𝑗=1

𝜶𝑖𝑗𝜱(𝒙𝑖𝑗). (11)

求解特征向量𝒖可转化为求相应的系数𝜶. 为了

能够应用核函数 𝑘(𝒙𝑖,𝒙𝑗) = 𝑘𝑖𝑗 = 𝜱T(𝒙𝑖)Φ(𝒙𝑗)使训

练数据集𝑿通过非线性映射函数Φ隐式地映射到特

征空间,用ΦT(𝒙𝑖𝑗)乘以式 (9),得到

𝜱T(𝒙𝑖𝑗)𝑺
−1
𝑤 𝑺𝑏𝒖 = 𝜆𝜱T(𝒙𝑖𝑗)𝒖. (12)

式 (12)和 (9)有相同的特征向量[2]. 将式 (11)代

入 (12)得

𝜆 =
(𝜶T𝑲𝑾𝑲𝜶

𝜶T𝑲𝑲𝜶

)
. (13)

其中

𝑲 = (𝑲𝑝𝑞)𝑝=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑐, 𝑞=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑐, (14)

𝑾 = (𝑾𝑖)𝑖=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑐. (15)

核矩阵𝑲是一个分块矩阵, 其子矩阵𝑲𝑝𝑞 =

(𝑘𝑖𝑗)𝑝=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛𝑝, 𝑞=1,2,⋅⋅⋅ ,𝑛𝑞由第 𝑝类和第 𝑞类的数据经

过内积 (𝑘𝑖𝑗)𝑝𝑞 = 𝜱T(𝒙𝑝𝑖)𝜱(𝒙𝑞𝑗)得到, 𝑲𝑝𝑞是𝑛𝑝 × 𝑛𝑞

矩阵, 𝑲是𝑛 × 𝑛的对称矩阵. 系数矩阵𝑾 是一个

𝑛×𝑛的分块对角阵,其子矩阵𝑾𝑖是所有元素为 1/𝑛𝑖

的𝑛𝑖 × 𝑛𝑖矩阵.

对核矩阵𝑲进行特征值分解,求出𝜶,具体求解

过程见文献 [3]. 通过归一化𝜶使特征向量𝒖归一化,

即将式 (11)代入𝒖T𝒖 = 1,得到

𝒖T𝒖 = 𝜶T𝑲𝜶 = 1. (16)

系数𝜶除以
√
𝜶T𝑲𝜶, 得到归一化的特征向量𝒖. 测

试数据 𝒛在特征向量𝒖上的投影为

𝒖T𝜱(𝒛) =

𝑐∑
𝑖=1

𝑛𝑖∑
𝑗=1

𝜶𝑖𝑗 𝜱(𝒙𝑖𝑗)𝜱(𝒛) =

𝑐∑
𝑖=1

𝑛𝑖∑
𝑗=1

𝜶𝑖𝑗 𝑘(𝒙𝑖𝑗 , 𝒛). (17)

算法要求非线性映射函数𝜱(𝒙𝑗)中心化, 由于

𝜱(𝒙𝑗)是隐式映射到特征空间𝑭 ,其中心化是通过中

心化特征空间𝑭 的核矩阵𝑲实现的[3].

2.3 GGDA方方方法法法的的的实实实现现现步步步骤骤骤

GGDA方法的训练数据减少和非线性特征提取

的实现步骤如下:

1)通过GKPCA方法中的 greedy技术实现式 (5),

从训练数据集𝑿中选取子集𝑿𝑺作为GDA方法的训

练数据𝑻𝑿𝒀 ;

2)用式 (14)和 (15)分别计算核矩阵𝑲和系数矩

阵𝑾 ;

3)在特征空间对核矩阵𝑲进行特征值分解, 计

算其特征值并标准化特征向量;

4)找出最大特征值𝜆和对应的特征向量𝒖;

5)根据式 (17)计算测试样本 𝒛在特征向量𝒖上

的投影.

对比GDA方法中核矩阵𝑲的大小 (𝑁 × 𝑁),

GGDA方法核矩阵𝑲的大小为 (𝑛 × 𝑛); GDA方法和

GGDA方法的时间复杂度分别为𝑶(𝑁3)和𝑶(𝑁𝑛2);

当𝑛 ≪ 𝑁时, GGDA方法大大降低了GDA方法的内

存需求和计算时间.

3 实实实验验验结结结果果果及及及分分分析析析

实验平台为 Intel酷睿 2双核T6500 2.10 GHz处

理器, 2 G内存, Windows XP操作系统.实验算法用C

和Matlab混合编程实现. 实验数据选取UCI数据库数

据集 Iris和 pendigits[10]. Iris数据个数较少, pendigits

数据个数较多. 对于数据集 Iris,数据特点为一类数据

与其他类数据离得较远, 另外两类数据离得较近,而

且有部分数据交叠.数据集 pendigits为 0∼9数字的钢

笔字识别数据库. 表 1给出了数据集的描述.

为了验证GGDA方法的性能, 对于几种特征提

取方法提取的特征数据, 用 𝑘-最近邻分类算法[11]进
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表 1 数据集的描述

数据集 样本数 类别 属性

Iris 150 3 4

pendigits 10992 9 16

行分类对比分析. 𝑘-近邻分类器 (kNN)是从测试样

本𝒙𝑖开始生长, 不断地扩大区域,直到包含进 𝑘个距

离最近的训练样本为止, 并将测试样本𝒙𝑖的类别归

为最近的 𝑘个训练样本中出现频率最大的类别.这里

用欧氏距离作为 𝑘-近邻分类器设计中衡量样本之间

距离的度量函数.

对于给定的训练数据集𝑿 = {𝒙1,𝒙2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑁}
⊂ 𝑹𝑞,通过GKPCA方法的 greedy技术从训练数据集

𝑿中找到子集𝑿𝑆 = {𝒔1, 𝒔2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒔𝑛} ⊂ 𝑹𝑞. LDA和

PCA方法从𝑿中最多提取 𝑞个特征; GDA和KPCA

方法从𝑿中最多提取𝑁个特征; GGDA和GKPCA方

法从𝑿𝑆中最多提取𝑛个特征,有 𝑞 < 𝑛 ⩽ 𝑁 . 本文主

要目的是验证子集𝑿𝑆的非线特征提取性能,没有考

虑不同特征个数对分类的影响,因此, 分类实验统一

选取变换后的 𝑞个特征.

GGDA, GDA, GKPCA和KPCA方法的核函数取

高斯核函数𝑲(𝒙𝑖,𝒙𝑗) = exp(−∣∣𝒙𝑖 −𝒙𝑗 ∣∣2/(2𝜎2)). 通

过 5-重交叉验证法[12], 对于数据集 Iris和 pendigits,

𝑘-最近邻分类算法的 𝑘分别取 9和 3; 核参数𝜎分别

取 4和 60; 用GKPCA方法提取的子集𝑿𝑺的样本数

𝑛分别为 17和 200. 分类结果用训练分类器的时间𝑇𝑐,

训练数据识别率以及测试数据的识别率进行了评

价. 对于 Iris和 pendigits数据,不同特征提取方法得到

的特征提取数据用 𝑘-近邻分类算法分类的结果分别

表 2 几种方法对 Iris数据的分类性能比较

识别率/%
方法 𝑇𝑐(𝑠)

训练 测试

kNN 0.009 050 93.33 90.00

PCA+kNN 0.009 245 95.37 90.16

KPCA+kNN 0.009 494 95.36 90.33

GKPCA+kNN 0.000 696 95.33 90.26

LDA+kNN 0.001 237 96.67 96.33

GDA+kNN 0.001 542 98.78 96.67

GGDA+kNN 0.000 323 98.73 96.59

表 3 几种方法对pendigits数据的分类性能比较

识别率/%
方法 𝑇𝑐(𝑠)

训练 测试

kNN 5.49 98.17 94.97

PCA+kNN 5.53 98.35 95.17

KPCA+kNN 5.87 99.35 96.57

GKPCA+kNN 0.59 99.18 96.29

LDA+kNN 3.12 98.71 95.45

GDA+kNN 3.18 99.77 97.83

GGDA+kNN 0.38 99.58 97.71

如表 2和表 3所示,表中的评价结果是利用 5-重交叉

验证法得到的平均值.

2个数据集和 6种特征提取数据的分类结果表

明: 用特征提取的数据进行分类比不用特征提取

的数据进行分类的性能要好; 用线性特征提取方法

LDA特征提取的数据分类结果好于PCA方法; 用非

线性特征提取方法GGDA和GDA的特征提取性能

优于GKPCA和KPCA方法; 核空间的非线性特征提

取方法GGDA, GDA, GKPCA和KPCA优于输入空间

的线性特征提取方法LDA和 PCA; GKPCA方法的性

能接近于KPCA方法的性能; GGDA方法的性能接近

于GDA方法的性能. 总之, 在实验中不管对于大数

据集还是小数据集, GGDA和GDA方法的特征提取

性能均优于其他方法. GGDA方法不仅较好地保持

了GDA方法特征提取性能, 而且减少了大数据集进

行非线性特征提取的内存和计算时间. 实验也表明,

由于GGDA和GDA方法考虑了类内与类间的信息,

这种特征提取方法对于分类问题而言是较好的. 因

此,尽管GGDA方法是根据重构误差找到数据表示的

次优解,但该方法可用于降低核方法的计算量和存储

需求,同时也可以用于降低用核方法进行学习的复杂

度,还能进行在线非线性特征的提取.

4 结结结 论论论

本文提出将一种有效的特征提取方法GGDA方

法用于训练数据减少和非线性特征的提取, 该方法

有效地结合了GKPCA方法中提取子集的 greedy技

术和非线性特征提取GDA方法. 对比实验结果表明,

GGDA和GDA方法的特征提取性能优于其他方法.

GGDA方法不仅较好地保持了GDA方法的非线性特

征提取性能, 而且减少了大数据集进行非线性特征

提取的计算复杂度. 由于GGDA和GDA方法考虑了

类内与类间的信息, 这种特征提取方法对于分类问

题而言好于提取互不相关的特征向量的GKPCA和

KPCA方法. 下一步研究方向是用GGDA方法对大数

据集的在线非线性特征进行提取.
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