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摘 要: 回声状态网络 (ESN)学习算法中可能存在解的奇异问题,在时间序列预测时易导致病态解问题,且伴随

着具有较大幅值的输出权值,尤其是当训练样本个数小于输出权值维数时, ESN的解必为奇异的. 鉴于此,考虑使

用LM(Levenberg Marquardt)算法代替常用的线性回归方法,自适应选择LM参数,从而有效地控制输出权值的幅值,

提高ESN的预测性能.通过Lorenz混沌时间序列进行预测研究,对大连月平均气温实际数据进行仿真研究,取得了

较好的预测效果.

关键词: 回声状态网络；储备池；LM算法；时间序列预测

中图分类号: TP183 文献标识码: A

LM algorithm in echo state network for chaotic time series prediction
HAN Min, MU Da-yun
(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116023,

China．Correspondent：HAN Min，E-mail：minhan@dlut.edu.cn)

Abstract: The problem of sigular solution in echo state network(ESN) learning algorithm is existed, which is easy to cause

ill issue. Especially when training samples are less than the dimenssions of the output, the solution of the ESN must be

singular. Therefore, Levenberg Marquardt(LM) algorithm is used to learn ESN instead of linear regression method, which

can effectively control the amplitude of the output weight result in improved predictive performance. The presented model

is tested on the Lorenz time series and applied to some real life time series such as Dalian monthly average temprture time

series. Actual simulation results show that the predictive model has higher predictive accuracy, and is of great practicality

and effectiveness.
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1 引引引 言言言

随着非线性混沌动力学理论和应用的发展,人们

更加深刻地认识到时间序列的复杂性,对于复杂性混

沌时间序列的预测已成为混沌信息处理领域中一个

重要的分支[1-2],并广泛应用于自动控制等领域.近年

来,国内外学者利用各种神经网络对混沌时间序列进

行预测建模作了研究,并取得了成功应用[3-8],但因神

经网络存在过拟合、训练过程中易陷入局部极小、网

络结构的选择过分依赖于经验等缺陷[9],直接影响了

时间序列建模的可靠性.

回声状态网络 (ESN)是一种新型的递归神经网
络, 在非线性混沌系统预测建模方面与传统的递归
神经网络相比, 有了较大改进[8-10]. 首先, 通过预设
ESN网络内部连接权值矩阵的谱半径来保证储备池

内部递归网络的稳定性; 其次, 利用线性回归算法训
练唯一要求计算的输出权值.学习算法本身属于凸优
化,因此避免了陷入局部极小值的问题.

ESN在求解输出权值时使用线性回归算法,在处
理实际问题时, 易导致病态解问题,且得到较大幅值
的输出权值.尤其是当训练样本个数小于输出权值维
数时, ESN的解必为奇异的. 本文使用LM (Levenberg
Marquardt)算法代替常用的线性回归方法, LM方法
消除原线性回归方法中出现的病态问题,从而提升了
回声状态网络解的性质,简称这种预测模型为RLM-
ESN. 而且, 即使训练样本个数小于输出权值维数,
RLM-ESN也能有效地用于预测.

2 基基基于于于回回回声声声状状状态态态网网网络络络的的的直直直接接接预预预测测测方方方法法法

ESN首先假设非线性系统的动态特性由一个大
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规模的储备池产生. 储备池包含大量随机生成且稀疏

连接的神经元, 蕴含了系统的运行状态, 并具有记忆

功能.在给定网络输入的情况下,构成“输入-状态-输

出”驱动系统, ESN网络表达式为[11]

𝑥(𝑘 + 1) = tanh(𝑊𝑥𝑥(𝑘) +𝑊in𝑢(𝑘)),

𝑦(𝑘) = 𝑤𝑥(𝑘) + 𝑏. (1)

其中: tanh为双曲正切函数; 𝑥(𝑘), 𝑢(𝑘), 𝑦(𝑘)分别为 𝑘

时刻储备池的状态变量、系统输入量、网络输出, 通

常储备池维数较高,取 300∼1 000之间; 𝑊𝑥为随机产

生并且稀疏连接的高维方阵 (稀疏度在 0.01∼0.05之

间), 储备池一经产生, 其内部连接权值不变; 𝑊in和

𝑤分别为ESN的输入权值矩阵和输出权值向量, 𝑊in

也随机产生而且保持不变,唯一需要调整的是输出权

值𝑤. 使用𝑥(𝑘)代替 [𝑥(𝑘)T 1]T, 从而可以使用𝑤代

替 [𝑤T 𝑏]T进行计算.

对于给定非线性系统输入输出对 {𝑢(𝑘), 𝑦𝑑(𝑘),
𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ },利用ESN非线性系统建模的过程为:首

先初始化储备池中的权值𝑊𝑥和𝑊in; 然后, 使用输

入𝑢(𝑘)激励系统 (1),求得ESN各个时刻状态响应;输

出权值𝑤可以通过ESN的状态变量与期望输出之间

的线性回归得到.

给定混沌时间序列 {𝑦𝑑(𝑘), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ },假设嵌

入维数为𝑚,延迟时间为 𝜏 ,则可以得到重构的延迟坐

标向量为

𝑑(𝑘) = [𝑦𝑑(𝑘)𝑦𝑑(𝑘 − 𝜏) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑦𝑑(𝑘 − (𝑚− 1)𝜏)]T. (2)

根据Takens定理,存在一个映射𝐹 (⋅)满足
𝑑(𝑘 + 1) = 𝐹 (𝑑(𝑘)). (3)

假设 𝑦𝑑(𝑘)通过函数 𝑔(⋅)观测重构的状态向量𝑑(𝑘),有

𝑦𝑑(𝑘) = 𝑔(𝑑(𝑘)), (4)

则另有

𝑑(𝑘) = 𝑑(𝑘),

𝑑(𝑘 + 1) = 𝐹 (𝑑(𝑘)),

𝑑(𝑘 + 2) = 𝐹 (𝑑(𝑘 + 1)),

...

𝑑(𝑘 + ℎ) = 𝐹 (𝑑(𝑘 + ℎ− 1)),

𝑥(𝑘 + ℎ) = 𝑔(𝑑(𝑘 + ℎ)). (5)

进一步假设𝐹0(⋅) ≡ 0, 式 (5)可以表示为如下状态空

间表达式:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑑(𝑘)

𝑑(𝑘 + 1)

𝑑(𝑘 + 2)

⋅ ⋅ ⋅
𝑑(𝑘 + ℎ)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐹0(𝑑(𝑘 − 1))

𝐹 (𝑑(𝑘))

𝐹 (𝑑(𝑘 + 1))

⋅ ⋅ ⋅
𝐹 (𝑑(𝑘 + ℎ− 1))

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

0

⋅ ⋅ ⋅
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑑(𝑘),

𝑦𝑑(𝑘 + ℎ) = [0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1]

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑑(𝑘)

𝑑(𝑘 + 1)

𝑑(𝑘 + 2)

⋅ ⋅ ⋅
𝑔(𝑑(𝑘 + ℎ))

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (6)

其中: ℎ为预先设定预测时域, [𝑑(𝑘)T 𝑑(𝑘+1)T 𝑑(𝑘+

2)T ⋅ ⋅ ⋅ 𝑑(𝑘 + ℎ)T]T为预测时域ℎ对应的增广状

态变量. 状态空间表达式 (6)并不是输入输出 {𝑑(𝑘),
𝑦𝑑(𝑘 + ℎ)}的唯一实现.

基于ESN的混沌时间序列直接预测方法借助

于储备池机制, 通过求解合适的输出权值𝑤, 使得

回声状态网络的输入输出关系 {𝑢(𝑘), 𝑦(𝑘), 𝑘 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ }逼近由状态空间表达式 (6)表示的输入输出关

系 {𝑑(𝑘), 𝑦𝑑(𝑘 + ℎ), 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ }.

注意到, 当 𝑑(𝑘)缩减成 𝑦𝑑(𝑘), 而预测时域仅为

ℎ = 1时,上述预测方法即为迭代预测方法中的单步

预测器问题[7]. 迭代方法正是依靠在单步预测器的迭

代操作而形成多步预测.

3 回回回声声声状状状态态态网网网络络络LM学学学习习习方方方法法法
3.1 RLM-ESN时时时间间间序序序列列列预预预测测测模模模型型型

LM算法是高斯-牛顿法和梯度下降法的结合,既

有高斯牛顿法的快速收敛性,也有梯度下降法全局搜

索特性[12-14]. LM算法具有高斯牛顿法的局部快速收

敛特性,并克服了牛顿法不能有效处理奇异和非正定

矩阵的缺点, 在远离解时进行修正, 沿误差曲面进行

搜索, 继承了梯度下降法的全局搜索特性, 精确度较

高. 由于LM算法利用了近似二阶导数信息, 比梯度

下降法快得多; 同时, LM算法不需要过多的调整参

数,在许多参数优化的场合得到了广泛的应用.

ESN在求解输出权值时使用线性回归算法,处理

实际问题,易导致病态解问题,且伴随着具有较大幅

值的输出权值.因此考虑使用LM算法代替常用的线

性回归方法, 自适应选择LM参数, 从而有效地控制

输出权值的幅值,提高ESN的预测性能.

ESN的状态空间表达式为式 (1)和 (2)所示,其中

只需求取网络的输出权值𝑤T,因此可以设𝑌 = 𝑓(𝑥𝑖,

𝑤). 设计RLM-ESN网络的过程如下: 利用LM算法

求储备池输出权值𝑤可以理解为选择合适的参数使

得

𝑆(𝑤) =

𝑚∑
𝑖=1

[𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤)]
2 (7)

变为最小.

LM算法也是一个迭代的过程,首先初始化参数

向量𝑤, 大多情况下进行一般设置, 仅在初始值设置

得接近最终值时,算法才会收敛,因此,算法的收敛性
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也是一个研究热点.

在每一次迭代中, 参数向量𝑤会被新的估计值

𝑤 + 𝛿所代替,即𝑤𝑡+1 = 𝑤𝑡 + 𝛿, 因此 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤 + 𝛿) ≈
𝑓(𝑥𝑖, 𝑤) + 𝐽𝑖𝛿. 其中: 误差 𝑒(𝑤) = 𝑦− 𝑓(𝑤),误差函数

𝑉 (𝑤) =

𝑁∑
𝑖=1

𝑒2𝑖 (𝑤),雅克比矩阵为

𝐽𝑖 = Δ𝑓(𝑥𝑖, 𝑤)/𝑤 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Δ𝑒1(𝑤)

Δ𝑤1

Δ𝑒1(𝑤)

Δ𝑤2
. . .

Δ𝑒1(𝑤)

Δ𝑤𝑛
Δ𝑒2(𝑤)

Δ𝑤1

Δ𝑒2(𝑤)

Δ𝑤2
. . .

Δ𝑒2(𝑤)

Δ𝑤𝑛
...

...
. . .

...
Δ𝑒𝑁 (𝑤)

Δ𝑤1

Δ𝑒𝑁 (𝑤)

Δ𝑤2
. . .

Δ𝑒𝑁 (𝑤)

Δ𝑤𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (8)

因为

𝑆(𝑤 + 𝛿) ≈
𝑚∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤)− 𝐽𝑖𝛿)
2, (9)

写成向量的形式为

𝑆(𝑤 + 𝛿) ≈ ∥𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖, 𝑤)− 𝐽𝑖𝛿∥. (10)

令式 (10)为 0,有

(𝐽T𝐽)𝛿 = 𝐽T[𝑦 − 𝑓(𝑤)], (11)

变形为

𝛿 = (𝐽T𝐽)−1𝐽T[𝑦 − 𝑓(𝑤)]. (12)

当矩阵 𝐽T𝐽为奇异阵, 即矩阵非正定时, 𝛿的解不会

存在.

LM方法的贡献是引进了LM参数𝜆, 即式 (12)

改写为

𝛿 = (𝐽T𝐽 + 𝜆𝐼)−1𝐽T[𝑦 − 𝑓(𝑤)]. (13)

其中: 𝜆 > 0为常数, 𝐼为单位矩阵.

从式 (13)可以看出, 如果𝜆很大, 则LM算法近

似于梯度下降法; 如果𝜆为 0, 则是高斯牛顿法. 因

为利用二阶导数信息, LM算法比梯度法快得多, 且

[𝐽T(𝑥)𝐽(𝑥) + 𝜇𝐼]是正定的, 所以式 (14)的解总存在,

从而LM算法优于高斯牛顿算法,且速度比梯度下降

法快得多. 对于高斯-牛顿法, 𝐽T𝐽是否满秩也是一个

潜在的问题.实际操作中, 𝜆是一个试探性的参数,对

于给定的𝜆, 如果求得的 𝛿能使误差函数𝑉 (𝑤)降低,

则用因子 𝛽除以𝜆; 若误差函数𝑉 (𝑤)增加, 则𝜆乘以

因子 𝛽. 在仿真中,选取初始值𝜆0 = 0.01, 𝛽 = 10. 采

用LM算法时, 为了使收敛速度更快, 增加了学习率

𝛼,并取𝛼为 0.4.

3.2 评评评价价价指指指标标标

为了分析数值实验结果的优劣, 采用均方根误

差𝐸RMSE作为性能指标,对预测结果进行比较,定量

说明各个模型的预测效果.设 𝑦(𝑘)为预测变量的实际

观测值, 𝑦(𝑘)为该变量的网络预测值, 𝑁对应训练的

样本数,则均方根误差定义为

𝐸RMSE =
[ 1

𝑁 − 1

𝑁∑
𝑘=1

[𝑦(𝑘)− 𝑦(𝑘)]2
]1/2

. (14)

均方根误差反映了预测值相对于观测值的偏离

程度,取值大于或等于零,预测无误差时等于零. 均方

根误差值越小,表明预测效果越好.

4 仿仿仿真真真实实实例例例

4.1 Lorenz数数数据据据仿仿仿真真真实实实验验验

将设计的RLM-ESN模型与文献 [14]中的方法

进行比较, 并采用Lorenz数据进行仿真研究,主要对

𝑋时间序列进行仿真研究,利用相空间参数选择方法

确定延迟时间为 18,嵌入维数为 6.

Lorenz混沌方程如式 (1), 当取 𝑎 = 10, 𝑏 = 8/3,

𝑐 = 28, 𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑧(0) = 1.0时, 系统产生混沌.

利用四阶Runge-Kutta法迭代产生 1 000组时间序列,

前 800组数据用于训练,剩余 200组用来预测𝑥(𝑡+1),

有 ⎧⎨⎩
𝑥̇ = 𝑎(𝑦 − 𝑥),

𝑦̇ = (𝑐− 𝑧)𝑥− 𝑦,

𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧.

(15)

储备池模型各参数确定如表 1所示. 对𝑥(𝑡 + 1)

预测的仿真结果如图 1所示. 仿真结果与文献 [3]中

相关方法进行比较,主要从训练时间与测试时间之和

及测试误差方面进行了比较,结果如表 2所示.

由表 2可见,在训练时间与测试时间的总时间上,

所提出的方法与其他方法时间相当,但在测试精度上

表 1 ESN的参数

名 称 取 值

储备池模型 200 × 200

内部权值矩阵𝑊𝑥稀疏度 0.01

内部权值矩阵𝑊𝑥谱半径 1

输入权值 [−1, 1]

0 40 80 120 160 200
t/s

0 40 80 120 160 200
t/s

-1

-0.5

0

0.5

1

-2

-1

0

1

2

!
"

/1
0

-3
X

t(
)

#$%
&$%

图 1 Lorenz时间序列预测
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表 2 Lorenz时间序列预测结果对比

Model RLM-ESN RLM-RNN[14] RNN-EKF[15]

Ermse/10−4 2.549 3.600 12.100

CPU/(𝑡/s) 2.09 2.12 2.16

要高于RLM-RNN等 3种方法. 从理论上分析, ESN

网络只有一个输出权值需要利用LM方法求取, 而

RNN及多层感知机等传统网络除了网络输出权值需

要求取,还有多个内部复杂的连接权值需要利用LM

算法迭代求取, 因此网络学习和训练速度较快. ESN

作为一个新型递归神经网络,能够得到较高的时间序

列预测“精度”,并且利用LM算法求取输出权值,解决

了伪逆方法求取过程中存在的病态问题.由上述分析

可以得出本文所提出的RLM-ESN模型在混沌时间序

列中的有效性.

4.2 大大大连连连降降降雨雨雨及及及气气气温温温数数数据据据仿仿仿真真真

为了验证RLM-ESN预测模型对于混沌数据建

模的有效性及模型的泛化性, 采用大连气温时间

序列数据对所提出的预测建模进行仿真实验. 采

用 1951∼ 2001年大连月平均气温数据,共 612个数据

点,其中 412组数据作为训练样本,其余 200组用于测

试预测模型. 图 2是对大连 200个月的气温预测结果,

与文献 [7,14]预测方法比较结果如表 3所示. 可以看

出本文所提出的预测模型RLM-ESN对大连气温预测

时的均方根误差比文献 [7,14]要小,且本文方法在实

际时间序列预测研究中同样具有有效性.
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图 2 大连气温预测及误差

表 3 不同模型的预测效果

Model RLM-ESN ESN[7] RLM-RNN[14]

Ermse 1.315 7 2.172 5 1.979 0

5 结结结 论论论

为了解决ESN学习算法中可能存在解的奇异问

题、时间序列预测时易导致病态解问题,尤其是当训

练样本个数小于输出权值维数时, ESN的解必为奇异

的问题,本文使用LM算法代替常用的线性回归方法,

提出RLM-ESN预测模型,自适应选择LM参数,从而

有效地控制输出权值的幅值, 提高了ESN的预测性

能.通过Lorenz混沌时间序列进行预测研究,并对大

连月平均气温实际数据进行仿真研究,取得了较好的

预测效果.
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