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基于购买行为的随机生命周期易逝品库存策略
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摘 要: 研究需求和商品生命周期均为随机的零售商库存管理问题,提出按照购买行为特征对需求进行分类,在不

同类型的客户之间进行库存分配并允许缺货的库存策略.通过构建动态规划模型,求解出零售商最优库存策略,包括

补货策略和库存分配策略.与先到先服务策略相比,该策略能显著提升零售商的利润,减少商品损坏的损失.
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Abstract: Retailer’s inventory management problem is researched, where both the demand and the lifecycle of the product

are stochastic. Demand is classified according to purchasing behavior and an inventory allocation policy is proposed among

different types of customers, where backorder is allowed. Through dynamic programming, the optimal inventory policy is

derived for the retailer, which consists of replenishment policy as well as inventory allocation policy. Compared to first-

come-first-served allocation policy, the proposed policy can improve the retailer’s profit significantly and reduce the loss

caused by product deterioration.
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1 引引引 言言言

变质或过期的商品既浪费了企业的资金,又会造

成积压,需付出额外的处理费用,使企业的生产、经营

受到冲击,导致企业的信誉受损,客户忠诚度降低,进

而失去客户;同时,也会导致社会资源的浪费. 另一方

面, 消费者对商品的要求越来越高, 需求更为多样化

和不确定性. 企业从以往仅面临需求变化的压力逐步

转变到商品损坏、贬值和需求多样化、不确定的双重

压力. 在这种商品呈现更为明显的易逝性环境下,企

业如何有效地采购原材料、组织生产、安排库存结构,

制定商品的销售价格,以保证损失最小、利润最大化,

在激烈的竞争中保持优势,显得尤为重要和急迫.

自Ghare和Schrader [1]于 1963年发现因商品变

质而导致的库存量随着时间减少的比例关系可以

用正的指数方程来表示, 并采用标准经济订货批量

(EOQ)模型描述指数分布的随机生命周期易逝品库

存问题之后,学术界对指数分布随机生命周期的易逝

品库存问题进行了大量研究[2-8]. 文献 [9]给出了易逝

品库存研究的详细情况. 然而,现有文献均未考虑对

需求 (客户)进行区分,仅研究单一需求环境下的易逝

品库存问题.目前尚未见到关于需求进行区分后多需

求环境下如何最优化易逝品库存的补货策略和库存

分配策略.

当需求可以通过某一方式进行区分时,零售商将

现有库存在不同层次或类别的客户群中进行分配以

满足高价值客户的需求,进而获取更多的利润是合理
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的. 因此, 自Veinott[10]提出库存分配策略之后, 关于

如何在多类客户之间进行库存分配一直是学术界关

注的焦点之一.库存关键点控制策略正逐步为学术界

所认同,并已进入企业的实践中. 相关研究已从不允

许缺货逐渐发展到考虑缺货完全等待,进而考虑到缺

货部分等待库存分配系统,并提出了一系列缺货等待

清理策略. 重要的文献有 [11-16]等. 文献 [14, 16-17]

对相关研究进行了总结, 但均未涉及易逝品, 尤其是

随机生命周期的易逝品问题.

本文以销售具有随机生命周期的易逝品以及面

临随机需求环境的零售商为研究对象,采用文献 [13-

15]类似的方法对需求进行区分, 即依照客户按意愿

支付价格和期望交付时间的客户特征,对客户需求进

行分类, 构建动态规划模型; 以利润最大化为决策目

标函数, 研究零售商最优库存策略,包括补货策略和

库存分配策略,从而为企业的实际运作提供理论支持

和指导.

2 模模模 型型型

2.1 需需需求求求分分分类类类

根据效用理论,由于生活、工作以及教育等背景

的不同,不同的人对同一商品的个人效用感知具有差

异性,并导致客户购买行为具有明显不同的特征. 主

要体现在意愿支付价格和期望交付时间 (等待被满足

的时间)的要求上具有明显差异性. 期望交付时间的

差异可以进一步转换为缺货成本和缺货损失成本的

差异.

一般而言,愿意支付高价格的客户对交付时间很

敏感,不愿意等待;而只愿意支付低价格的客户,往往

更多地考虑价格因素,对商品的交付时间相对不敏感.

零售商可根据客户购买行为的不同,合理安排库存和

销售策略,将库存在不同的客户群之间进行分配, 拒

绝为低价值客户提供即时服务,保留库存为将来可能

到来的高价值客户提供即时服务,以获取更高的利润,

并保持高的客户满意度.由于随机生命周期的易逝品

随时可能因变质或损坏而失去使用价值,并造成损失,

客户分类策略对销售易逝品的零售商显得尤为重要.

因本文的模型不考虑缺货损失,故按照客户意愿支付

价格和缺货成本对客户需求进行分类.

2.2 假假假设设设和和和符符符号号号说说说明明明

本文假设零售商只销售一种易逝品,商品生命周

期随机,服从期望为 1/𝜆0的指数分布,即在库商品的

库存数量随着存储时间的增长会出现损坏而不能使

用或者失去销售的价值.零售商采取周期性盘点的库

存策略, 在订货周期𝑇 开始时将库存水平补充到𝑋 .

在销售期间, 需求随机到达, 服从到达率为𝜆泊松过

程, 每个客户到达后发生一个商品的需求; 零售商满

足客户的需求, 并承担商品变质或损坏的损失.零售

商根据客户的意愿支付价格和缺货成本对客户进行

分类、归类, 将客户分为𝑚类. 客户级别按照其愿意

支付的价格从高到低排列,即 𝑝1 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑝𝑖 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑝𝑚,缺

货成本与其价格顺序一致,即从高到低排列, 𝑏1 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅
𝑏𝑖 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ 𝑏𝑚.

在销售时刻 𝑡,客户随机到达,每个级别客户 𝑖的

到达服从到达率为𝜆𝑖泊松过程. 零售商不能事先预

知是否有客户到达,到达的客户属于哪一类型. 客户

到达后,根据其愿意支付的价格识别客户类别.当第 𝑖

类客户到达时,零售商根据现有库存情况决定是否提

供即时服务.如果零售商向其提供即时服务,则客户

支付价格 𝑝𝑖; 如果零售商拒绝提供即时服务,即延时

交付,则客户须等待至期末或新的订单到达后才能得

到满足, 并产生缺货成本 𝑏𝑖. 由于商品生命周期是随

机的, 某个商品在今后的某一时刻点可能会损坏,从

而失去销售的价值.在销售期末, 如果有等待被满足

的客户, 并有完好的商品, 则零售商将一次性用现有

库存满足等待客户的需求;没有得到满足的客户将在

下一个周期期初得到满足. 如果满足了等待客户后仍

然有完好的商品, 则这些商品将保留到下一个周期.

符号含义说明如下:

ℎ: 单位时间单位库存持有成本;

𝑚: 客户级别总数;

𝜆𝑖: 第 𝑖类客户到达率;

1/𝜆0: 商品生命周期的期望;

𝑝𝑖: 第 𝑖类客户愿意支付的价格;

𝑏𝑖: 第 𝑖类客户的单位缺货成本;

𝑐: 单位商品的购买成本;

𝑇 : 订货周期;

𝑦𝑖𝑡 = 0, 1: 在 𝑡时刻是否为第 𝑖类客户提供即时

服务;

𝐾: 固定订货成本.

2.3 模模模型型型的的的建建建立立立

商品的生命周期𝐿服从期望为 1/𝜆0的指数分布.

根据指数分布的无记忆性特点,当有一个商品已经存

活了 𝑡小时,则该商品至少存活 𝑠+ 𝑡的条件概率等于

它至少存活 𝑠小时的初始概率,即

𝑃 (𝐿 > 𝑡+ 𝑠 ∣𝐿 > 𝑡 ) = 𝑃 (𝐿 > 𝑠). (1)

如果商品在 𝑡时刻是存活的, 则其余留存活时间的

分布等于原寿命的分布, 也服从期望为 1/𝜆0的指数

分布.式 (1)表明, 根据无记忆性质, 可以对时间轴线

上商品发生变质的事件进行记录. 假设计数过程为

{𝑁(𝑡), 𝑡 ⩾ 0}, 记录到 𝑡时刻为止已变质的商品总数.
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如果在 𝑡时刻有𝑥(𝑡)个商品,则两个相邻商品变质事

件的时间间隔服从期望为 1/[𝑥(𝑡)𝜆0]的指数分布. 根

据泊松过程定义,计数过程 {𝑁(𝑡), 𝑡 ⩾ 0}是以到达率
为𝑥(𝑡)𝜆0的泊松过程. 因此, 可将商品的变质事件视

为一类虚拟客户的到达,此类客户随机到达,并服从

到达率为𝑥(𝑡)𝜆0的泊松过程. 虚拟客户到达后会强制

拿走一个商品,并不支付任何的价格.

将订货周期𝑇 分为𝑛个足够小的时间单位Δ𝑡,

即当𝑛足够大时, Δ𝑡 → 0. 将时间离散化,使得在每个

Δ𝑡内至多到达一个客户. 定义 𝑡为余留时间,即当前

时刻到期末所剩余的时间, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 经过离散化后,

𝑡为 1 ∼ 𝑛的正整数,即 𝑡 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. 𝑡 = 1为期末,

𝑡 = 𝑛为期初.定义𝑥为 𝑡时刻现有库存水平, (𝑡, 𝑥)为

库存状态, 𝑦𝑖𝑡(𝑥)为状态 (𝑡, 𝑥)下零售商服务策略,即

𝑦𝑖𝑡 =

⎧⎨⎩ 1, 提供即时服务;

0, 延期服务.
(2)

定义𝑉𝑡(𝑥)为 (𝑡, 𝑥)状态下最大余留期望利润. 在库存

状态 (𝑡, 𝑥)下, 当客户 𝑖到达时, 如果其需求得到即时

满足, 则定义 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=1(𝑥)为零售商为客户 𝑖提供即时

服务后余留期望利润;如果客户 𝑖的需求没有得到即

时满足,则定义 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=0(𝑥)为拒绝即时服务后余留期

望利润; 当到达的为商品折损事件, 则定义 𝑣0𝑡(𝑥)为

商品发生变质后余留期望利润.

1)考虑一般库存状态 (𝑡, 𝑥),即𝑥 > 0, 𝑡 > 0,期间

有客户需求发生,并伴随着商品变质事件的发生.

①当商品发生变质时,余留期望利润为

𝑣0𝑡(𝑥) = −𝑐− (𝑥− 1)ℎΔ𝑡+ 𝑉𝑡−1(𝑥− 1). (3)

②当客户 𝑖到达时,零售商可以选择提供即时服

务或拒绝提供即时服务两种策略.如果提供即时服务,

即 𝑦𝑖𝑡(𝑥) = 1,则有

𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=1(𝑥) = 𝑟𝑖 − (𝑥− 1)ℎΔ𝑡+ 𝑉𝑡−1(𝑥− 1), (4)

其中 𝑟𝑖 = 𝑝𝑖 − 𝑐;如果拒绝提供即时服务,即 𝑦𝑖𝑡 (𝑥) =

0,则有

𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=0(𝑥) = 𝑟𝑖 − 𝑏𝑖𝑡− 𝑥ℎΔ𝑡+ 𝑉𝑡−1(𝑥). (5)

对于零售商而言,最优的选择应是在提供即时服务和

拒绝即时服务两种策略中选择余留利润最大的策略.

令在状态 (𝑡, 𝑥)下,零售商接待客户 𝑖后的余留利润为

𝑣𝑖𝑡(𝑥) = max[𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=1(𝑥), 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=0(𝑥)]. (6)

将商品变质事件作为一类虚拟客户考虑,即客户= 0,

根据泊松过程定义,在Δ𝑡内商品变质事件发生的概

率为𝑥𝜆0Δ𝑡,一个客户 𝑖到达的概率为𝜆𝑖Δ𝑡,没有客户

到达的概率为 1− 𝑥𝜆0Δ𝑡−
𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡. 总结式 (3)∼ (6),

可以得到零售商在库存状态 (𝑡, 𝑥)下, 最大余留利润

为

𝑉𝑡(𝑥) =

𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡𝑣𝑖𝑡(𝑥) +
(
1− 𝑥𝜆0Δ𝑡−

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
)
[𝑉𝑡−1(𝑥)− 𝑥ℎΔ𝑡]. (7)

2)当现有库存𝑥 = 0时,商品变质事件不会发生,

同时任一类型客户都将缺货, 即 𝑣𝑖𝑡(0) = 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=0(0).

零售商最大余留利润为

𝑉𝑡(0) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡𝑣𝑖𝑡(0) +
(
1−

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
)
𝑉𝑡−1(0).

(8)

综上分析,可以构建动态规划模型. 以最大化余

留利润为目标函数, 确定每个库存状态 (𝑡, 𝑥)下零售

商的最优库存分配策略𝑌 ∗ = {𝑦∗𝑖𝑡, 𝑖 ∈ [1,𝑚], 𝑡 ∈ [1,

𝑛]}. 即

𝑉𝑡(𝑥) = sup
𝑦𝑖𝑡

𝑉𝑡(𝑥, 𝑦𝑖𝑡).

s.t. 𝑦𝑖𝑡 = 0 or 1, ∀𝑖 ∈ [1,𝑚], 𝑡 ∈ [1, 𝑛];

𝑉0−(𝑥) = 0. (9)

给定订货周期𝑇 和期初库存水平𝑋 ,零售商在𝑇

周期内可以获得的期望利润即为期初 (𝑡 = 𝑛)的最大

余留利润𝑉𝑛(𝑋). 考虑订货固定成本𝐾, 零售商的平

均期望利润为

Π (𝑋,𝑌 ∗, 𝑇 ) =
𝑉𝑛(𝑋)−𝐾

𝑇
. (10)

因此,在期初零售商面临的决策问题是决定最优订货

量𝑄 = 𝑋 +𝑊 和订货周期𝑇 (其中: 𝑊 为上一周期未

被满足的客户总数, 𝑋为期初的最优库存),以最大化

平均期望利润,即

max
𝑋,𝑇

Π (𝑋,𝑌 ∗, 𝑇 ),

s.t. 𝑋 ⩾ 0, 𝑇 ⩾ 0. (11)

3 模模模型型型求求求解解解

在库存状态 (𝑡, 𝑥)下, 定义Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥)为增加一个

库存所能带来的边际期望利润, Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥)为新客户 𝑖

到达时,零售商将服务策略由延期服务 (𝑦𝑖𝑡 = 0)改为

提供即时服务 (𝑦𝑖𝑡 = 1)所能带来的边际期望利润,即

Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥) = 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=1(𝑥)− 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=0(𝑥). (12)

给定最优库存分配策略𝑌 ∗
𝑡 , 定义Δ𝑋𝑉𝑖𝑡(𝑥 ∣𝑌 ∗

𝑡 )为增

加一个库存用于服务客户 𝑖所带来的边际期望利润,

有

Δ𝑋𝑉𝑖𝑡(𝑥 ∣𝑌 ∗
𝑡 ) =

𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=1(𝑥+ 1)− 𝑣𝑖𝑡,𝑦𝑖𝑡=0(𝑥) = 𝑏𝑖Δ𝑡. (13)

3.1 期期期末末末情情情况况况

显然, 在期末 (𝑡 = 1)如果库存不为零𝑥 > 0, 从
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理性角度考虑,零售商则应满足所有到达客户的即时

服务要求,即 𝑦𝑖1(𝑥) = 1,并将剩余的库存用于满足等

待得到服务的客户,剩余完好的商品将进入下一周期

销售;如果𝑥 = 0,则只能让客户等待到下一个周期期

初新订单到达时得到满足,即 𝑦𝑖1(0) = 0.

定定定理理理 1 在期末 (𝑡 = 1)存在𝑥∗
𝑖1 = 1时,零售商

的最优分配策略为:当𝑥 ⩾ 𝑥∗
𝑖1时, 𝑦∗𝑖1(𝑥) = 1;当𝑥 <

𝑥∗
𝑖1时, 𝑦∗𝑖1(𝑥) = 0.

证明略.

定定定理理理 2 在期末 (𝑡 = 1), Δ𝑋𝑉1(𝑥)为𝑥的非增函

数,即𝑉1(𝑥)是𝑥的凹函数 (上凸).

证证证明明明 根据定理 1, 给定最优的库存分配策略

𝑌 ∗
1 ,只有在𝑥 = 0时,增加库存才会对客户 𝑖的服务策

略产生影响,从而对服务客户 𝑖的余留期望利润产生

影响. 注意到, 在Δ𝑡内最多只有一个新客户 (包括商

品变质事件)到达,因此最多只有一个客户可以获得

新增的库存. 考虑商品变质损失,可以得到边际期望

利润为

Δ𝑋𝑉1(𝑥) =

⎧⎨⎩

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡Δ𝑋𝑉𝑖1(0∣𝑌 ∗
1 )− 𝜆0Δ𝑡𝑐−(

1−
𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡
)
Δ𝑡ℎ, 𝑥 = 0;

−𝜆0Δ𝑡𝑐− ℎΔ𝑡, 𝑥 > 0.

(14)

将式 (13)代入 (14),可以简化为

Δ𝑋𝑉1(𝑥) =

⎧⎨⎩

− 𝜆0Δ𝑡𝑐+

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑏𝑖(Δ𝑡)2−

(
1−

𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡
)
Δ𝑡ℎ, 𝑥 = 0;

− 𝜆0Δ𝑡𝑐− ℎΔ𝑡, 𝑥 > 0.

(15)

可以看出, Δ𝑋𝑉1(0) > Δ𝑋𝑉1(1), Δ𝑋𝑉1(𝑥 ∣𝑥 > 0) ≡
−𝜆0Δ𝑡𝑐 − ℎΔ𝑡. 因此, Δ𝑋𝑉1(𝑥)为𝑥的非增函数, 即

𝑉1(𝑥)是𝑥的凹函数 (上凸). 2
推推推论论论 1 在期末,最优的库存状态为 (1, 0),即𝑥

= 0,零库存策略为最优的库存策略.

证证证明明明 从定理 2可知, 在 𝑡 = 1时存在一个最优

库存𝑥∗
1 ⩾ 0使得余留利润𝑉1(𝑥)最大化. 从式 (15)可

知, 𝑥 > 0时, Δ𝑋𝑉1(𝑥) < 0,余留利润𝑉1(𝑥)随着𝑥的

增加而减少. 因此,最优的库存应为𝑥 = 0. 2
3.2 期期期中中中情情情况况况

零售商在期中必须根据库存状态以及余留利润

情况决定库存分配策略.

定定定理理理 3 存在𝑥∗
𝑖𝑡 = min{𝑥∣Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥 − 1) <

𝑏𝑖𝑡+ ℎΔ𝑡},使得零售商的最优分配策略为:当𝑥 ⩾ 𝑥∗
𝑖𝑡

时, 𝑦∗𝑖𝑡(𝑥) = 1;当𝑥 < 𝑥∗
𝑖𝑡时, 𝑦∗𝑖𝑡(𝑥) = 0.

推推推论论论 2 在 𝑡时刻,最优库存分配策略的库存临

界控制点存在如下Nest结构:

𝑥∗
1𝑡 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥∗

(𝑖−1)𝑡 ⩽ 𝑥∗
𝑖𝑡 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥∗

𝑚𝑡. (16)

推论 2表明零售商应优先满足高价值客户,即给

第 𝑖类客户提供即时服务,同时也必须为 𝑖− 1类及其

以上的高价值客户提供即时服务.

定定定理理理 4 1) Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥)为𝑥的非增函数, 即𝑉𝑡(𝑥)

是𝑥的凹函数 (上凸); 2) 每个时刻 𝑡均存在一个最优

库存水平的𝑥∗
𝑡 = min{𝑥 ∣Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥) ⩽ 0},使得余留期

望利润𝑉𝑡(𝑥)最大化.

证证证明明明 在定理 2成立的前提下,采用归纳法进一

步证明定理 3,定理 4和推论 2成立.假设在 𝑡−1时刻,

Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)是𝑥的非增函数, 即为𝑥的凹函数 (上凸).

将式 (4)和 (5)代入 (12), 可得到零售商将对客户 𝑖的

服务策略由延期服务 (𝑦𝑖𝑡 = 0)改为提供即时服务 (𝑦𝑖𝑡
= 1)所能带来的边际期望利润,即

Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥) = 𝑏𝑖𝑡+ ℎΔ𝑡−Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1). (17)

并且当𝑥 = 0时, Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥) ≪ 0. 根据假设Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)

是𝑥的非增函数,有

Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥)−Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥− 1) =

Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 2)−Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1) ⩾ 0. (18)

这意味着存在𝑥∗
𝑖𝑡,且满足

𝑥∗
𝑖𝑡 = min{𝑥∣Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1) < 𝑏𝑖𝑡+ ℎΔ𝑡}. (19)

当𝑥 < 𝑥∗
𝑖𝑡时, Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥) ⩽ 0; 当𝑥 ⩾ 𝑥∗

𝑖𝑡时, Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥)

> 0. 即在库存状态 (𝑡,𝑥)下, 零售商最优分配策略为:

当𝑥 ⩾ 𝑥∗
𝑖𝑡时, 𝑦∗𝑖𝑡(𝑥) = 1;当𝑥 < 𝑥∗

𝑖𝑡时, 𝑦∗𝑖𝑡(𝑥) = 0.

在定理 3成立的基础上证明推论 2成立. 考虑零

售商将对客户 𝑖− 1和 𝑖的服务策略由延期服务 (𝑦𝑖𝑡 =

0)改为提供即时服务 (𝑦𝑖𝑡 = 1)所能带来的边际期望

利润之差Δ𝑌 𝑉(𝑖−1)𝑡(𝑥)−Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥).将式 (14)代入,因

𝑏𝑖−1 ⩾ 𝑏𝑖,故Δ𝑌 𝑉(𝑖−1)𝑡(𝑥)−Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥) = (𝑏𝑖−1 − 𝑏𝑖)×
Δ𝑡 ⩾ 0, 即服务客户 𝑖 − 1的边际期望利润大于服务

客户 𝑖的边际期望利润. 因此,理性的零售商在为到达

的客户 𝑖提供即时服务的同时,也应为客户 𝑖− 1提供

即时服务. 同时, 随着𝑥的增加, Δ𝑌 𝑉(𝑖−1)𝑡(𝑥)将先于

Δ𝑌 𝑉𝑖𝑡(𝑥)达到大于等于零,因而根据定理 3,有𝑥∗
1𝑡 ⩽

⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥∗
(𝑖−1)𝑡 ⩽ 𝑥∗

𝑖𝑡 ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ 𝑥∗
𝑚𝑡.

下面在定理 3零售商最优库存分配策略的基础

上证明假设成立, 即证明定理 4成立. 注意到, 在Δ𝑡

内最多只有一个新客户 (包括商品变质事件)到达,因

此最多只有一个客户可以获得新增的库存. 根据定理

3中最优的库存分配策略,考虑商品变质,可以得到不

同𝑥取值区间内的边际期望利润.
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Δ𝑋𝑉𝑡(0) =

𝜆1Δ𝑡𝑏1𝑡+
(
1−

1∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡
)
[Δ𝑋𝑉𝑡−1(0)− ℎΔ𝑡]−

𝜆0Δ𝑡𝑐𝑝, (20)

Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥∣𝑥 = 𝑥∗
𝑘𝑡 − 1) =[

1− (𝑥+ 1)𝜆0Δ𝑡−
𝑘∑

𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
]
Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)−

𝜆0Δ𝑡𝑐𝑝 + 𝜆𝑘Δ𝑡𝑏𝑘𝑡− [1− (𝜆0 + 𝜆𝑘)Δ𝑡]ℎΔ𝑡+(
𝑥𝜆0 +

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
Δ𝑡Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1), (21)

Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥
∣∣𝑥∗

𝑘𝑡 ⩽ 𝑥 < 𝑥∗
𝑘+1,𝑡 − 1) =[

1− (𝑥+ 1)𝜆0Δ𝑡−
𝑘∑

𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
]
Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)−

(1− 𝜆0Δ𝑡)ℎΔ𝑡− 𝜆0Δ𝑡𝑐𝑝+(
𝑥𝜆0 +

𝑘∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
Δ𝑡Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1), (22)

Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥 ∣𝑥 ⩾ 𝑥∗
𝑚𝑡 ) =[

1− (𝑥+ 1)𝜆0Δ𝑡−
𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
]
Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)−

(1− 𝜆0Δ𝑡)ℎΔ𝑡− 𝜆0Δ𝑡𝑐𝑝+(
𝑥𝜆0 +

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
Δ𝑡Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1). (23)

从式 (20)∼ (23)可以看出:

1)当 0 < 𝑥 < 𝑥∗
2𝑡 − 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥∗

(𝑘−1)𝑡 ⩽ 𝑥 < 𝑥∗
𝑘𝑡 − 1,

⋅ ⋅ ⋅, 𝑥 ⩾ 𝑥∗
𝑛𝑡时,由假设Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)是𝑥的非增函数可

知, Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥)也是𝑥的非增函数.

2)当𝑥 = 0, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥 = 𝑥∗
𝑘𝑡 − 1, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥 ⩾ 𝑥∗

𝑛𝑡 − 1时,

最优的库存分配策略已给定,即当𝑥 = 𝑥∗
𝑘𝑡 − 1时,第

𝑘 − 1类及以上客户将获得即时服务,第 𝑘类及以下客

户将被拒绝提供即时服务;新增的一个库存将改变库

存分配策略,即新增的一个库存使得𝑥 = 𝑥∗
𝑘𝑡,零售商

将为第 𝑘类客户提供即时服务.期望利润的改变总是

发生在𝑥的临界点上,新增的库存总是可能服务于更

低价值的客户. 因此随着𝑥的增加, 新增库存所服务

的客户范围将增加, 边际期望利润Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥)将降低,

即Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥
∗
(𝑘−1)𝑡 − 1) > Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥

∗
𝑘𝑡 − 1).

3)可以证明Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥
∗
𝑘𝑡 − 1) > Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥

∗
𝑘𝑡).

Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥
∗
𝑘𝑡 − 1)−Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥

∗
𝑘𝑡) =

𝜆𝑘Δ𝑡Δ𝑌 𝑉𝑘𝑡(𝑥
∗
𝑘𝑡) +

[
(𝑥∗

𝑘𝑡 − 1)𝜆0 +

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖

]
Δ𝑡×

[Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥
∗
𝑘𝑡 − 2)−Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥

∗
𝑘𝑡 − 1)]+

[
1− 𝑥∗

𝑘𝑡𝜆0Δ𝑡−
𝑘−1∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡
]
×

[Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥
∗
𝑘𝑡 − 1)−Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥

∗
𝑘𝑡)]. (24)

因为Δ𝑌 𝑉𝑘𝑡(𝑥
∗
𝑘𝑡) ⩾ 0,同时假设Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥)是𝑥

的非增函数,所以Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥
∗
𝑘𝑡 − 1) > Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥

∗
𝑘𝑡).

由式 (1)∼ (3)可知, Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥)为𝑥的非增函数,

𝑉𝑡(𝑥)是𝑥的凹函数 (上凸).

综上,将定理 2作为初始条件,即 𝑡 = 1时, 𝑉1(𝑥)

是𝑥的凹函数成立; 假设 𝑡 − 1时刻, 𝑉𝑡−1(𝑥)是𝑥

的凹函数成立, 从而可证明 𝑡时刻, 𝑉𝑡(𝑥)是𝑥的凹

函数成立. 因此, 存在唯一的𝑥∗
𝑡 , 满足𝑥∗

𝑡 = min{𝑥∣
Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥) ⩽ 0},使得余留期望利润𝑉𝑡(𝑥)最大. 2

定定定理理理 5 给定库存水平𝑥, 余留期望利润𝑉𝑡(𝑥)

是 𝑡的凹函数 (上凸).

证证证明明明 给定库存状态 (𝑡, 𝑥), 可知𝑥必然在某一

个最优库存分配策略的区间内, 可以假设𝑥∗
(𝑘−1)𝑡 ⩽

𝑥 < 𝑥∗
𝑘𝑡. 根据定理 3,零售商将满足 𝑘 − 1类及以上的

高端客户即时服务需求,而拒绝为 𝑘类及以下相对低

端客户提供即时服务. 将式 (3)∼ (5)代入 (7), 考虑商

品的变质,可得库存状态 (𝑡, 𝑥)时的余留期望利润为

𝑉𝑡(𝑥) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡𝑟𝑖 −
𝑚∑
𝑖=𝑘

𝜆𝑖Δ𝑡2𝑏𝑖 +

𝑘−1∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡2ℎ−

(𝑥ℎ+ 𝜆0𝑐)Δ𝑡+ 𝑉𝑡−1(𝑥)−
𝑘−1∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡[𝑉𝑡−1(𝑥)− 𝑉𝑡−1(𝑥− 1)]. (25)

考虑前文对时间 𝑡进行离散化的标示法, 𝑡− 1即

𝑡−Δ𝑡,对式 (25)整理可得

𝑉𝑡(𝑥)− 𝑉𝑡−Δ𝑡(𝑥) =

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡𝑟𝑖 − 𝑥𝜆0Δ𝑡𝑐𝑝−

[
1− 𝜆0Δ𝑡−

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
]
𝑥ℎΔ𝑡−

𝑚∑
𝑖=𝑘

𝜆𝑖Δ𝑡𝑏𝑖𝑡−

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡(𝑥− 1)ℎΔ𝑡−
(
𝑥𝜆0Δ𝑡+

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
)
×

[𝑉𝑡−Δ𝑡(𝑥)− 𝑉𝑡−Δ𝑡(𝑥− 1)]. (26)

于是𝑉𝑡(𝑥)对 𝑡的一阶偏导为

∂𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡
= lim

Δ𝑡→0

𝑉𝑡(𝑥)− 𝑉𝑡−Δ𝑡(𝑥)

Δ𝑡
=

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑟𝑖 − 𝑥𝜆0𝑐𝑝 − 𝑥ℎ−
𝑚∑
𝑖=𝑘

𝜆𝑖𝑏𝑖𝑡−

(
𝑥𝜆0 +

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
[𝑉𝑡(𝑥)− 𝑉𝑡(𝑥− 1)]. (27)

𝑉𝑡(𝑥)对 𝑡的二阶偏导为
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∂2𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡2
= lim

Δ𝑠→0

∂𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡
− ∂𝑉𝑡−Δ𝑠(𝑥)

∂𝑡
Δ𝑠

=

−
𝑚∑
𝑖=𝑘

𝜆𝑖𝑏𝑖 +
(
𝑥𝜆0 +

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
×

[∂𝑉𝑡(𝑥− 1)

∂𝑡
− ∂𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡

]
. (28)

由式 (27)有
∂𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡
− ∂𝑉𝑡(𝑥− 1)

∂𝑡
=

− 𝜆0𝑐𝑝 − ℎ+
[
𝑥𝜆0 +

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖

]
×

[Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥− 2)−Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥− 1)]− 𝜆0Δ𝑋𝑉𝑡(𝑥− 2).

考虑到单位库存持有成本ℎ必须小于其中一类客户

的单位缺货成本 𝑏𝑖, 否则大部分客户将缺货. 根据推

论 1, 𝑡 = 1时最优的库存为𝑥∗
1 = 0, 辅以式 (15)和

(24),经过迭代可得

∂𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡
− ∂𝑉𝑡(𝑥− 1)

∂𝑡
>

𝑚∑
𝑖=𝑘

𝜆𝑖𝑏𝑖

/(
𝑥𝜆0 +

𝑘−1∑
𝑖=1

𝜆𝑖

)
.

因此有
∂2𝑉𝑡(𝑥)

∂𝑡2
< 0, 即余留期望利润𝑉𝑡(𝑥)是 𝑡的凹

函数 (上凸). 2
3.3 期期期初初初情情情况况况

定定定理理理 6 给定订货周期𝑇 和定理 1以及定理 3

的最优库存分配策略𝑌 ∗, 存在着唯一的最优期初库

存水平𝑋(𝑇 ),满足条件

𝑋(𝑇 ) = min{𝑥 ∣Δ𝑋𝑉𝑇 (𝑥) ⩽ 0}. (29)

证明过程可参照定理 4的证明.

根据定理 6, 令𝐺(𝑇 ) = 𝑉𝑇 (𝑋(𝑇 )), 零售商的平

均期望利润Π (𝑋,𝑌 ∗, 𝑇 )可改写为

Π (𝑋(𝑇 ), 𝑌 ∗, 𝑇 ) =
𝐺(𝑇 )−𝐾

𝑇
. (30)

定定定理理理 7 给定定理 1和定理 3的最优库存分配

策略𝑌 ∗,存在唯一最优订货策略 (𝑇 ∗, 𝑄∗)且满足:

1)最优订货周期

𝑇 ∗ =

{
𝑇 ∣ d𝐺(𝑇 )

d𝑇
=

𝐺(𝑇 )−𝐾

𝑇

}
.

2)最优订货量𝑄∗ = 𝑋∗+𝑊 . 其中: 𝑊 为上一周

期未被满足的客户总数, 𝑋∗为最优期初库存水平且

满足𝑋∗ = 𝑋(𝑇 ∗).

证证证明明明 将平均利润函数Π 对𝑇 求一阶偏导数,

有
∂Π

∂𝑇
=

1

𝑇

d𝐺(𝑇 )

d𝑇
− 𝐺(𝑇 )

𝑇 2
+

𝐾

𝑇 2
.

令
∂Π

∂𝑇
= 0,有

d𝐺(𝑇 )

d𝑇
=

𝐺(𝑇 )−𝐾

𝑇
. (31)

取

𝑇 ∗ =
{
𝑇 ∣ d𝐺(𝑇 )

d𝑇
=

𝐺(𝑇 )−𝐾

𝑇

}
.

对Π 求二阶偏导,有
∂2Π

∂𝑇 2
=

1

𝑇

d2𝐺(𝑇 )

d𝑇 2
− 2

𝑇 2

d𝐺(𝑇 )

d𝑇
+ 2

𝐺(𝑇 )−𝐾

𝑇 3
.

(32)

当𝑇 = 𝑇 ∗时, 根据定理 5, 𝐺(𝑇 )是关于𝑇 的凹函数,

即
d2𝐺(𝑇 )

d𝑇 2
< 0,有

∂2Π

∂𝑇 2
=

1

𝑇

d2𝐺(𝑇 )

d𝑇 2
< 0. (33)

于是当𝑇 = 𝑇 ∗时, Π 取最大值.

将𝑇 = 𝑇 ∗代入式 (29), 由定理 6可得零售商最

优期初库存𝑋∗ = 𝑋(𝑇 ∗). 考虑上一周期未被满足的

客户总数𝑊 ,零售商最优订货量𝑄∗ = 𝑋∗ +𝑊 .

综上所述,零售商最优订货策略为 (𝑇 ∗, 𝑄∗). 2
3.4 算算算 法法法

赋初值: 𝑇 = Δ𝑇 .

Step 1: 计算𝑇 周期内的最优库存分配策略𝑌 ∗

和最优的期初库存𝑋(𝑇 ); Δ𝑡 → 0, 𝑛 = 𝑇/Δ𝑡, 𝑀 =
𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖𝑇 + 𝑆,其中𝑆为一较大的正整数, 𝑉0−(𝑥) = 0.

Step 1.1: for 𝑡 = 1 : 𝑛, 𝑉𝑡(0) =

𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡𝑣𝑖𝑡(0) +(
1−

𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡
)
𝑉𝑡−1(0);

Step 1.2: for 𝑥 = 1 : 𝑀 , 𝑉𝑡(𝑥) =

𝑚∑
𝑖=0

𝜆𝑖Δ𝑡𝑣𝑖𝑡(𝑥) +(
1− 𝑥𝜆0Δ𝑡−

𝑚∑
𝑖=1

𝜆𝑖Δ𝑡
)
[𝑉𝑡−1(𝑥)− 𝑥ℎΔ𝑡];

Step 1.3: 确定最优库存分配策略的库存临界控

制点𝑥∗
𝑖𝑡 = min{𝑥 ∣Δ𝑋𝑉𝑡−1(𝑥− 1) < 𝑏𝑖𝑡+ ℎΔ𝑡};

Step 1.4: 确定给定周期𝑇 的最优期初库存𝑋(𝑇 )

= min{𝑥 ∣Δ𝑋𝑉𝑇 (𝑥) ⩽ 0}.

Step 2: 确定最优订货周期𝑇 ∗. 如果
𝐺(𝑇 )−𝐺(𝑇 −Δ𝑇 )

Δ𝑇
>

𝐺(𝑇 )−𝐾

𝑇
,

则𝑇 = 𝑇 +Δ𝑇 ,返回 Step 1;否则停止,令𝑇 ∗ = 𝑇,𝑋∗

= 𝑋(𝑇 ∗).

注 1 如果取Δ𝑇 = Δ𝑡,则算法可以进一步简化.

4 算算算例例例分分分析析析

假设零售商的单位库存持有成本为ℎ = 0.5, 单

位订货成本为 𝑐 = 2. 根据客户的意愿支付价格 𝑝和

缺货成本 𝑏, 客户被分成 2类: 一类客户 (高意愿支付

价格,高缺货成本);二类客户 (低意愿支付价格,低缺

货成本). 𝑝 = (15, 7), 𝑏 = (5, 1.5). 商品生命周期期望

为 1/𝜆0,客户需求到达率为𝜆 = (𝜆1, 𝜆2). 假设需求总

到达率为𝜆1 + 𝜆2 = 10. 设𝛼为第 1类客户的期望需
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求占总期望需求的比重,即𝛼 = 𝜆1/(𝜆1 + 𝜆2)× 100%.

表 1给出了到达率 (𝜆 = (5, 5))和固定订货成本

组合时,对客户进行分类并采用库存分配策略 (RP)以

及对客户不加区分策略 (FCFS)的最优订货周期𝑇 ∗,

最优平均期望利润Π ∗, 最优期初库存𝑋∗, 服务满足

率情况 (其中𝜆0 = 0.1). 图 1给出了商品高变质率 (𝜆0

⩾ 1)下, 𝛼和𝜆0变化时, RP策略相比FCFS策略的平

均利润提高率 (𝑘 = 100).

表 1 最优库存策略和满足率

𝐾 = 100 𝐾 = 200项 目
DSP FCFS 提高率 /% DSP FCFS 提高率 /%

最优订货周期𝑇∗ 5.39 5.17 4.26 7.33 7.15 2.52

最优平均期望利润Π∗ 53.63 52.71 1.75 38.06 36.72 3.65

最优期初库存𝑋∗ 50 50 − 72 74 −
一类客户满足率 /% 69.37 65.85 5.35 68.00 65.52 3.79

二类客户满足率 /% 53.80 65.78 −18.21 52.95 65.48 −19.14

缺货率 /% 38.44 34.20 12.40 39.55 34.51 14.60

货损率 /% 27.59 25.36 8.79 34.27 32.58 5.19
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图 1 平均期望利润提高率

经过对比分析,由表 1和图 1可以发现,在随机需

求和随机生命周期环境下: 1)由于RP策略通过对客

户进行区分, 采用库存分配策略提高了一类客户 (高

端)的服务水平, 从而有效地提高了零售商的平均利

润. 如在𝜆0 = 0.1, 𝜆 = (5, 5)时, 提高了 1.75% (𝐾 =

100)和 3.65% (𝐾 = 200). 2) RP策略延长了订货周期,

一方面节省了固定订货成本,另一方面减少了期初库

存, 从而减少了库存折损损失. 当𝐾增大时, 利润提

高更为明显. 3)对客户区分力度越大, DSP策略的效

果越明显. 4) 商品期望生命周期越短, 变质率越高,

即𝜆0越大时提高效应减弱. 5) 尽管RP策略能显著

提高一类客户的服务水平以及零售商利润, 但是在

随机环境下,零售商不能事先预见商品是否会损坏、

变质, 一类客户是否会到来, 什么时候到来. 当零售

商拒绝为二类客户提供即时服务,保留库存为将来可

能到来的一类客户提供服务时,可能承担商品损坏、

变质的损失, 因而总体的服务水平和缺货率并没有

比FCFS策略有明显的改善.

5 结结结 论论论

本文研究了需求和商品生命周期均为随机的零

售商最优库存策略问题,提出了按照客户意愿支付价

格和缺货成本对客户需求进行分类,在不同类型的客

户之间进行库存分配的销售策略 (RP策略).通过构建

动态规划模型, 求解出零售商最优库存策略,包括补

货策略和动态库存分配策略. RP策略简单可行,零售

商只需在客户到达时观察现有库存情况便能作出是

否给予即时服务的销售决策,能显著提升零售商的利

润,减少商品损坏的损失.

需要指出的是, 本文构建的模型为 backorder模

型, 未考虑缺货损失情况, 且不能有效地提升总体服

务水平. 因此,如何在需求和商品生命周期均为随机

的环境下,构建考虑缺货损失的库存模型和给出提升

总体服务水平的库存策略将是今后值得研究的方向

之一.
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