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摘 要: 研究领航者-跟随者结构多智能体系统的可控性问题.利用松弛的等价分化刻画了系统可控性与信息拓扑结

构之间的关系,为系统可控性提供了基于图论的判别方法. 基于置换群理论将对称的概念推广到多领航者系统,并证

明了 3种图论工具 (对称性、等价分化和松弛的等价分化)之间的包含关系.仿真结果验证了所提出方法的有效性.
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Abstract：：：The paper studies the controllability problem for multi-agent systems with leader-follower structure. The

relationship between system controllability and communication topology is characterized based on graph theory. A graph

theoretic criterion for controllability is provided. The concept of symmetry is extended to multi-leaders systems through

permutation group theory, it is proved that both topology symmetry and equitable partition are two special cases of relaxed

equitable partitions. Simulation results show effectiveness of proposed method.
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1 引引引 言言言

网络化系统通常由一些具有一定敏感、计算、通

信和执行能力的智能体以及它们之间的通信关系组

成. 这些智能体只是一个抽象,它们可以是移动机器

人、智能敏感器节点、无人飞行器、水下潜艇、航天器

或卫星等. 由于其应用的广泛性和性能的优越性,多

智能体系统的协作控制问题得到了众多研究者的广

泛关注[1-8], 而一致性算法则是其中较为活跃的一个

研究方向[4-8]. 在一致性算法中,系统中的个体在没有

外界控制指令干预的情况下,利用其邻居的相对信息

制定决策,整个系统通过局部信息交互使系统的状态

向量达到一致.

施加外界控制的一致性算法最早由Tanner[9]于

2004年提出, 通过引入一种领航者-跟随者结构将外

界控制指令引入系统,其中领航者只受系统外部控制

指令约束,跟随者仍遵循原协同控制律.实际上,领航

者的运动轨迹可以作为由所有跟随者组成的系统的

外部控制输入. 本文将研究这种具有领航者-跟随者

结构的多智能体系统的可控性问题,即是否存在恰当

的外部控制输入,能够在有限时间内将跟随者组成的

系统从任意的初始状态转移到任意的期望状态. 一致

性算法的可控性问题自提出以来便受到了众多学者

的广泛关注, 并出现了大量的研究成果.这些成果主

要包括: 具有固定信息拓扑的系统的可控性[9-17], 具

有切换信息拓扑的系统的可控性[18-19],时滞系统的可

控性[20]和加权的一致性算法的可控性[21]等.

系统的可控性与信息拓扑密切相关, 研究信息

拓扑对可控性的影响,不仅可以为信息拓扑结构的设

计提供指导原则,而且有助于对加权方式的研究,因

此对可控性进行一些图论的刻画是非常必要的.关于

这方面的研究可参见文献 [9-10, 12-13, 15-17, 22].其

中: [9]针对系统连通程度和系统规模对可控性的影
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响进行了讨论, [16]则研究了领航者的选取对可控性

的影响. Rahmani等人[10,13]基于对合变换定义了系统

的对称性,并以此为工具对单领航者系统的可控性进

行研究. 由于基于对合变换定义的对称性并不全面,

[17]定义了更为一般的对称性. 对于多领航者的系统,

[12]利用等价分化对可控性进行了图论刻画. 针对具

有对称性的单领航者系统, [22]利用松弛的等价分化

这一图论工具, 研究了与可控性相关的几个问题,即

可控性分解、利用商图导出的系统模拟原系统行为以

及通过加权实现系统可控性. 然而,对称性并不是松

弛等价分化存在的必要条件,松弛的等价分化这一工

具完全可应用于更为一般的系统.

本文的工作主要包括两部分: 首先,利用松弛的

等价分化研究了信息拓扑对可控性的影响. 与文献

[22]的工作的不同之处在于,本文研究的是更为一般

的系统,而不仅仅局限于具有对称性的单领航者系统,

本文的结论也说明了文献 [22]的部分结论在某些情

况下并不成立. 其次,利用置换群理论对单领航者系

统的对称性进行等价刻画,并将对称性的概念推广到

多领航者的情形,从而为系统可控性研究提供了新的

视角.

本文针对目前可控性研究中使用的 3种图论工

具 (对称性、等价分化和松弛的等价分化), 证明了三

者之间的包含关系, 从而说明了三者的适用范围是

依次扩大的. 因此, 本文的定理 1是文献 [17]中的

Proposition 5.8和Theorem 7.15的拓展.

文中用到的代数图论和置换群理论的相关知识

可分别参见文献 [23-25].

2 图图图和和和图图图的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

一个无向图Γ由顶点集𝑉 (Γ )和边集𝐸(Γ ) ⊂
𝑉 (Γ )×𝑉 (Γ )组成. 若图Γ为具有𝑛个顶点的有限图,

则可以将𝑉 (Γ )和𝐸(Γ )分别表示为𝑉 (Γ ) = {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛}, 𝐸(Γ ) = {(𝑖, 𝑗)∣𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 (Γ )}. 没有环及多重边

的图称为简单图,本文只研究简单图. 顶点 𝑖的邻集定

义为𝑁(𝑖)={𝑗∈𝑉 (Γ )∣(𝑖, 𝑗)∈𝐸(Γ )}. 如果图Γ中任 2

个不同的顶点 𝑖, 𝑗间都存在 1条道路, 则称图Γ是连

通的. 图的邻接矩阵𝐴(Γ )= [𝑎𝑖𝑗 ]定义为 𝑎𝑖𝑗 =1, 𝑖 ∕= 𝑗,

当且仅当 (𝑖, 𝑗)∈ 𝑉 (Γ ), 𝑎𝑖𝑖 =0. 图的拉普拉斯矩阵为

𝐿(Γ )=[𝑙𝑖𝑗 ],其中 𝑙𝑖𝑖=
∑
𝑗 ∕=𝑖

𝑙𝑖𝑗 , 𝑙𝑖𝑗=−𝑎𝑖𝑗 .

将智能体视为顶点, 智能体间的通信 (或敏感关

系)视为边, 则整个系统的通信关系可用一个图Γ描

述, 称Γ为系统的信息拓扑.若智能体之间的通信是

双向的,则用无向图表示; 否则,视为有向图. 若系统

的信息拓扑不随时间变化,即智能体之间的边不会随

时间的变化增加或减少, 则称为固定拓扑.本文研究

的都是固定拓扑.

3 问问问题题题描描描述述述

设多智能体系统为

Ξ :

⎧⎨⎩
𝒙̇𝑖 = 𝒖𝑖,

𝒖𝑖 =
∑

𝑗∈𝑁(𝑖)

(𝒙𝑗 − 𝒙𝑖). (1)

其中: 𝒙𝑖 ∈𝑹𝑚为第 𝑖个智能体的状态向量, 𝑢𝑖 ∈𝑹𝑚

为第 𝑖个智能体的控制输入. 设𝒙=[𝒙1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝒙𝑛 ]
T,则

系统 (1)可表示为 𝒙̇=−𝐿𝒙, 其中𝐿为系统的拉普拉

斯阵.

注注注 1 𝒙𝑖是任意有限维的, 本文只考虑一维的

情况. 多维的情况可以用克罗尔内积表示,本文的结

论对多维情况仍然成立.

在系统 (1)中, 个体利用相邻智能体的相对信息

生成自身的控制指令,整个系统在不受控制站干预的

情况下,通过局部信息交互使系统状态向量达到一致.

下面考虑通过引入领航者-跟随者结构, 将外界

控制指令引入到系统中. 设系统中有𝑁个领航者和𝑛

个跟随者, 其中领航者只受控制站的控制,而跟随者

仍遵循式 (1)中的协同控制律.

根据领航者与跟随者的分化,将系统拉普拉斯矩

阵𝐿写成如下分块矩阵的形式:

𝐿 =

[
𝐿𝑓 𝐿𝑓,𝑙

𝐿𝑙,𝑓 𝐿𝑙

]
. (2)

引入领航者-跟随者结构的多智能体系统可表示

为

Ξ :

{
𝒙̇𝑓 = −𝐿𝑓𝒙𝑓 − 𝐿𝑓,𝑙𝒙𝑙,

𝒙̇𝑙 = 𝒖.
(3)

其中𝒖为外界控制指令. 由式 (3), 𝒙𝑙相当于所有跟随

者组成的系统的外界控制指令. 本文所要研究的问题

是领航者能否将跟随者从任意的初始状态转移到任

意的期望状态,即系统

𝒙̇𝑓 = −𝐿𝑓𝒙𝑓 − 𝐿𝑓,𝑙𝒙𝑙 (4)

的可控性问题.

注注注 2 可控性与顶点的标记顺序无关.为描述简

便,总是将跟随者从 1到𝑛进行标记,而领航者标记在

后 (改变顶点的标记顺序相当于交换矩阵𝐿𝑓和𝐿𝑓,𝑙

的相应的行和列).

分别用𝐴,𝐵,𝒙和𝒖表示−𝐿𝑓 ,−𝐿𝑓,𝑙,𝒙𝑓和𝒙𝑙, 则

式 (4)可表示为

𝒙̇ = 𝐴𝒙+𝐵𝒖. (5)

4 可可可控控控性性性分分分析析析

下面利用图的松弛等价分化来分析系统的可控

性与信息拓扑之间的关系.

定定定义义义 1 [23] 图Γ的 𝑟-分化Π , 就是将图的顶点
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集𝑉 (Γ )分成 𝑟个胞腔 𝒞1, 𝒞2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒞𝑟, 满足𝑉 (Γ ) = 𝒞1∪ 𝒞2
∪ ⋅ ⋅ ⋅∪ 𝒞𝑟, 𝒞𝑖

∩ 𝒞𝑗 =∅(𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟}, 𝑖 ∕= 𝑗).

如果 𝒞𝑖中的每个点在 𝒞𝑗中有相同个数的邻接点 (∀𝑖, 𝑗
∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟}),则称Π 为Γ的等价分化.

定定定义义义 2 [22] 设Π为Γ的等价分化, 如果 𝒞𝑖中的
每个点在 𝒞𝑗中有相同个数的邻接点 (∀𝑖, 𝑗∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑟}, 𝑖 ∕=𝑗),则称Π 为Γ的松弛的等价分化.

若 𝒞𝑖中的点与 𝒞𝑗中的点相邻接, 则称 𝒞𝑖与 𝒞𝑗邻
接.

由上述定义可知, 等价分化必是松弛的等价分

化. 显然任意一个图都存在松弛的等价分化,令每个

胞腔只含一个顶点,或所有的顶点都属于同一个胞腔,

则都构成松弛的等价分化,称这两种分化为平凡的.

对于具有领航者-跟随者结构的系统, 设系统中

共有𝑁个领航者 𝑙1, 𝑙2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑁和𝑛个跟随者, 所有跟

随者以及跟随者之间的连接关系做成的图记为Γ𝑓 .

定义Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 = Π𝑓

∪ 𝒞𝑠+1

∪ 𝒞𝑠+2

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪ 𝒞𝑠+𝑁 . 其

中: Π𝑓为Γ𝑓的松弛等价分化, 𝒞𝑠+1= {𝑙1}, 𝒞𝑠+2= {𝑙2},
⋅ ⋅ ⋅ , 𝒞𝑠+𝑁 ={𝑙𝑁}. 即在分化Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅,𝑙𝑁中, 𝑁个领航者

各自独占一个胞腔. 进一步, 令Π𝑀
𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 = Π𝑀

𝑓

∪
𝒞𝑠+1

∪ 𝒞𝑠+2

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪ 𝒞𝑠+𝑁为Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 中胞腔个数最

少的分化, 称为Γ的稳定领航者的极大松弛等价分

化.

例例例 1 对于图 1所示拓扑结构,其分化是该图的

等价分化,从而也是松弛的等价分化. 令 𝒞1= {1, 2, 3,
4, 5, 6}, 𝒞2= {7, 8, 9}, 𝒞3= {10},则此种分化是该图的

松弛的等价分化,而不是等价分化. 若取顶点 10为领

航者,则 𝒞1, 𝒞2, 𝒞3也是图 1的一个稳定领航者 10的极

大松弛等价分化.
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1

图 1 等价分化

定定定理理理 1 若系统 (5)的信息拓扑Γ存在非平凡

的松弛的等价分化Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 ,则系统 (5)不可控.

证证证明明明 设Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 含有 𝑠+𝑁个胞腔.若 ∣𝒞𝑖∣ =
𝑟𝑖,即胞腔 𝒞𝑖中含有 𝑟𝑖个顶点,则对 𝒞𝑖中的点用 𝑟𝑖个

连续数字进行标记. 为描述简便, 本文只对 2个领航

者的情况进行证明,多于 2个领航者的情况可以类似

证明.

设 𝑙1与𝑚个胞腔 𝒞𝑝1 , 𝒞𝑝2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒞𝑝𝑚相邻接, 𝑙2与 𝑡

个胞腔 𝒞𝑞1 , 𝒞𝑞2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒞𝑞𝑡相邻接,按图Γ的胞腔分化形

式对矩阵𝐴和𝐵进行分块

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴11 𝐴12 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴1𝑠

𝐴21 𝐴22 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴2𝑠

...
...

. . .
...

𝐴𝑠1 𝐴𝑠2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐴𝑠𝑠

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 = [𝛽1 𝛽2 ].

其中: 𝐴𝑖,𝑗为 𝑟𝑖×𝑟𝑗阶矩阵, 𝑖, 𝑗∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠};而

𝛽1 = [ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸𝑝1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸𝑝2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸𝑝𝑚 ⋅ ⋅ ⋅ ]T,
𝛽2 = [ ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸𝑞1 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸𝑞2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝐸𝑞𝑡 ⋅ ⋅ ⋅ ]T.

𝐸𝑝𝑖 =[ 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1 ]T为 𝑟𝑝𝑖维列向量, 𝐸𝑞𝑖 =[ 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1 ]T

为 𝑟𝑞𝑖维列向量, 𝑝𝑖(𝑞𝑖)∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}, 𝛽1(𝛽2)中元素除
𝐸𝑝𝑖(𝐸𝑞𝑖)外都是零元素.

由松弛等价分化的定义, 𝐴𝑖,𝑗的每行元素之和相

等. 由计算可知,可控性判别矩阵𝐶中同一胞腔中的

点对应的行向量相等, 故𝐶的秩⩽ 𝑠.又因Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁
是非平凡的,所以秩 (𝐶)<𝑛,系统不可控. 2

注注注 3 文献 [22]研究的是关于单个领航者对称

的系统.本文将证明关于单个领航者对称并不是非平

凡松弛等价分化存在的必要条件,而只是松弛等价分

化的一种特殊情况. 定理 1的结论对一般的具有非平

凡松弛等价分化的多个领航者的系统均成立.

为什么具有非平凡的松弛等价分化Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁
的系统 (5)是不可控的呢? 由定理 1证明过程中的可

控性判别矩阵𝐶的形式不难得到: 在初始条件相同的

情况下,属于Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 的同一胞腔中的点具有相同

的运动轨迹,因此领航者无法将同一胞腔中的跟随者

区分开, 从而无法将它们控制到不同的目标位置,这

便导致了系统的不可控性. 从这个意义上看,属于同

一胞腔中的点的地位是等同的.

由此,可以在系统设计的初始阶段避免出现地位

等同的现象,保证系统的可控性. 然而,对于不可控的

系统,可通过破坏等同性实现可控性. 具体讲有两种

方法: 一是通过改变信息拓扑破坏等同性,二是对地

位等同的点赋以相异的权值来破坏等同性.

例例例 2 在图 2所示信息拓扑中,若取 1为领航者,

则顶点 2与顶点 6地位等同, 顶点 3与顶点 5地位等

同,由定理 1可知系统不可控.这里可取消顶点 1与 6

之间的通信,这时整个信息拓扑中便不再存在地位等

同的点,通过计算可控性判别矩阵𝐶可得系统可控.

例例例 3 在图 3所示的星型拓扑中,若取 4为领航

者, 则顶点 1, 顶点 2和顶点 3地位等同,系统不可控.

这时, 若对 1, 2, 3与领航者 4之间的信道分别赋以权

值 1, 2, 3, 则破坏了顶点 1, 2, 3之间的等同性, 系统变

成可控, 于是可通过设计领航者 4的轨迹, 在任意有
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限时间内将 3个跟随者从任意的初始位置引导到任

意指定的期望位置.

6

5 4

3

21 4

2 31

! "#$%&'2 ! (#&'3

图 4给出了 3个跟随者的运动轨迹. 3个跟随者

从任意初始位置 (用 ∙表示)被控制到指定的期望位

置 (用 ∗表示),形成圆形编队构型.

*
*

*

-2 0 2 4 6 8

-4

0

4

8

12

x /m

y
/m

图 4 跟随者 1, 2和 3的运动轨迹

推推推论论论 1 具有多领航者的系统 (5)可控的必要

条件是系统信息拓扑Γ的极大松弛等价分化

Π𝑀
𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 是平凡的,即 ∣𝒞𝑖∣ = 1, ∀𝑖∈{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠}.

由推论 1可知, 系统 (5)可控的前提是对于任意

两个跟随者,至少存在一个领航者能将它们区分开.

例例例 4 在图 2所示的信息拓扑中, 选取 1和 2为

领航者, 1无法识别 3和 5, 2无法识别 4和 6, 但整个

系统是可控的. 因为, 对于 2而言, 3和 5的地位是不

等同的;对于 1而言, 4和 6的地位是不等同的.

注注注 4 推论 1只是系统 (5)可控的必要条件, 并

非充分条件.

例例例 5 图 5所示的拓扑结构不存在非平凡的松

弛等价分化, 但如果选取顶点 1为领航者, 则以该拓

扑为信息拓扑的系统是不可控的. 此例子也说明了文

献 [22]关于可控性的充要条件Theorem 3不成立.

1 2

7

3 4 5 6

图 5 不存在非平凡松弛等价分化但不可控的系统信息拓扑

文献 [9] (Proposition V.1)指出, 一个完全图是不

可控的. 事实上,对于刻画不可控性,有比完全图更弱

的条件.

推推推论论论 2 若系统 (5)中的每一个领航者均与所

有的跟随者相邻接 (跟随者的个数大于 1), 则不论跟

随者之间的连接情况如何,系统 (5)总是不可控的.

推推推论论论 3 设Π𝑀
𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 =Π𝑀

𝑓

∪ {𝑙1}
∪ {𝑙2}

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪ {𝑙𝑁}为系统 (5)的信息拓扑Γ的极大松弛等价分

化,若Π𝑀
𝑓 中含有 𝑠个胞腔,则系统 (5)的可控子空间

的维数 𝑑⩽𝑠.
例例例 6 对于图 6所示的信息拓扑,取顶点 9为领

航者, 𝒞1={1}, 𝒞2={2}, 𝒞3={3}, 𝒞4={4}, 𝒞5={5}, 𝒞6
= {6}, 𝒞7 = {7, 8}, 𝒞8 = {9}是该信息拓扑的稳定领航
者的一个极大松弛等价分化,而系统可控子空间的维

数为 6.

9

8

7
6

5

4 3 2 1

图 6 可控子空间的维数小于Π𝑴
𝒇 的胞腔个数

注注注 5 推论 3指出,运动轨迹相同并不是造成系

统不可控的唯一原因.同时,图 6所示的拓扑是关于领

航者 9对称的, 由此说明文献 [22]中的Corollary 1并

不成立.

推推推论论论 4 设系统 (5)中只有一个领航者, 若系

统信息拓扑Γ具有链状的极大松弛等价分化Π𝑀
𝑙 =

Π𝑀
𝑓

∪ {𝑙}, 其中Π𝑀
𝑓 含有 𝑠个胞腔, 且领航者位于链

的端点处,则系统 (5)的可控子空间的维数 𝑑=𝑠.

注注注 6 只需按定理 1中的方式对矩阵𝐴和矩阵

𝐵进行分块,然后通过计算可控性判别矩阵𝐶便可证

明推论 4成立.

5 对对对称称称性性性、、、等等等价价价分分分化化化与与与松松松弛弛弛的的的等等等价价价分分分化化化的的的

关关关系系系

目前关于可控性的图论结果分别利用对称性[13]

(单领航者)、等价分化[12] (多领航者)以及松弛的等价

分化进行刻画,那么三者之间有什么关系呢?本文利

用置换群理论将对称性推广到多领航者系统,并证明

关于领航者对称的系统必定存在稳定领航者的非平

凡等价分化,从而得到三者之间的包含关系.

定定定义义义 3 设𝜓为Γ的顶点集𝑉 (Γ )上的置换, 𝜓(𝑖)

= 𝑗表示𝜓将顶点 𝑖映为顶点 𝑗, 若 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸 (Γ ) ⇔
(𝜓(𝑖), 𝜓(𝑗))∈𝐸(Γ ),即置换𝜓保持各顶点之间的邻接

关系不变,则称𝜓为图Γ的自同构映射. Γ的所有自

同构映射构成Γ的自同构群𝐺.

恒等置换,即保持每个顶点不变的置换,称为自

同构群的单位元.

设𝜓为图Γ的顶点集𝑉 (Γ )上的置换, 𝜓对应的

置换阵为

[Ψ ]𝑖,𝑗 =

{
1, 𝜓(𝑖) = 𝑗;

0, 𝜓(𝑖) ∕= 𝑗.
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显然,恒等置换对应单位矩阵.

命命命题题题 1 [24] 设𝐴(Γ )是图Γ的邻接矩阵, 𝜋是顶

点集𝑉 (Γ )上的一个置换, 则𝜋是图Γ的一个自同构

映射当且仅当𝑃𝐴(Γ )=𝐴(Γ )𝑃 ,其中𝑃 是𝜋对应的置

换阵.

定定定义义义 4 若图Γ的自同构映射𝜓满足𝜓(𝑖) = 𝑖,

则称𝜓稳定顶点 𝑖,所有稳定顶点 𝑖的自同构映射构成

顶点 𝑖的点稳定子群,记为𝐺𝑖.

𝐺𝑖中元素既保持每个顶点间的邻接关系不变,

又固定顶点 𝑖不动.记𝐺𝑖>1表示𝐺𝑖中含有非单位元.

下面利用置换群理论对系统的对称性进行等价

刻画,并将对称性推广到多领航者系统.

定定定义义义 5 [17] 设系统 (5)中只有一个领航者 𝛽, 若

∃𝑛×𝑛阶非单位置换矩阵Ψ使得Ψ(−𝐿𝑓 )=(−𝐿𝑓 )Ψ ,

则称系统关于𝛽对称.

命命命题题题 2 系统 (5)关于领航者 𝛽对称当且仅当 𝛽

的点稳定子群𝐺𝛽>1.

证证证明明明 设系统中有𝑛个跟随者和一个领航者 𝛽,

所有跟随者从 1到𝑛进行标记,领航者的标号为𝑛+1.

根据跟随者与领航者的分化,将图Γ的邻接矩阵和拉

普拉斯矩阵写成如下分块矩阵的形式:

𝐴(Γ ) =

[
𝐴𝑓 𝛿𝑛+1

𝛿T𝑛+1 0

]
,

𝐿(Γ ) =

[
𝐿𝑓 −𝛿𝑛+1

−𝛿T𝑛+1 𝑑𝑛+1

]
.

其中: 𝐴𝑓为所有跟随者构成的子图Γ𝑓的邻接矩阵;

𝛿𝑛+1为𝑛维列向量,表示领航者 𝛽与跟随者之间的邻

接情况,即

𝛿𝑛+1(𝑖) =

{
1, (𝑖, 𝑛+ 1) ∈ 𝐸(Γ );

0, (𝑖, 𝑛+ 1)∈𝐸(Γ ).

1)充分性. 设系统 (5)关于领航者 𝛽对称, 则 ∃𝑛
×𝑛阶非单位置换矩阵Ψ𝑓使得Ψ𝑓 (−𝐿𝑓 )= (−𝐿𝑓 )Ψ𝑓 ,

由Proposition 5.13[17]得

Ψ𝑓𝐴𝑓 = 𝐴𝑓Ψ𝑓 , Ψ𝑓𝛿𝑛+1 = 𝛿𝑛+1. (6)

由ΨT
𝑓 =Ψ−1

𝑓 得

𝛿𝑛+1
TΨ𝑓 = (𝛿𝑛+1

TΨ𝑓
T)Ψ𝑓 = 𝛿𝑛+1

T. (7)

设Ψ=

[
Ψ𝑓 0
0 1

]
,则由式 (6)和 (7)得

Ψ𝐴(Γ ) = 𝐴(Γ )Ψ .

由命题 1得Ψ ∈𝐺𝛽 ,即 𝛽的点稳定子群𝐺𝛽>1.

2)必要性. 设𝛽的点稳定子群𝐺𝛽 > 1,则存在非

单位置换阵Ψ =

[
Ψ𝑓 0
0 1

]
,使得Ψ𝐴(Γ )=𝐴(Γ )Ψ ,因

为Ψ𝐷(Γ ) =𝐷(Γ )Ψ , 所以Ψ𝐿(Γ ) = 𝐿(Γ )Ψ . 由此得

Ψ𝑓 (−𝐿𝑓 )=(−𝐿𝑓 )Ψ𝑓 ,即系统 (5)关于 𝛽对称. 2

在图Γ的自同构群𝐺中, 保持所有领航者不动

的元素的集合记为𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁 . 这里用𝐺𝑙1∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁 >1表示𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁含有

非单位元. 对于多领航者的系统,对称性定义如下:

定定定义义义 6 设系统 (5)中有𝑁个领航者 𝑙1, 𝑙2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑙𝑁 ,若𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁 >1,则称系统 (5)关于 𝑙1,

𝑙2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑁对称.

为证明对称性是一种等价分化,下面引入轨道与

轨道分化的定义.

定定定义义义 7 设𝐻是图Γ的自同构群𝐺的任一子

群,则称集合 {𝑗𝐻}={𝜓(𝑗)∣𝜓∈𝐻, 𝑗∈𝑉 (Γ )}为𝐻在Γ

上产生的轨道.

所有 {𝑗𝐻} (𝑗=1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛+𝑁 )称为𝐻在Γ上产

生的轨道分化.

设𝐻在Γ上产生的轨道分别为Δ1,Δ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝑘,

则Δ1

∪
Δ2

∪ ⋅ ⋅ ⋅∪Δk = 𝑉 (Γ )且Δ𝑖

∩
Δ𝑗 = ∅, 𝑖 ∕= 𝑗,

每个顶点属于且仅属于一个轨道.

例例例 7 图 1中所示的信息拓扑中, 顶点 10的点

稳定子群𝐺10产生的轨道分别为Δ1 = {1, 2, 3, 4},Δ2

={5, 6},Δ3={7, 8},Δ4={9},Δ5={10}.

实际上, 轨道分化是将系统中的个体进行了分

类, 位于同一轨道中的点在整个信息拓扑结构中的

地位是等同的, 将它们进行互换,并不会改变原拓扑

结构. 例如,将图 1中的 7和 8两个顶点进行互换,并

将 1和 3 (或 4)进行互换, 2和 3 (或 4)进行互换, 那么

如果不考虑顶点的标号,则得到的新拓扑结构与原来

的拓扑结构是同一个.

命命命题题题 3 图Γ的自同构群𝐺的任一子群𝐻在Γ

上产生的轨道分化是Γ的等价分化.

注注注 7 对于任意𝜎 ∈𝐻, (𝑖, 𝑗) ∈𝐸(Γ )⇔ (𝑖, 𝑗)𝜎 ∈
𝐸(Γ ). 由轨道的定义便可证明命题 3成立.

轨道分化是等价分化的一种特殊形式,一个轨道

就是构成分化的一个胞腔,而构成分化的胞腔并不一

定是轨道.

因为𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁 是保持所有领航者不

动的自同构映射的集合, 所以𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁

在Γ上产生的轨道分化为Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 , 于是有下面的

命题成立:

命命命题题题 4 对于具有𝑁个领航者 𝑙1, 𝑙2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑙𝑁的
系统 (5),若𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁 >1,则系统 (5)的信

息拓扑Γ必存在非平凡松弛等价分化Π𝑙1,𝑙2,⋅⋅⋅ ,𝑙𝑁 .

𝐺𝑙1

∩
𝐺𝑙2

∩ ⋅ ⋅ ⋅∩𝐺𝑙𝑁 在信息拓扑Γ上产生的轨

道分化,本质上是将系统中的个体根据对称性进行了

分类,一个轨道就是由关于领航者对称的点组成的集

合.
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注注注 8 命题 4只是一个充分条件而非充要条件.

当领航者的点稳定子群只含恒等置换时,也可能存在

非平凡的松弛的等价分化. 这说明对称性并不是产生

松弛等价分化的唯一途径.

例例例 8 在图 7中选取顶点 7为领航者, 则顶点 7

的点稳定子群只含单位元, 即恒等置换,但图中虚线

所示分化是非平凡的松弛的等价分化.

7

6

5

4

3

2

1

图 7 具有非平凡松弛等价分化的平凡拓扑

综上所述,关于领航者对称的系统必然存在非平

凡的松弛等价分化, 而松弛的等价分化却不一定是

由对称性和等价分化产生的. 能够利用文献 [17]中的

Proposition 5.8和Theorem 7.15进行可控性判断的系

统, 一定可以利用本文的定理 1进行判断; 反之则不

一定成立. 从这个意义上讲, 本文的定理 1适用于一

类范围更广的系统,是对文献 [17]中Proposition 5.8和

Theorem 7.15的拓展.

6 结结结 论论论

本文利用松弛的等价分化刻画了一类由于地位

等同造成的不可控系统.通过引入置换群理论将对称

性的概念推广到多领航者的情形,并证明了利用松弛

的等价分化所能刻画的系统范围包含了利用对称性

和等价分化进行刻画的系统.文中关于可控性的图论

刻画结果,给出了一种基于图论的判断系统可控性的

简单方法,同时提出了通过破坏地位等同性实现系统

可控性的方法,从而为系统设计提供了指导原则.
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