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摘 要: 将Copula理论引入分布估计算法的研究中,并在估计概率模型时分两个步骤进行: 1)估计各变量的边缘分

布函数; 2)构造经验Copula函数或正态Copula函数. 根据Copula函数和各边缘分布进行采样,在简化估计模型运算

复杂度的同时,充分反映了变量之间的关系.仿真实验验证了该算法的可行性和有效性.
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Abstract: Copula theory is introduced into estimation of distribution algorithms(EDA). This algorithm estimates the

probability model of selected population in two steps: the first is to estimate the margins of each variable, the second is

to construct a empirical copula or a Gaussian Copula. The new population is sampled from the copula and the margins. Thus

the computational cost is simplified, which shows the full dependencies of the variables. The experimental results show the

feasibility and effectiveness of the proposed algorithm.
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1 引引引 言言言

分布估计算法已经成为目前智能计算领域的研

究热点[1-3]. 理论上已经证明, 对于种群规模无穷大

的分布估计算法, 如果概率模型能够精确反映选择

后群体的分布, 则在采用比例选择、截断选择、两个

体锦标赛选择这 3种选择算子的情况下, 分布估计

算法是全局收敛的[4]. 事实上, 种群规模无穷大以

及精确反映群体分布都难以实现. 目前的分布估计

算法不同于最初提出的一些分布估计算法[5-6], 多数

考虑了优化问题中变量之间的非线性关系[7-8]. 如

EMNA[1]用样本的协方差阵估计变量之间的关系,对

下一代进行采样. 众所周知, 相关系数反映的只是

变量之间的线性相关性, 而对于一些相互之间有明

显非线性关系的变量, 其相关系数却为 0. 如随机变

量𝑋 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑌 = 𝑋2,显然𝑋与𝑌 之间存在着很

强的相关关系,但其相关系数 𝜌(𝑋,𝑌 ) = 0. 因此, 采

用联合正态分布也不能准确反映群体的分布.

在统计学及经济学领域,存在着对大量数据的分

布模型进行精确估计以及由此采样的问题. Sklar定

理的提出, 将多变量联合分布的估计简化为各变量

边缘分布的估计与Copula函数的确定两部分. 显然

单变量分布模型的估计比多变量联合分布的估计

要简单的多.正因如此, Copula理论成为目前的一个

研究热点. 在分布估计算法中同样存在着对优势群

体分布情况的估计和根据估计的模型进行采样的问

题, 这两个问题也是目前分布估计算法研究的重点.

将Copula理论用于分布估计算法将会使算法大大简

化, 而且能够更精确地估计优势群体的分布模型, 从

而使算法能够更快地收敛于最优解. 目前已有一些研

究将二元Copula函数用于分布估计算法[9].
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2 Copula理理理论论论简简简介介介
下面对Copula函数的定义和 Sklar定理进行简

单的介绍。

定定定义义义 1 𝑛维Copula函数 (或称为𝑛-Copula)[10]

是一个函数𝐶,具有如下性质:

1)定义域为 [0,1]𝑛,值域为 [0,1];

2)对于任意 𝑡 = (𝑡1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑛) ∈ [0, 1]𝑛, 若至少有

一个 𝑡𝑘 = 0,则𝐶(𝑡) = 0;

3)对于定义域中的任意真子集𝐵 = [𝑎1, 𝑏1]× [𝑎2,

𝑏2]× ⋅ ⋅ ⋅ × [𝑎𝑛, 𝑏𝑛],有∑
𝜀1,⋅⋅⋅ ,𝜀𝑛∈{0,1}

(−1)𝜀1+...+𝜀𝑛𝐶(𝜀1𝑎1 +

(1− 𝜀1)𝑏1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜀𝑛𝑎𝑛 + (1− 𝜀𝑛)𝑏𝑛) ⩾ 0; (1)

4)对于任意𝑢 ∈ [0, 1], 𝐶的边缘函数𝐶𝑘满足

𝐶𝑘(𝑢) = 𝐶(1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1, 𝑢, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1) = 𝑢. (2)

定理 1 (Sklar定理) 令𝐻是𝐷维联合分布函数,

其边缘分布为𝐹1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝐷, 一定存在一个𝐷-Copula

函数𝐶,对于任意向量𝒙 = (𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷) ∈ 𝑅𝐷,有

𝐻(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷) = 𝐶(𝐹1(𝑥1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝐷(𝑥𝐷)). (3)

如果𝐹1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝐷都是连续的, 则𝐶是唯一的; 否则𝐶

在Ran𝐹1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Ran𝐹𝐷上是唯一的. 相反, 如果𝐶

是一个𝐷-Copula且𝐹1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹𝐷是边缘分布函数, 则

由式 (3)确定的函数𝐻是边缘分布为𝐹1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐹𝐷的

𝐷维联合分布函数.

根据 Sklar定理, 随机向量的联合分布可分解成

各随机变量的一维边缘分布,并通过一个Copula函数

将它们连接起来. 对于难于估计的联合分布模型,可

简化为一维边缘分布模型的估计以及Copula函数的

产生.

概率模型估计完成之后, 需要做的工作是根据

估计的联合分布进行采样.下面以二元Copula函数为

例,简单介绍根据Copula函数产生服从估计的联合分

布𝐶(𝐹 (𝑥), 𝐺(𝑦))的点 (𝑥, 𝑦)的方法. 设𝑈 = 𝐹 (𝑥), 𝑉

= 𝐺(𝑦),则𝑈 ∈ [0, 1], 𝑉 ∈ [0, 1]. 由 Sklar定理,只需产

生服从联合分布𝐶的随机向量 (𝑈, 𝑉 ) ∈ [0, 1]2的一组

观测值 (𝑢, 𝑣),然后由𝑋和𝑌 的边缘分布函数的反函

数𝐹 (−1)(𝑢)和𝐺(−1)(𝑣)产生点 (𝑥, 𝑦).

3 多多多元元元Copula函函函数数数的的的构构构造造造
3.1 多多多元元元经经经验验验Copula函函函数数数的的的构构构造造造方方方式式式

设𝐷维随机向量𝑿 ,其联合分布为𝐹 (𝒙), Copula

函数为𝐶(𝒖), 各变量的一维边缘分布为𝐹𝑖(𝑥), 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷, 则根据 Sklar定理有𝐶(𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝐷) =

𝐹 (𝐹−1
1 (𝑢1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐹−1

𝐷 (𝑢𝐷)). 产生一组服从分布𝐹 (𝒙)

的随机数 (𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷)的方法是: 首先产生服从分布

𝐶(𝒖)的一组随机数𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝐷; 然后由各边缘分布

函数的反函数产生 (𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷), 其中𝑥𝑖 = 𝐹−1
𝑖 (𝑢𝑖),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷 .

设Copula函数𝐶(𝒖)相应的密度函数为 𝑐(𝒖),则

边缘密度函数

𝑐𝑑(𝑢) = 𝑐𝑑(𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑑) =w 1

𝑢𝑑+1=0
⋅ ⋅ ⋅

w 1

𝑢𝐷=0
𝑐(𝑢)d𝑢𝑑+1 ⋅ ⋅ ⋅ d𝑢𝐷,

𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷 − 1. (4)

显然 𝑐(𝑢) = 𝑐𝐷(𝑢). 为了产生非独立的随机数𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑢𝐷,需要知道条件分布函数

𝐶𝑑(𝑢𝑑∣𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑑−1) =

𝑃{𝑈𝑑 ⩽ 𝑢𝑑∣𝑈1 = 𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑈𝑑−1 = 𝑢𝑑−1} =w 𝑢𝑑

𝑢=0
𝑐𝑑(𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑑−1, 𝑢)d𝑢

𝑐𝑑−1(𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑑−1)
, 𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷. (5)

文献 [11]提出了构造经验Copula函数的方式,

以及根据该经验Copula函数和经验分布函数产生服

从原分布的新向量的方式. 现将该文中提出的方法作

一简单介绍.

设𝐷维随机向量𝒁, 已知其规模为𝑛的样本, 用

集合表示为 𝒛 = {𝒛𝑖} = {(𝑧𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑖𝐷), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝑛}. 首先对随机向量的每一维构造其经验分布函数;

然后根据所得的经验分布函数将样本 𝒛𝑖对应到其经

验分布函数值,即可得出向量𝒖𝑖, 𝒖𝑖的每维取值在区

间 [0,1]内.从而由随机向量𝒁的样本便可得到随机向

量𝑼的样本.

由Copula理论可知, Copula函数𝐶(𝒖)实际上是

随机向量𝑼的联合分布函数. 根据概率论的基本理

论,产生向量𝒖的方式即是根据𝑼的边缘分布计算出

相应的条件分布,然后由条件分布产生向量𝒖. 因此,

首先需要估计𝑼的边缘分布,而𝑼的样本已知,从而

边缘分布易于估计.

具体做法如下:

对于随机向量𝒁的𝑛个样本 𝒛,分别按维由小到

大进行排序,设第 𝑑 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷}维排序后的结果
是 𝑧(1)𝑑, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧(𝑛)𝑑,则第 𝑑维的经验分布函数

𝐹𝑑(𝑧) =⎧⎨⎩
0, 𝑧 < 𝑧(1)𝑑;

𝑖/𝑛, 𝑧(𝑖)𝑑 ⩽ 𝑧 < 𝑧(𝑖+1)𝑑, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

1, 𝑧(𝑛)𝑑 ⩽ 𝑧.

(6)

由式 (6)可将𝑛个样本 𝒛𝑖 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)映射为𝑛个

向量𝒖𝑖 = (𝑢𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑖𝐷) ∈ {1/𝑛, 2/𝑛, ⋅ ⋅ ⋅ , 1}𝐷, 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛,作为空间 [0, 1]𝐷中的𝑛个点. 将区间 [0,1]

分成𝐾等份, 记为𝑆1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑆𝐾 , 即𝑆𝑖 = ((𝑖 − 1)𝛿, 𝑖𝛿],
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𝛿 = 1/𝐾. 这样, 𝐷维单位空间 [0, 1]𝐷可分解成𝐾𝐷个

小空间Δ𝒊 = 𝑆𝑖1 × ⋅ ⋅ ⋅ × 𝑆𝑖𝐷 ,其中, 𝒊 = (𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝐷) ∈
{1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾}𝐷. 统计每个小空间Δ𝒊中点的个数, 记为

𝑁𝒊,则密度函数

𝑐(𝒖) ≜ 𝑓𝒊 = 𝑁𝒊/𝑛/𝛿
𝐷. (7)

令 ↑ 𝑢 = max{1, ⌈𝑢𝐾⌉}, 则 𝒊 = (↑ 𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , ↑ 𝑢𝐷) ∈
{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾}𝐷.由式 (1),有

𝑐𝑑(𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑑) = 𝛿𝐷−𝑑𝑓
(𝑑)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑

,

𝑑 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷 − 1. (8)

其中

𝑓
(𝑑)
𝑖1,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑑 =

(𝐾,⋅⋅⋅ ,𝐾)∑
(𝑖𝑑+1,⋅⋅⋅ ,𝑖𝐷)=(1,⋅⋅⋅ ,1)

𝑓𝒊,

(𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖𝑑) = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾}𝑑, (9)

则条件分布函数 (5)即为

𝐶2(𝑢2∣𝑢1) =

𝛿𝐷−1

↓𝑢2∑
𝑖2=1

𝑓
(2)
↑𝑢1,𝑖2

+ (𝑢2− ↓ 𝑢2𝛿)𝛿
𝐷−2𝑓

(2)
↑𝑢1,↑𝑢2

, (10)

𝐶𝑑(𝑢𝑑∣𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑑−1) =

𝛿

↓𝑢𝑑∑
𝑖𝑑=1

𝑓
(𝑑)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑−1,𝑖𝑑

+ (𝑢𝑑− ↓ 𝑢𝑑𝛿)𝑓
(𝑑)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑

𝛿𝑓
(𝑑−1)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑−1

, (11)

其中 ↓ 𝑢 =↑ 𝑢− 1 .

文献 [11]中给出了计算式 (9)中定义的𝒇 =

{𝑓 (𝑑)
𝑖1,⋅⋅⋅ ,𝑖𝑑}的方法,具体如下:

算算算法法法1 𝒇 = calculate𝑓(𝒛).

Step 1:根据式 (6)将样本点 𝒛𝒊 (𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛)映
射为 [0, 1]𝐷空间上的点𝒖𝒊, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛;

Step 2:令数组 𝑓 (𝑑)中的元素为 0;

Step 3: for (𝑖 = 1 : 𝑛)

for (𝑑 = 1 : 𝐷)

𝑗𝑑 :=↑ 𝑢𝑑,𝑖

end

for (𝑑 = 2 : 𝐷)

𝑓
(𝑑)
𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑑 := 𝑓

(𝑑)
𝑗1,⋅⋅⋅ ,𝑗𝑑 + 1/𝑛/𝛿𝐷

end

end

根据上述联合分布𝐶产生一组随机数的过程如

算法 2所示.

算算算法法法2 (𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝐷) = generation(𝒇 ).

Step 1:在 [0,1]区间内按均匀分布产生随机数𝑢1

和𝑢.

Step 2:根据式 (10),有

𝑢2 =↓ 𝑢2𝛿 +

𝑢− 𝛿𝐷−1

↓𝑢2∑
𝑖2=1

𝑓
(2)
↑𝑢1,𝑖2

𝛿𝐷−2𝑓
(2)
↑𝑢1,↑𝑢2

,

其中↓𝑢2是满足条件𝑢𝐾𝐷−1 ⩽
↓𝑢2+1∑
𝑖2=1

𝑓
(2)
↑𝑢1,𝑖2

的 {0, ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝐾 − 1}内的最小整数.

Step 3: for (𝑑 = 3 : 𝐷).

Step 3.1: 在 [0,1]区间内按均匀分布产生随机

数𝑢;

Step 3.2:根据式 (11),有

𝑢𝑑 =↓ 𝑢𝑑𝛿 + 𝛿

𝑢𝑓
(𝑑−1)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑−1

−
↓𝑢𝑑∑
𝑖𝑑=1

𝑓
(𝑑)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑−1,𝑖𝑑

𝑓
(𝑑)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑

,

其中 ↓ 𝑢𝑑是满足条件

𝑢𝑓
(𝑑−1)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑−1

⩽
↓𝑢𝑑+1∑
𝑖𝑑=1

𝑓
(𝑑)
↑𝑢1,⋅⋅⋅ ,↑𝑢𝑑−1,𝑖𝑑

的 {0, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾 − 1}内的最小整数.

end

3.2 多多多元元元正正正态态态Copula函函函数数数的的的构构构造造造方方方式式式

文献 [11]中 Strelen采用的是由边缘经验分布

构造经验Copula函数的方法, 并且根据经验Copula

函数和边缘经验分布进行采样模拟原有的分布.在连

续优化问题中,正态分布广泛使用. 根据 Strelen的算

法可以构造正态Copula函数, 唯一不同的是边缘分

布采用正态分布, 即在计算 𝒇的算法 1中变式 (6)为

式 (12),采用式 (12)将样本中各变量映射到 [0,1]空间

内.

对于随机向量𝒁的𝑛个样本 𝒛𝒊 = (𝑧𝑖1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑖𝐷),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛, 第 𝑑 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷}维的边缘正态分
布函数为

𝐹𝑑(𝑧) = 𝑁(𝜇𝑑, 𝜎
2
𝑑), (12)

其中

𝜇𝑑 =
1

𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑧𝑖𝑑, 𝜎
2
𝑑 =

1

𝑛− 1

𝑛∑
𝑖=1

(𝑧𝑖𝑑 − 𝜇𝑑)
2. (13)

在采样时边缘分布可以是经验分布 (6)也可以是正态

分布 (12).

4 Copula分分分布布布估估估计计计算算算法法法框框框架架架及及及复复复杂杂杂性性性分分分析析析
设优化问题min 𝑓(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷), 𝑥𝑖 ∈ [𝑎𝑖, 𝑏𝑖], 𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷. 基于上述Copula函数产生方式的分布估

计算法 cEDA如下:

算算算法法法3 cEDA.

Step 1:在搜索空间中按均匀分布随机产生𝑁个

主体,确定选择率 𝑠和变异率 𝑡.
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Step 2:根据适应值选择其中的𝑛 = 𝑠×𝑁个主体

作为优势群体 𝒛 = {𝒛1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝒛𝒏}保留在群体中.

Step 3: 𝒇 = calculate𝑓(𝒛),即执行算法 1,其中的

Step 1可以使用式 (6)或 (12).

Step 4:重复下列步骤𝑚 = (1− 𝑠− 𝑡)×𝑁次,产

生𝑚个主体加入到群体中.

Step 4.1: (𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝐷) = generation(𝒇);

Step 4.2: for (𝑖 = 1 : 𝐷)

𝑥𝑖 = 𝐹−1
𝑖 (𝑢𝑖),

end

(𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝐷)为产生的新主体.

Step 5: 在搜索空间中按均匀分布随机产生 𝑡 ×
𝑁个主体加入到群体中.

Step 6:若满足算法终止条件,则结束, 群体中具

有最优适应值的主体,即优化结果;否则,转 Step 2继

续执行.

该算法中Step 4.2的𝐹𝑖可以是经验分布函数 (6)

或正态分布函数 (12).

文献 [11]中已证明当𝑛能被𝐾整除时, 上述方

法构造的函数𝐶(𝒖)是一个Copula函数. 构造Copula

函数的时间复杂度为𝑂(𝐷2𝑛 log 𝑛). 根据𝐶(𝒖)产生

服从该分布的随机向量 (𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝐷)的时间复杂度

为𝑂(𝐷2 log𝐾). 对于分布估计算法 cEDA,设优化问

题的维数为𝐷,群体规模为𝑁 ,选择率为 𝑠,则根据选

择的群体估计概率模型并采样生成下一代群体的时

间复杂度为𝑂(𝐷2𝑠𝑁 log(𝑠𝑁) +𝐷2𝑁 log𝐾) .

5 仿仿仿真真真实实实验验验

为测试算法的性能,并与其他算法进行比较,对

下面 3个函数进行测试:

测试函数 1: 𝑓1(𝑥) = −
{
10−5 +

𝐷∑
𝑖=1

∣𝑦𝑖∣
}−1

, 其

中 𝑦1 = 𝑥1, 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖−1 + 𝑥𝑖, 𝑖 = 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷,−0.16 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽
0.16.

测试函数 2: 𝑓2(𝑥) =
𝐷∑
𝑖=1

[(𝑥1 − 𝑥2
𝑖 )

2 + (𝑥𝑖 − 1)2],

其中−10 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 10 .

测试函数 3: 𝑓3(𝑥) = 1 +

𝐷∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

4000
−

𝐷∏
𝑖=1

cos(
𝑥𝑖√
𝑖
),

其中−600 ⩽ 𝑥𝑖 ⩽ 600.

3个测试函数均为最小化问题. cEDA采用经验

Copula函数和边缘正态分布函数对所选群体进行概

率模型估计并采样, 用符号 cEDAPG表示. 参数设置

采用文献 [2]中的参数,即问题维数𝐷 = 10; 3个问题

对应的群体规模分别是 2 000, 2 000和 750. 算法最大

的适应值评价次数是 300 000次, 并使用截断选择算

子进行优势群体的选择. 在算法中还采用了变异算

子,变异率为 0.05. 在构造Copula函数时,对 [0, 1]𝐷空

间不进行划分, 即取𝐾 = 1. 采样时使用的方差有下

面 3种策略[3]:

1)方差为固定值.

2)将优势群体的样本方差作为采样时的方差,即

𝜎𝑖=

√√√⎷( 𝑆∑
𝑗=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖)
2
)/

(𝑆 − 1),其中𝑥𝑖=
1

𝑆

𝑆∑
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 .

3) 方差采用线性变化的方式, 即𝜎𝑡+1
𝑖 = (1 −

𝛼)𝜎𝑡
𝑖 + 𝛼

√√√⎷( 𝑆∑
𝑗=1

(𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑖)
2
)/

(𝑆 − 1), 𝛼 = 0.2 .

表 1∼表 3中的实验结果表明, cEDAPG受算法

参数的影响较大. 与其他算法相比, 测试的 3个函数

在适当的参数设置下能够以较高的精度找到全局最

优解. 特别是测试函数 3在选择率为 0.2,方差更新方

式采用策略B时,平均进化 68.7代即可找到全局最优

解.

表 1 cEDA在测试函数𝒇1的运行结果及与其他算法的比较

算法 选择率 𝜎 mean StdVar

UMDA𝐺
𝑐 −53 460

MIMIC𝐺
𝑐 −58 775

EGNA𝑒𝑒 −100 000

EGNA𝐵𝐺𝑒 −100 000

ES −5910

0.5 A:0.02 −30.277 5 3.434 5

0.5 A:0.05 −12.517 4 1.483 7

0.2B B −60 770 27 564
0.2 B −1 074.6 482.230 1

cEDAPG 0.5 C −184.097 6 52.964 0

1/3 C −561.731 2 178.825 4

0.2B C −9 910.3 2 692.9

0.2 C −2 089.4 587.480 1

表 2 cEDA在测试函数𝒇2的运行结果及与其他算法的比较

算法 选择率 𝜎 mean StdVar

UMDA𝐺
𝑐 0.137 54

MIMIC𝐺
𝑐 0.133 97

EGNA𝑒𝑒 0.099 14

EGNA𝐵𝐺𝑒 0.025 0

ES 0

0.5 A:.02 4.074 3 0.857 2

0.5 A:.05 0.009 7 0.003 2

0.2B B 2.383 3×10−4 5.242 9×10−5

cEDAPG 0.2 B 0.147 8 0.025 9

0.5 C 8.244 3×10−4 0.001 9

1/3 C 1.870 7×10−5 4.681 7×10−5

0.2 C 3.003 4 ×10−7 7.317 9 ×10−7
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图 1 cEDA在优化测试函数𝒇1时的一代进化过程
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图 2 cEDA在优化测试函数𝒇2时的一代进化过程

表 3 cEDA在测试函数𝒇3的运行结果及与其他算法的比较

算法 选择率 𝜎 mean StdVar

UMDA𝐺
𝑐 0.011 076

MIMIC𝐺
𝑐 0.007 794

EGNA𝑒𝑒 0.008 175

EGNA𝐵𝐺𝑒 0.012 605

ES 0.034 477

0.5 A:.02 1.079 6 0.197 7

0.5 A:.05 0.548 9 0.369 4

0.2B B 0.004 6 0.015 1

cEDAPG 0.2 B 0 0

0.5 C 1.319 2×10−9 3.152 9×10−9

1/3 C 4.296 6×10−14 1.056 5×10−13

0.2 C 0 0

从图 1和图 2中可以看出,算法 cEDAPG的全局

探测能力较强, 能够快速地找到全局最优解附近.

但 cEDAPG的局部开采能力较弱,虽然在进化后期算

法找到的解仍然有所改进,但速度非常慢.

6 结结结 论论论

在分布估计算法中,重要的两个步骤是对所选择

群体的概率模型进行估计,以及根据估计的模型进行

采样. Copula理论将多元联合分布函数分解为一元

的分布函数和反映它们之间联系的一个Copula函数.

算法 cEDA将Copula理论引入分布估计算法中,实验

表明, cEDA能够收敛到全局最优解,但算法的局部开

采能力较弱, 在进化后期收敛的速度较慢, 并且, 算

法的参数设置对于 cEDA的优化效果影响较大.因此,

以下问题值得进一步研究.

1)参数的选择.研究各个参数对 cEDA性能的影

响程度,哪些参数是起关键作用的, 从而对如何选择

适当的参数进行指导.

2) 算法收敛性分析. 根据Copula理论以及现有

的分布估计算法收敛性的理论研究,对 cEDA的收敛

性进行理论上的分析.

3) 在算法后期采用局部搜索方法进行改进. 实

验表明 cEDA的全局探测能力较强,但局部开采能力

较弱. 因此, 可在 cEDA中引入其他的进化算法以增

强其局部开采能力,或在算法后期采用爬山法等局部

搜索法进行改进.
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