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摘 要: 灰色预测模型的既有研究成果均以实数或区间灰数为建模前提,缺乏对以离散灰数为建模对象的灰色预测

模型进行有效研究.对此,分别建立了离散灰数序列核及灰单元格面积的预测模型,并在此基础上推导了基于离散灰

数序列的灰色预测模型;应用分析验证了该模型的有效性及实用性. 离散灰数预测模型对丰富与完善灰色预测模型

的理论体系、拓展灰色预测模型的应用范围具有积极的意义.
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Abstract: The existing research results of grey prediction model are all based on real numbers or interval grey numbers, and

it is short of an effective research of grey prediction models based on discrete grey numbers. Therefore, this paper respectively

constructs grey prediction models based on the kernels and areas of grey cell grid, and then deduces a novel prediction model

based on a discrete grey number sequence. An application analysis verifies the effectiveness and practicability of the proposed

model. Prediction models of discrete grey number have a vital significance for enriching and perfecting the grey prediction

model theory system, and extending the applied scope of grey prediction model.
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1 引引引 言言言

灰色预测模型主要针对现实世界中大量存在的

灰色不确定性预测问题,利用少量有效数据和灰色不

确定性数据, 通过序列的累加生成, 揭示系统的未来

发展趋势. 20多年来,灰色预测模型无论在理论研究

还是在应用领域,都取得了长足的发展,成功地解决

了生产和生活中的大量实际问题[1].

目前,灰代数运算体系尚不完善,灰数间的代数

运算将导致结果灰度增加,这增大了构建灰数预测模

型的难度, 使得目前灰色预测模型的既有研究成果,

大部分以实数为建模前提,研究的重心主要集中在如

何提高灰色预测模型的模拟及预测精度等方面[2-7],

而对以灰数为建模对象的灰色预测模型的构建机

理、模型性质等问题研究较少. 关于区间灰数预测模

型的研究,文献 [8]提出了基于灰数带及灰数层的区

间灰数预测模型,通过计算灰数层的面积以及灰数层

中位线中点的坐标,在不损失已有灰数信息的前提下,

将区间灰数序列转换成实数序列,然后建立了一种基

于GM(1,1)的区间灰数预测模型; [9-10]对区间灰数

预测模型的构造进行了深入的研究; [11]讨论了白化

权函数已知条件下的区间灰数预测模型.

文献 [8-11]中关于区间灰数预测模型的建模对

象仅局限于具有连续性特征的区间灰数序列,无法构

建基于离散灰数的灰色预测模型. 本文通过离散灰数

的核序列及灰单元格序列, 综合代数和几何的方法,

推导并构建基于离散灰数的灰色预测模型,对丰富与
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完善灰色预测模型的理论体系、拓展灰色预测模型的

应用范围具有积极的意义.

2 基基基本本本概概概念念念

定定定义义义 1 在某一区间内取有限个或可数个值

的灰数, 称为离散灰数[12]; 将离散灰数中所有元

素按从小到大顺序排列而得到的灰数称为标准离

散灰数. 其数学形式为⊗(𝑡𝑖) ∈ {𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖,𝑛},

其中𝑥𝑖,𝑗+1 > 𝑥𝑖,𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1; 由离散灰数

所组成的序列称为离散灰数序列𝑋(⊗), 记𝑋(⊗) =

(⊗(𝑡1),⊗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑡𝑚)).

定定定义义义 2 若集合 {𝑥𝑖,1, 𝑥𝑖,2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖,𝑛}中的元素
为离散灰数⊗(𝑡𝑖)的所有可能取值, 则称 ⊗̃(𝑡𝑖) =

1

𝑛

𝑛∑
𝑗=1

𝑥𝑖,𝑗为离散灰数⊗(𝑡𝑖)的核
[13].

定定定义义义 3 由𝑋(⊗) = (⊗(𝑡1),⊗(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ ,⊗(𝑡𝑚))中

每个灰元的核构成的序列, 称为𝑋(⊗)的核序列, 记

作𝑋(⊗̃) = (⊗̃(𝑡1), ⊗̃(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃(𝑡𝑚)).

定定定义义义 4 将标准离散灰数序列𝑋(⊗)中的每个

灰元在二维直角坐标平面上进行映射, 分别顺次

连接相邻灰数对应各离散点, 如图 1所示. 其中, 相

邻灰数对应离散点所连成的图形称为灰单元格; 由

灰单元格从左至右组成的长条图形称为灰单元层.

由下至上, 灰单元层分别记作灰单元层 1, 灰单元

层 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,灰单元层𝑛− 1;灰单元层 𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛−
1)中 𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚−1)个灰单元格,记作𝑢𝑖,𝑗 (端点

𝑥𝑖,𝑗 , 𝑥𝑖+1,𝑗 , 𝑥𝑖+1,𝑗+1, 𝑥𝑖,𝑗+1).
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图 1 标准离散灰数序列的灰单元格及灰单元层

3 离离离散散散灰灰灰数数数预预预测测测模模模型型型的的的构构构建建建

3.1 基基基于于于核核核序序序列列列的的的GM(1,1)模模模型型型

根据定义 3, 离散灰数序列𝑋(⊗)的核序列为

𝑋(⊗̃) = (⊗̃(𝑡1), ⊗̃(𝑡2), ⋅ ⋅ ⋅ , ⊗̃(𝑡𝑚)), 构建𝑋(⊗̃)的

GM(1,1)模型, 得 ˆ̃⊗(𝑡𝑘) + 𝑎𝑧(1)(𝑘) = 𝑏的时间响应序

列为

ˆ̃⊗(1)
(𝑡𝑘+1) =

(
⊗̃(𝑡1)− 𝑏0

𝑎0
e−𝑎0𝑘

)
+

𝑏0
𝑎0

, (1)

其还原值为

ˆ̃⊗(𝑡𝑘+1) = (1− e𝑎0)
(
⊗̃(𝑡1)− 𝑏0

𝑎0

)
e−𝑎0𝑘. (2)

根据离散灰数核的定义,可知
ˆ̃⊗(𝑡𝑘) =

𝑥̂𝑘,1 + 𝑥̂𝑘,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑘,𝑛

𝑛
⇒

𝑥̂𝑘,1 + 𝑥̂𝑘,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑘,𝑛 =

𝑛(1− e𝑎0)×
(
⊗̃(𝑡1)− 𝑏0

𝑎0

)
e−𝑎0(𝑘−1). (3)

3.2 基基基于于于灰灰灰单单单元元元格格格面面面积积积序序序列列列的的的GM(1,1)模模模型型型

根据图 1可知,灰单元格𝑢𝑖,𝑗为梯形,其面积记作

𝑠𝑖,𝑗 ,根据梯形的面积公式,可得

𝑠𝑖,𝑗 =
(𝑥𝑖,𝑗+1 − 𝑥𝑖,𝑗) + (𝑥𝑖+1,𝑗+1 − 𝑥𝑖+1,𝑗)

2
. (4)

其中: 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 − 1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 − 1. 则灰单

元层 𝑗中所有灰单元格的面积构成序列

𝑆𝑗 = (𝑠1,𝑗 , 𝑠2,𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠𝑚−1,𝑗).

对序列𝑆𝑗建立GM(1,1)模型,得时间响应序列为

𝑠
(1)
𝑘,𝑗 =

(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
e−𝑎𝑗(𝑘−1) +

𝑏𝑗
𝑎𝑗

, (5)

其还原值为

𝑠𝑘,𝑗 = (1− e𝑎𝑗 )
(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
e−𝑎𝑗(𝑘−1), (6)

其中 𝑎𝑗和 𝑏𝑗为面积序列𝑆𝑗的GM(1,1)模型参数.

根据式 (4),有

𝑠𝑘,𝑗 =
(𝑥̂𝑘,𝑗+1 − 𝑥̂𝑘,𝑗) + (𝑥̂𝑘+1,𝑗+1 − 𝑥̂𝑘+1,𝑗)

2
⇒

𝑥̂𝑘+1,𝑗+1 − 𝑥̂𝑘+1,𝑗 = 2𝑠𝑘,𝑗 − (𝑥̂𝑘,𝑗+1 − 𝑥̂𝑘,𝑗),

当 𝑘 = 1时

𝑥̂2,𝑗+1 − 𝑥̂2,𝑗 = 2𝑠1,𝑗 − (𝑥̂1,𝑗+1 − 𝑥̂1,𝑗);

当 𝑘 = 2时

𝑥̂3,𝑗+1 − 𝑥̂3,𝑗 = 2𝑠2,𝑗 − (𝑥̂2,𝑗+1 − 𝑥̂2,𝑗);

...

当 𝑘 = 𝑝− 1时

𝑥̂𝑝,𝑗+1 − 𝑥̂𝑝,𝑗 = 2𝑠𝑝−1,𝑗 − (𝑥̂𝑝−1,𝑗+1 − 𝑥̂𝑝−1,𝑗) =

2𝑠𝑝−1,𝑗 − 2𝑠𝑝−2,𝑗 + ⋅ ⋅ ⋅+ (−1)𝑝(𝑥2,𝑗+1 − 𝑥2,𝑗). (7)

根据式 (6)有

𝑠𝑝−1,𝑗 = (1− e𝑎𝑗 )
(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
e−𝑎𝑗(𝑝−2),

𝑠𝑝−2,𝑗 = (1− e𝑎𝑗 )
(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
e−𝑎𝑗(𝑝−3),

...

可知式 (7)的前 𝑝 − 2项是以 𝑞 = −e𝑎𝑗为公比的等比

数列,根据等比数列的求和公式得

𝑥̂𝑝,𝑗+1 − 𝑥̂𝑝,𝑗 =

2

(1− e𝑎𝑗 )
(
𝑠1,𝑗 − 𝑏𝑗

𝑎𝑗

)
1 + e𝑎𝑗

× e−𝑎𝑗(𝑝−2)
[
1− (−e𝑎𝑗 )𝑝−2

]
1 + e𝑎𝑗

+

(−1)𝑝(𝑥2,𝑗+1 − 𝑥2,𝑗) = 𝐴𝑗 . (8)

当 𝑗 = 1时
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𝑥̂𝑝,2 − 𝑥̂𝑝,1 =

2
(1− e𝑎1)

(
𝑠1,1 − 𝑏1

𝑎1

)
1 + e𝑎1

× e−𝑎1(𝑝−2)
[
1− (−e𝑎1)𝑝−2

]
1 + e𝑎1

+

(−1)𝑝(𝑥2,2 − 𝑥2,1) = 𝐴1; (9)

当 𝑗 = 2时

𝑥̂𝑝,3 − 𝑥̂𝑝,2 =

2
(1− e𝑎2)

(
𝑠1,2 − 𝑏2

𝑎2

)
1 + e𝑎2

× e−𝑎2(𝑝−2)
[
1− (−e𝑎2)𝑝−2

]
1 + e𝑎2

+

(−1)𝑝(𝑥2,3 − 𝑥2,2) = 𝐴2; (10)

...

当 𝑗 = 𝑛− 1时

𝑥̂𝑝,𝑛 − 𝑥̂𝑝,𝑛−1 = 2

(1− e𝑎𝑛−1)
(
𝑠1,𝑛−1 − 𝑏𝑛−1

𝑎𝑛−1

)
1 + e𝑎𝑛−1

×
e−𝑎𝑛−1(𝑝−2)

[
1− (−e𝑎𝑛−1)𝑝−2

]
1 + e𝑎𝑛−1

+

(−1)𝑝(𝑥2,𝑛 − 𝑥2,𝑛−1) = 𝐴𝑛−1. (11)

根据式 (3),有

𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑝,𝑛 =

𝑛(1− e𝑎0)
(
⊗̃(𝑡1)− 𝑏0

𝑎0

)
e−𝑎0(𝑝−1) = 𝐴0. (12)

3.3 离离离散散散灰灰灰数数数预预预测测测模模模型型型的的的构构构建建建

综合式 (9)∼(12),得如下方程组:⎧⎨⎩

𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥̂𝑝,𝑛 = 𝐴0,

𝑥̂𝑝,2 − 𝑥̂𝑝,1 = 𝐴1,

𝑥̂𝑝,3 − 𝑥̂𝑝,2 = 𝐴2,

...

𝑥̂𝑝,𝑛 − 𝑥̂𝑝,𝑛−1 = 𝐴𝑛−1.

(13)

设矩阵

𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 1 1

−1 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0

0 −1 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1 0

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑌 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴0

𝐴1

...

𝐴𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑋̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥̂𝑝,1

𝑥̂𝑝,2

...

𝑥̂𝑝,𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

则方程组 (13)可以表达为𝐵𝑋̂ = 𝑌 ,解𝑋得

𝐵𝑋̂ = 𝑌 ⇒ 𝐵T𝐵𝑋̂ = 𝐵T𝑌 ⇒ (𝐵T𝐵)𝑋̂ = 𝐵T𝑌 ⇒
(𝐵T𝐵)−1(𝐵T𝐵)𝑋̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌 ⇒

𝑋̂ = (𝐵T𝐵)−1𝐵T𝑌, (14)

则称式 (14)为基于核和面积的离散灰数预测模型.

4 应应应用用用分分分析析析

表 1所示为某矿岩移动站 3位观测员记录的

2003∼2009年某点的下沉值, 试建立该点下沉值的

离散灰数动态模型, 并对该点 2010年的下沉值进行

预测.

表 1 某点 2003∼2009年下沉值观测数据

年 份 观测员 1 观测员 2 观测员 3

2003 21 23 18
2004 30 28 32
2005 43 46 40
2006 50 52 47
2007 57 60 54
2008 70 67 72
2009 84 80 78

根据表 1中的数据,可得如下标准离散灰数:

⊗ (𝑡1) ∈ {18, 21, 23}, ⊗ (𝑡2) ∈ {28, 30, 32},
⊗ (𝑡3) ∈ {40, 43, 46}, ⊗ (𝑡4) ∈ {47, 50, 52},
⊗ (𝑡5) ∈ {54, 57, 60}, ⊗ (𝑡6) ∈ {67, 70, 72},
⊗ (𝑡7) ∈ {78, 80, 84}.
Step 1:核序列及灰单元层面积序列的计算,即

𝑋(⊗̂) = (30, 43, 49, 57, 69, 80),

𝑆1 = (2.5, 3.0, 3.0, 3.0, 3.0, 2.5),

𝑆2 = (2.0, 2.5, 2.5, 2.5, 2.5, 3.0).

Step 2: GM(1,1)模型参数的计算,即

𝑎0 = −0.160 0, 𝑏0 = 33.967 9,

𝑎1 = −0.033 3, 𝑏1 = 3.231 5,

𝑎2 = −0.040 0, 𝑏2 = 2.268 3.

Step 3:离散灰数模型的构建.

由方程组 (14)可得⎧⎨⎩

𝑥̂𝑝,1 + 𝑥̂𝑝,2 + 𝑥̂𝑝,3 = 107.476 4× e0.16(𝑝−1) = 𝐴0,

𝑥̂𝑝,2 − 𝑥̂𝑝,1 =

2×0.041 8×[
1−(−0.967 2)𝑝−2

]
+2×(−1)𝑝=𝐴1,

𝑥̂𝑝,3 − 𝑥̂𝑝,2 =

2×0.040 3×[
1−(−0.960 8)𝑝−2

]
+2×(−1)𝑝=𝐴2.

⇒

⎧⎨⎩
𝑥̂𝑝,1 = (𝐴0 − 2𝐴1 −𝐴2)/3,

𝑥̂𝑝,2 = (𝐴0 + 2𝐴1 −𝐴2)/3,

𝑥̂𝑝,3 = (𝐴0 +𝐴1 + 2𝐴2)/3.

当 𝑝 = 8时, 可预测 2010年的下沉值的离散灰数为

𝑥̂8,1 = 107, 𝑥̂8,2 = 110, 𝑥̂8,3 = 112, 即⊗(𝑡8) ∈
{107, 110, 112}.
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5 结结结 论论论

现有的灰色预测模型及其衍生模型均建立在实

数或区间灰数的基础之上,无法构建基于离散灰数的

预测模型. 本文通过建立离散灰数序列核及灰单元格

面积的GM(1,1)模型,推导并构建了基于离散灰数序

列的灰色预测模型.

随着科学技术的发展,人类所涉及的系统越来越

复杂, 表征系统的信息灰度也越来越大,在这样的大

背景下,研究以离散灰数为建模对象的灰色预测模型,

将具有十分重要的意义.本文仅讨论了组成离散灰数

序列的各个灰元中,元素个数相等这一特殊情况. 如

何有效地构建元素个数不等条件下的离散灰数预测

模型, 并研究模型的建模条件及误差检验方法, 将是

笔者下一步主要研究的方向.
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