
第 26卷 第 9期
Vol. 26 No. 9

控 制 与 决 策
Control and Decision

2011年 9月
Sep. 2011

一类时滞切换系统的输入-状态稳定性分析

文章编号: 1001-0920 (2011) 09-1327-06

方志明1,2, 向峥嵘1, 陈庆伟1

(1. 南京理工大学自动化学院，南京 210094；2. 江苏大学电气信息工程学院，江苏镇江 212013)

摘 要: 利用多 Lyapunov函数方法、驻留时间法和 Gronwall-Bellman不等式研究了一类时滞切换系统的输入-状态

稳定性分析问题.从系统输入-状态稳定定义出发,给出了使得一类时滞切换系统输入-状态稳定的充分条件.与已有

的方法相比,无需同时满足构造输入-状态稳定控制 Lyapunov函数和所有子系统都是输入-状态稳定的条件,为控制

器的设计提供了便利. 最后,通过算例仿真验证了所提出方法的可行性.
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Abstract: Based on the multi-Lyapunov function approach, dwell-time approach and Gronwall-Bellman inequality, the

problem of input-to-state stability for a class of switched systems with time delay is studied. From the definition of input-

to-state stability, sufficient conditions for a class of switched systems with time delay being input-to-state stable are got.

Compared with the existing methods, the proposed method does not need constructing input-to-state stable control Lyapunov

function, and input-to-state stability properties are not required for all subsystems, which is great convenient for design of

subsystem’s controller. Simulation results show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

切换系统是一个由切换逻辑有机结合起来的子

系统的集合,通过设计合适的切换,可以提高系统的

性能.因此, 在许多实际工程系统中切换系统得到了

广泛的应用,例如交通管理、化工过程、制造系统等.

时滞效应广泛存在于各类工程系统中, 例如液

压系统、气压系统、网络控制系统等. 时滞常导致控

制系统动态过程振荡加剧, 甚至失稳. 时滞切换系

统是一类常见的切换系统, 例如当时滞系统采用多

控制器切换控制或时滞系统的参数随工作环境不同

而显著变化时, 均可视为时滞切换系统.时滞切换系

统还可用于描述其他系统的动力学特性, 如具有遗

传特性的系统、经济增长系统、流行病学模型等等.

近年来时滞切换系统稳定性的研究得到了越来越多

的关注, 目前所采用的方法主要有公共Lyapunov函

数法[1]、多Lyapunov函数法[2]、驻留时间法[3]等. 在

现有的切换系统稳定性研究中, 输入-状态稳定的研

究还较少得到关注. 文献 [4]针对所有子系统都是

输入-状态稳定的情况, 给出了系统输入-状态稳定

的充分条件. [5]对积分型和扰动衰减切换系统的输

入-状态稳定进行了研究. [6]通过构造输入-状态控

制Lyapunov函数来设计鲁棒稳定切换控制器. [7]研

究了一类非线性切换系统的输入-状态稳定问题,

[8]给出了基于平均驻留时间法的一类非线性切换系

统的几种输入-状态特性,但时滞切换系统输入-状态

稳定的研究成果却鲜见报道.
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对于切换系统输入-状态稳定的研究, 现有的

方法一般是通过构造输入-状态稳定Lyapunov函数

和 (或)要求所有子系统都是输入-状态稳定的来解决

切换系统的输入-状态稳定问题.但通常来说,即使给

定一个所有子系统都是输入-状态稳定的切换系统,

要找到该系统的输入-状态稳定Lyapunov函数也是非

常困难的.

本文针对一类时滞切换系统, 提出了一种

基于平均驻留时间、Gronwall-Bellman不等式和多

Lyapunov函数的方法. 从系统输入-状态稳定定义出

发,无需构造输入-状态稳定Lyapunov函数,无需子系

统都是输入-状态稳定的, 甚至允许部分子系统可以

不稳定, 输入控制信号只需满足上边界条件,无需设

计控制输入信号的具体结构,只需设计一个合适的切

换规律和驻留时间, 即可保证系统是输入-状态稳定

的. 与已有方法相比, 限制条件更少, 设计更加容易,

实现起来也更加方便.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下一类时滞切换系统:⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝑔𝜎(𝑡, 𝑥) +𝑚𝜎(𝑡− 𝜃(𝑡), 𝑥) + 𝑟𝜎(𝑡, 𝑥)𝑢𝜎,

𝑥(𝑡) = Φ(𝑡), 𝑡 ∈ {−ℎ, 0}.
(1)

其中: 𝑔和𝑚为关于 𝑡的分段连续函数、关于𝑥的局部

Lipschitz函数; 𝜎 : [0,∞) → {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁} 为切换信
号,表现为时间变量的分段常值函数, 为研究方便并

不失一般性,通常假设右连续, {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}表示子系
统顺序对应的序号集合, 𝑁 为实际子系统的总数目.

本文取𝜎 = 𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}; 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为系统状

态向量; 𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为系统输入,是 𝑡的连续有界函数,

满足 ∥𝑢𝑖(𝑡)∥ ⩽sup∥𝑢𝑖(𝑡)∥; 𝑟𝑖(𝑡, 𝑥)满足 ∥𝑟𝑖(𝑡, 𝑥)∥ ⩽ 𝑟𝑖,

𝑡0为系统运行的初始时刻;时滞 𝜃(𝑡)为满足条件⎧⎨⎩
0 ⩽ 𝜃(𝑡) ⩽ ℎ,

𝜃(𝑡) ⩽ 𝛿,

𝜃(𝑠) = 0, 𝑠 ∕∈ [𝑡0, 𝑡)

(2)

的时变连续函数, ℎ和 𝛿为常数, 并且初始条件Φ(𝑡)

表示 [−ℎ, 0]上的连续初始向量函数. 定义切换序列

𝑡1 < 𝑡2 < ⋅ ⋅ ⋅ < 𝑡𝑝 < ⋅ ⋅ ⋅ , (3)

(𝑡1, 𝑡2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑘)为一组切换时刻. 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑢𝑖)代表切换

系统 (1)的状态轨迹从初始状态𝑥(𝑡0) = 𝑥0出发,并在

输入控制信号𝑢𝑖和切换序列 (3)共同的作用下.

对于切换系统 (1),当输入控制量𝑢𝑖 = 0时,有如

下时滞自治切换系统:⎧⎨⎩ ˙̄𝑥(𝑡) = 𝑔𝑖(𝑡, 𝑥̄) +𝑚𝑖(𝑡− 𝜃(𝑡), 𝑥̄),

𝑥̄(𝑡) = Φ̄(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0].
(4)

其中: 𝑔, 𝑚, 𝑖, 𝜃(𝑡)和切换序列的定义与系统 (1)一致.

定义如下范数符号: ∥∗∥表示向量的 2-范数,

∥∗∥𝐹 表示矩阵的 Frobenius范数. 在给出主要结果之

前,先列出必要的定义与引理.

定定定义义义 1 如果连续函数𝛼 : [0, 𝑎) → [0,∞)严格

递增, 且𝛼(0) = 0, 则𝛼属于𝒦类函数; 如果 𝑎 = ∞,

且当 𝑟 → ∞时𝛼(𝑟) → ∞,则𝛼属于𝒦∞类函数[9].

定定定义义义 2 对于连续函数 𝛽 : [0, 𝑎)×[0,∞)→ [0,∞),

如果对于每个固定的 𝑠, 映射 𝛽(𝑟, 𝑠)都是关于 𝑟的𝒦
类函数,并且对于每个固定的 𝑟,映射 𝛽(𝑟, 𝑠)是 𝑠的递

减函数, 且当 𝑠 → ∞时𝛽(𝑟, 𝑠) → 0, 则 𝛽属于𝒦ℒ类
函数[9].

定定定义义义 3 对于系统 𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 如果存在一

个𝒦ℒ类函数 𝛽和一个𝒦类函数 𝛾, 使得对于任何初

始状态𝑥(𝑡0)和有界输入𝑢(𝑡), 解𝑥(𝑡)对于所有 𝑡 ⩾
𝑡0都存在,且满足

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ 𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡− 𝑡0) + 𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥), (5)

则该系统是输入-状态稳定的[10].

在大多数实际系统中,子系统通常要运行一段时

间才会切换到下一个子系统,这一时间被称之为子系

统的驻留时间.

定定定义义义 4 令 𝜏𝑗 = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,如果存

在 𝜏𝑑 = min 𝜏𝑗 ,则称 𝜏𝑑为系统的最小驻留时间
[11].

定定定义义义 5 给定时间区域 [𝑡0, 𝑡], 如果存在𝑁0 ⩾
0和 𝜏𝑎 > 0使得

𝑁(𝑡0, 𝑡) ⩽ 𝑁0 +
𝑡− 𝑡0
𝜏𝑎

(6)

成立,则 𝜏𝑎称为平均驻留时间. 其中: 𝑁(𝑡0, 𝑡)为子系

统运行的实际总次数, 𝑁0为初始值
[12].

引引引理理理 1 令𝑚 : [𝑎, 𝑏]是连续的, 𝑟 : [𝑎, 𝑏]是连续

非负的,如果连续函数 𝑦 : [𝑎, 𝑏] → 𝑅在 𝑎 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑏时满

足[9]

𝑦(𝑡) ⩽ 𝑚(𝑡) +
w 𝑡

𝑎
𝑟(𝑠)𝑦(𝑠) d𝑠,

则在同一个区间上

𝑦(𝑡) ⩽ 𝑚(𝑡) +
w 𝑡

𝑎
𝑚(𝑠)𝑟(𝑠)exp

[ w 𝑡

𝑠
𝑟(𝑧) d𝑧

]
d𝑠.

特殊地,如果𝑚(𝑡) ≡ 𝑚是一个常数,则

𝑦(𝑡) ⩽ 𝑚 exp
[ w 𝑡

𝑎
𝑟(𝑧) d𝑧

]
.

另外,如果 𝑟(𝑡) ≡ 𝑟 ⩾ 0是一个常数,则

𝑦(𝑡) ⩽ 𝑚 exp[𝑟(𝑡− 𝑎)].

如果切换系统 (1)的状态轨迹满足不等式 (5),则

切换系统 (1)是输入-状态稳定的. 本文的目的就是要

找到使得切换系统 (1)输入-状态稳定的条件.

3 基基基于于于平平平均均均驻驻驻留留留时时时间间间的的的输输输入入入状状状态态态 -稳稳稳定定定
分分分析析析

首先, 考虑切换系统 (4)所有子系统都是稳定子
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系统的情况,可以得到如下结果.

定定定理理理 1 对于切换系统 (1), 𝑔𝑖(𝑡, 𝑥)和𝑚𝑖(𝑡, 𝑥)的

Lipschitz常数分别为 𝑙𝑔,𝑖, 𝑙𝑚,𝑖; 𝑟𝑖(𝑡, 𝑥)满足 ∥𝑟𝑖(𝑡, 𝑥)∥
⩽ 𝑟𝑖, 𝑢𝑖(𝑡)满足 ∥𝑢𝑖(𝑡)∥ ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥. 当切换系统 (1)

的输入为零时,有自治切换系统 (4). 对于自治切换系

统 (4)的所有子系统,如果存在𝑉𝑖(𝑥̄) : clΩ 𝑥̄
𝑖 → 𝑅, 常

数𝛼𝑖 > 0, 𝛽𝑖 > 0和 𝜀𝑖 > 0,满足⎧⎨⎩𝛼𝑖∥𝑥̄∥2 ⩽ 𝑉𝑖(𝑥̄) ⩽ 𝛽𝑖∥𝑥̄∥2,
𝑉̇𝑖(𝑥̄) ⩽ −𝜀𝑖∥𝑥̄∥2.

(7)

令𝜇 = max{√𝛽𝑖/𝛼𝑖}, 𝜆 = min{𝜀𝑖/2𝛽𝑖}, 0 <

𝜆∗ < 𝜆,如果平均驻留时间满足

𝜏𝑎 ⩾ ln𝜇/𝜆∗, (8)

则非线性切换系统 (1)输入-状态稳定.

证证证明明明 对于切换系统 (1)和 (4)的任意子系统,从

起始点出发,各子系统相应的状态轨迹为

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡0) +
w 𝑡

𝑡0
(𝑔𝑖(𝑠, 𝑥) +𝑚𝑖(𝑠− 𝜃(𝑠), 𝑥)+

𝑟𝑖(𝑠, 𝑥)𝑢𝑖) d𝑠,

𝑥̄(𝑡) = 𝑥̄(𝑡0) +
w 𝑡

𝑡0
(𝑔𝑖(𝑠, 𝑥̄) +𝑚𝑖(𝑠− 𝜃(𝑠), 𝑥̄)) d𝑠. (9)

其中: 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥̄(𝑡0) = 𝑥̄0. 则状态轨迹𝑥(𝑡)满足

∥𝑥(𝑡)∥ = ∥𝑥̄(𝑡) + 𝑥(𝑡)− 𝑥̄(𝑡)∥ ⩽

∥𝑥̄(𝑡)∥+ ∥𝑥(𝑡)− 𝑥̄(𝑡)∥.
将式 (9)代入,可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

∥𝑥̄(𝑡)∥+ ∥𝑥0 − 𝑥̄0∥+
w 𝑡

𝑡0
∥𝑔𝑖(𝑠, 𝑥)− 𝑔𝑖(𝑠, 𝑥̄)∥ d𝑠+w 𝑡

𝑡0
∥𝑚𝑖(𝑠− 𝜃(𝑠), 𝑥)−𝑚𝑖(𝑠− 𝜃(𝑠), 𝑥̄)∥d𝑠+

w 𝑡

𝑡0
∥𝑟𝑖(𝑠, 𝑥)𝑢𝑖(𝑠)∥d𝑠.

由Lipschitz条件,可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

∥𝑥̄(𝑡)∥+ ∥𝑥0 − 𝑥̄0∥+
w 𝑡

𝑡0
𝑙𝑔,𝑖∥𝑥(𝑠)− 𝑥̄(𝑠)∥ d𝑠+

w 𝑡

𝑡0
𝑙𝑚,𝑖∥𝑥(𝑠− 𝜃(𝑠))− 𝑥̄(𝑠− 𝜃(𝑠))∥d𝑠+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(𝑡− 𝑡0).

应用引理 1的Gronwall-Bellman不等式,可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

∥𝑥̄(𝑡)∥+ ∥𝑥0 − 𝑥̄0∥+ 𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(𝑡− 𝑡0)+w 𝑡

𝑡0
𝑙𝑔,𝑖[∥𝑥0 − 𝑥̄0∥+ 𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(𝑠− 𝑡0)]×

exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑠)) d𝑠/2 +
w 𝑡

𝑡0
𝑙𝑚,𝑖[∥𝑥0 − 𝑥̄0∥+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(𝑠− 𝜃(𝑠)− 𝑡0)] exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ 𝜃(𝑠)− 𝑠)) d𝑠/2.

令𝑥0 = 𝑥̄0,对不等式右边进行分步积分,经整理

后可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

∥𝑥̄(𝑡)∥+ 𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,𝑖+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,𝑖. (10)

由式 (7),可得

∥𝑥̄(𝑡)∥ ⩽√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((−𝜀𝑖/2𝛽𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥̄(𝑡0)∥ =√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((−𝜀𝑖/2𝛽𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥. (11)

将其代入式 (10),可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((−𝜀𝑖/2𝛽𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,𝑖+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,𝑖.

令

𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡− 𝑡0) =√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((−𝜀𝑖/2𝛽𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥,

𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥) =

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,𝑖+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,𝑖,

由定义 2可知, 𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡 − 𝑡0)是𝒦ℒ类函数; 由定

义 1可知 𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥)是𝒦类函数. 因此, 根据定

义 3,子系统是输入-状态稳定的. 然后考虑整个切换

系统 (1)的状态轨迹, 假设在 [𝑡0, 𝑡]时间段内, 共进行

了 𝑘次切换, 则过程中实际运行的子系统有𝑁(𝑡0, 𝑡)

= 𝑘 + 1. 系统状态轨迹满足

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽√
𝛽𝑘+1/𝛼𝑘+1 exp((−𝜀𝑘+1/2𝛽𝑘+1)(𝑡− 𝑡𝑘))∥𝑥(𝑡𝑘)∥+

𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑔,𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑘))−
1)/2𝑙𝑔,𝑘+1 + 𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑚,𝑘+1(𝑡+

ℎ− 𝑡𝑘))− 1)/2𝑙𝑚,𝑘+1.

依次将 ∥𝑥(𝑡𝑘)∥, ∥𝑥(𝑡𝑘−1)∥, ⋅ ⋅ ⋅ , ∥𝑥(𝑡1)∥代入, 有𝜇 =

max{√𝛽𝑖/𝛼𝑖}, 𝜆 = min{𝜀𝑖/2𝛽𝑖},经整理后可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

𝜇𝑘+1 exp(−𝜆(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥+ 𝜇𝑘 exp(−
𝜆(𝑡− 𝑡1))(𝑟1 sup ∥𝑢1∥(exp(𝑙𝑔,1(𝑡1 − 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,1+

𝑟1 sup ∥𝑢1∥(exp(𝑙𝑚,1(𝑡1 + ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,1) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑔,𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑘))− 1)/2𝑙𝑔,𝑘+1+

𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑚,𝑘+1(𝑡+ ℎ− 𝑡𝑘))−
1)/2𝑙𝑚,𝑘+1 + 𝜇 exp(−𝜆(𝑡− 𝑡𝑘))×
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(𝑟𝑘 sup ∥𝑢𝑘∥(exp(𝑙𝑔,𝑘(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1))− 1)/2𝑙𝑔,𝑘+

𝑟𝑘 sup ∥𝑢𝑘∥(exp(𝑙𝑚,𝑘(𝑡𝑘 + ℎ− 𝑡𝑘−1))− 1)/2𝑙𝑚,𝑘).

(12)

根据定义 5,有

𝑘 + 1 = 𝑁(𝑡0, 𝑡) ⩽ 𝑁0 + (𝑡− 𝑡0)/𝜏𝑎.

所以

𝜇𝑘+1 = 𝜇𝑁(𝑡0,𝑡) ⩽

𝜇𝑁0+(𝑡−𝑡0)/𝜏𝑎 = 𝜇𝑁0 exp(𝜆∗(𝑡− 𝑡0)).

将其代入式 (12),得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

𝜇𝑁0 exp(−(𝜆− 𝜆∗)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥+ 𝜇𝑘 exp(−
𝜆(𝑡− 𝑡1))(𝑟1 sup ∥𝑢1∥(exp(𝑙𝑔,1(𝑡1 − 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,1+

𝑟1 sup ∥𝑢1∥(exp(𝑙𝑚,1(𝑡1 + ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,1) + ⋅ ⋅ ⋅+
𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑔,𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑘))− 1)/2𝑙𝑔,𝑘+1+

𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑚,𝑘+1(𝑡+ ℎ− 𝑡𝑘))− 1)/

2𝑙𝑚,𝑘+1 + 𝜇 exp(−𝜆(𝑡− 𝑡𝑘))×
(𝑟𝑘 sup ∥𝑢𝑘∥(exp(𝑙𝑔,𝑘(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1))− 1)/2𝑙𝑔,𝑘+

𝑟𝑘 sup ∥𝑢𝑘∥(exp(𝑙𝑚,𝑘(𝑡𝑘 + ℎ− 𝑡𝑘−1))− 1)/2𝑙𝑚,𝑘).

(13)

令

𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡− 𝑡0) =

𝜇𝑁0 exp(−(𝜆− 𝜆∗)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥,
由定义 2可知, 𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡 − 𝑡0)是𝒦ℒ类函数; 令

式 (13)不等号右边除去 𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡 − 𝑡0)的部分为

𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥), 由 定 义 1可 知 𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥)是
𝒦类函数. 因此, 根据定义 3, 切换系统 (1)是输入-状

态稳定的. 2
注注注 1 由定理 1的证明过程可以看出,定理 1是

通过确保自治切换系统 (4)的所有子系统都是指数

稳定的, 进而保证切换系统 (1)的所有子系统都是输

入-状态稳定的,从而实现切换系统 (1)是输入-状态稳

定的.

如果自治切换系统 (4)的所有子系统不都是指数

稳定的, 也就是说切换系统 (1)的所有子系统不都是

输入-状态稳定的,是否还能保证整个切换系统 (1)是

输入-状态稳定的. 经进一步研究,有如下结果:

定定定理理理 2 对于切换系统 (1), 𝑔𝑖(𝑡, 𝑥)和𝑚𝑖(𝑡, 𝑥)的

Lipschitz常数分别为 𝑙𝑔,𝑖, 𝑙𝑚,𝑖; 𝑟𝑖(𝑡, 𝑥)满足 ∥𝑟𝑖(𝑡, 𝑥)∥
⩽ 𝑟𝑖, 𝑢𝑖(𝑡)满足 ∥𝑢𝑖(𝑡)∥ ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥. 当切换系统

(1)的输入为零时,有自治切换系统 (4). 对于自治切换

系统 (4)的所有子系统, 如果存在𝑉𝑖(𝑥̄) : clΩ 𝑥̄
𝑖 → 𝑅,

常数𝛼𝑖 > 0, 𝛽𝑖 > 0和 𝜀𝑖 > 0,当 𝑖 ∈ 𝐼−时,满足

⎧⎨⎩𝛼𝑖∥𝑥̄∥2 ⩽ 𝑉𝑖(𝑥̄) ⩽ 𝛽𝑖∥𝑥̄∥2,
𝑉̇𝑖(𝑥̄) ⩽ −𝜀𝑖∥𝑥̄∥2;

(14)

当 𝑖 ∈ 𝐼+时,满足⎧⎨⎩𝛼𝑖∥𝑥̄∥2 ⩽ 𝑉𝑖(𝑥̄) ⩽ 𝛽𝑖∥𝑥̄∥2,
𝑉̇𝑖(𝑥̄) ⩽ 𝜀𝑖∥𝑥̄∥2.

(15)

其中: 𝐼−表示稳定子系统的集合, 𝐼+表示不稳定子

系统的集合, 𝑇−(𝑡0, 𝑡)表示在 [𝑡0, 𝑡]时间段内系统在

所有 𝑖 ∈ 𝐼−对应的子系统运动的总时间, 𝑇+(𝑡0, 𝑡)表

示在 [𝑡0, 𝑡]时间段内系统在所有 𝑖 ∈ 𝐼+对应的子系统

运动的总时间. 令𝜇 = max{√𝛽𝑖/𝛼𝑖}, 𝜆− = min
𝑖∈𝐼−

{𝜀𝑖/
2𝛽𝑖}, 𝜆+ = max

𝑖∈𝐼+
{𝜀𝑖/2𝛼𝑖}, 0 < 𝜆∗ < 𝜆−,如果切换规则

满足

𝑇−(𝑡0, 𝑡)/𝑇+(𝑡0, 𝑡) ⩾ (𝜆+ + 𝜆∗)/(𝜆− − 𝜆∗), (16)

平均驻留时间满足

𝜏𝑎 ⩾ ln 𝜇̄/𝜆∗, (17)

则非线性切换系统 (1)输入-状态稳定.

证证证明明明 首先对于切换系统 (1)的所有子系统,与

定理 1的推导过程相似,可以得到

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ (18)

∥𝑥̄(𝑡)∥+ 𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,𝑖+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,𝑖. (19)

考虑 𝑖 ∈ 𝐼−的部分子系统,与定理 1中推导过程

一样,可以得到

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((−𝜀𝑖/2𝛽𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,𝑖+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,𝑖.

显然 𝑖 ∈ 𝐼−的部分子系统都是输入-状态稳定的.

考虑 𝑖 ∈ 𝐼+的部分子系统,根据式 (15),有

∥𝑥̄(𝑡)∥ ⩽√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((𝜀𝑖/2𝛼𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥̄(𝑡0)∥ =√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((𝜀𝑖/2𝛼𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥. (20)

将其代入式 (18),可得

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽√
𝛽𝑖/𝛼𝑖 exp((𝜀𝑖/2𝛼𝑖)(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑔,𝑖(𝑡− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,𝑖+

𝑟𝑖 sup ∥𝑢𝑖∥(exp(𝑙𝑚,𝑖(𝑡+ ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,𝑖.

显然 𝑖 ∈ 𝐼+的部分子系统都不是输入-状态稳定的,

甚至是不稳定的. 然后考虑整个切换系统 (1)的状态

轨迹, 假设在 [𝑡0, 𝑡]时间段内, 共进行了 𝑘次切换, 则

过程中实际运行的子系统有𝑁(𝑡0, 𝑡) = 𝑘 + 1. 根据
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式 (16),可得

𝜆+𝑇+(𝑡0, 𝑡)− 𝜆−𝑇−(𝑡0, 𝑡) ⩽

− 𝜆∗(𝑇+(𝑡0, 𝑡) + 𝑇−(𝑡0, 𝑡)) = −𝜆∗(𝑡− 𝑡0). (21)

与定理 1过程类似,经整理后,系统状态轨迹满足

∥𝑥(𝑡)∥ ⩽

𝜇𝑘+1 exp(−𝜆∗(𝑡− 𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥+ 𝜇𝑘 exp1(𝜆
−,

𝜆+, 𝑡)(𝑟1 sup ∥𝑢1∥(exp(𝑙𝑔,1(𝑡1 − 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑔,1+

𝑟1 sup ∥𝑢1∥(exp(𝑙𝑚,1(𝑡1 + ℎ− 𝑡0))− 1)/2𝑙𝑚,1)+. . .+

𝜇 exp𝑘(𝜆
−, 𝜆+, 𝑡)(𝑟𝑘 sup ∥𝑢𝑘∥(exp(𝑙𝑔,𝑘(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1))−

1)/2𝑙𝑔,𝑘 + 𝑟𝑘 sup ∥𝑢𝑘∥(exp(𝑙𝑚,𝑘(𝑡𝑘 + ℎ− 𝑡𝑘−1))−
1)/2𝑙𝑚,𝑘) + 𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑔,𝑘+1(𝑡− 𝑡𝑘))−
1)/2𝑙𝑔,𝑘+1 + 𝑟𝑘+1 sup ∥𝑢𝑘+1∥(exp(𝑙𝑚,𝑘+1(𝑡+ ℎ−
𝑡𝑘))− 1)/2𝑙𝑚,𝑘+1. (22)

其中: exp𝑗(𝜆
−, 𝜆+, 𝑡)是以 𝑒为底数关于𝜆−, 𝜆+, 𝑡的

指数函数. 令 𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡 − 𝑡0) = 𝜇𝑘+1 exp(−𝜆∗(𝑡 −
𝑡0))∥𝑥(𝑡0)∥, 由定义 2可知 𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡 − 𝑡0)是𝒦ℒ类
函数;令式 (21)不等号右边除去𝛽(∥𝑥(𝑡0)∥, 𝑡−𝑡0)的部

分为 𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥), 由定义 1可知 𝛾( sup
𝑡0⩽𝜏⩽𝑡

∥𝑢(𝜏)∥)
是𝒦类函数. 因此,根据定义 3,切换系统 (1)是输入-

状态稳定的. 2
注注注 2 当切换系统 (1)的部分子系统不稳定时,

通过选择合适的切换规则和驻留时间,依然可以保证

整个系统是输入-状态稳定的, 同时无需考虑切换时

刻Lyapunov函数值的变化情况.

4 状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制器器器的的的设设设计计计

切换系统各子系统的状态反馈控制器一般为如

下形式:

𝑢𝑖(𝑡) = 𝐹𝑖𝑥(𝑡), (23)

对于状态反馈矩阵𝐹𝑖,通常的方法一般是通过求解一

组线性矩阵不等式来得到一组固定的𝐹𝑖,不管子系统

在什么时间段运行,也不管运行多少次, 𝐹𝑖始终是固

定不变的. 本节基于第 3节的结论设计一类时变的状

态反馈矩阵𝐹𝑖,它会随着时间的变化而变化,即使同

一个子系统,在不同的时间𝐹𝑖也是不同的,这样更能

适应系统状态的变化.

设计如下子系统状态反馈控制器:

𝑢𝑖(𝑡) = 𝐹𝑖(𝑡)𝑥(𝑡), (24)

对式 (23)两边同时取范数,有

∥𝑢𝑖(𝑡)∥ = ∥𝐹𝑖(𝑡)𝑥(𝑡)∥.
根据范数的相容性,有

∥𝑢𝑖(𝑡)∥ ⩽ ∥𝐹𝑖(𝑡)∥𝐹 ∥𝑥(𝑡)∥.
根据输入有界条件 ∥𝑢𝑖(𝑡)∥ ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥,可得

∥𝑢𝑖(𝑡)∥ ⩽ ∥𝐹𝑖(𝑡)∥𝐹 ∥𝑥(𝑡)∥ ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥,
则

∥𝐹𝑖(𝑡)∥𝐹 ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥/∥𝑥(𝑡)∥. (25)

当系统满足定理 1和定理 2的条件时, 将 ∥𝑥(𝑡)∥代入
式 (24), 即可得到当前 ∥𝐹𝑖(𝑡)∥𝐹 的最大值, 在整个控

制过程中, 只需小于这个最大值,则控制输入就是有

界的,从而保证系统是输入-状态稳定的. 𝐹𝑖的具体结

构, 可根据对系统的具体的性能要求来设计,大大方

便了控制器的设计.

5 算算算例例例仿仿仿真真真

例例例 1 考虑如下由两个子系统所组成的时滞切

换系统:

子系统 1

𝑥̇(𝑡) =

[
−2 1

0 −3

]
𝑥(𝑡) +

[
0.09 0

0 0.09

]
𝑥(𝑡−

𝜃(𝑡)) +

[
1 0

0 1

]
𝑢1(𝑡);

子系统 2

𝑥̇(𝑡) =

[
−3 −2

1 0

]
𝑥(𝑡) +

[
0.09 0

0 0.09

]
𝑥(𝑡−

𝜃(𝑡)) +

[
1 0

0 1

]
𝑢2(𝑡).

其中: 0 ⩽ 𝜃(𝑡) ⩽ 0.5, 𝑥0 = (4,−3), sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥ = 1.

为简化起见,取 ∥𝐹𝑖(𝑡)∥𝐹 ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥/100∥𝑥(𝑡)∥.

可得𝛼1 = 0.647 9, 𝛽1 = 2.903 0, 𝜀1 = 1.313 9,

𝛼2 = 0.653 0, 𝛽2 = 2.912 1, 𝜀2 = 0.573 7. 有𝜇 =

max{√𝛽𝑖/𝛼𝑖} = 2.116 7, 𝜆 = min{𝜀𝑖/2𝛽𝑖} = 0.098 5,

ln𝜇/𝜆 = 7.612 8.

取 𝜏𝑎 = 8 ⩾ 7.612 8,在 𝑡1 = 1时由子系统 1切换

到子系统 2,则系统输入-状态稳定,如图 1所示.

4

0 4 8 12 16
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0

2

t /s

x

x
1

x
2

图 1 例 1的状态轨迹图

例例例 2 考虑如下由两个子系统所组成的时滞切

换系统:

子系统 1

𝑥̇(𝑡) =

[
2 2

1 3

]
𝑥(𝑡) +

[
0.09 0

0 0.09

]
𝑥(𝑡−
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𝜃(𝑡)) +

[
1 0

0 1

]
𝑢1(𝑡);

子系统 2

𝑥̇(𝑡) =

[
−2 1

1 −2

]
𝑥(𝑡) +

[
0.01 0

0 0.01

]
𝑥(𝑡−

𝜃(𝑡)) +

[
1 0

0 1

]
𝑢2(𝑡).

其中: 0 ⩽ 𝜃(𝑡) ⩽ 0.5, 𝑥0 = (4,−3), sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥ = 1.

为简化起见, 取 ∥𝐹𝑖(𝑡)∥𝐹 ⩽ sup ∥𝑢𝑖(𝑡)∥/10∥𝑥(𝑡)∥. 子

系统 1不稳定,子系统 2稳定.

可得𝛼1 = 1.697 2, 𝛽1 = 5.302 8, 𝜀1 = 13.577 6,

𝛼2 = 2.000 0, 𝛽2 = 2.000 0, 𝜀2 = 4.000 0. 有𝜇 =

max{√𝛽𝑖/𝛼𝑖} = 1.767 6, 𝜆+ = 𝜀1/2𝛼1 = 4.000 0, 𝜆−

= 𝜀2/2𝛽2 = 1.000 0. 取𝜆∗ = 0.5, ln𝜇/𝜆∗ = 1.139 2,

𝑇−(𝑡0, 𝑡)/𝑇+(𝑡0, 𝑡) ⩾ (𝜆+ + 𝜆∗)/(𝜆− − 𝜆∗) = 9.

取 𝜏𝑎 = 2 ⩾ 1.139 2,在 𝑡1 = 1时由子系统 1切换

到子系统 2,则系统输入-状态稳定,如图 2所示.
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图 2 例 2的状态轨迹图

6 结结结 论论论

本文对于一类时滞切换系统, 分为两种情况讨

论:一种是所有子系统都是输入-状态稳定的;另一种

是部分子系统是输入-状态稳定的, 还有一部分子系

统是不稳定的. 分别讨论了其输入-状态稳定的条件,

利用多Lyapunov函数的方法保证了稳定子系统的稳

定性, 利用平均驻留时间法和Gronwall-Bellman不等

式,从系统输入-状态稳定的定义出发,推导出了使得

一类时滞切换系统输入-状态稳定的充分条件. 与已

有方法相比,无需所有子系统都是输入-状态稳定的,

允许部分子系统不是输入-状态稳定的, 甚至可以是

不稳定的; 无需构造输入-状态稳定控制Lyapunov函

数; 各子系统输入信号只需满足相应的上界条件,再

通过设计合适的切换规律, 即可实现整个系统的输

入-状态稳定,方便了子系统控制器的设计.最后通过

仿真算例验证了本文所提出方法的可行性.
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