
第 26卷 第 10期
Vol. 26 No. 10

控 制 与 决 策
Control and Decision

2011年 10月
Oct. 2011

非线性离散时间系统带 𝜺误差限的自适应动态规划

文章编号: 1001-0920 (2011) 10-1586-05

林小峰, 张 衡, 宋绍剑, 宋春宁
(广西大学电气工程学院，南宁 530004)

摘 要: 为了获得非线性离散时间系统的最优控制策略,基于自适应动态规划的原理,提出了一种带误差限的自适

应动态规划方法. 对于一个任意的状态,用一个有限长度的控制序列近似最优控制序列,使性能指标与最优性能指标

的误差在一个较小的范围内.选取一个非线性离散时间系统对算法的性能进行数值实验,结果验证了该算法的有效

性,用较少的计算代价获得了近似最优的控制策略.
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Abstract: In order to obtain the optimal control strategy of nonlinear discrete-time systems, based on the principle of

adaptive dynamic programming, an adaptive dynamic programming method with error bound is proposed. For any arbitrary

state, a length-limited control sequence is used to approximate the optimal control sequence, which makes the error between

the performance index and optimal performance index in a smaller range. A nonlinear discrete-time system is chosen for the

numerical experiments about the performance of algorithm, and the results show the effectiveness of the algorithm, and a

near optimal control strategy is obtained with less computational cost.
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1 引引引 言言言

动态规划是解决最优化和最优控制问题的有效

工具. 但由于“维数灾”,高维问题的动态规划在计算

上往往是不可行的. 自适应动态规划 (ADP)采用非线

性函数拟合方法逼近动态规划的性能指标, 有效地

解决了动态规划“维数灾”的难题, 为高维复杂非线

性系统的最优控制提供了一种切实可行的理论和方

法[1-2].

近年来,国际控制界和智能计算领域的许多学者

对自适应动态规划进行了研究[3-5], 但多数是关于算

法和仿真研究,也有一些文献谈到了自适应动态规划

理论问题,如收敛性和最优性等, 但主要是针对线性

系统和特定的非线性系统[6-7]. 文献 [8]研究了有限范

围的离散时间自适应动态规划问题,论证了不同步长

的控制策略与其代价间的关系. [9]引入误差限的概

念, 提出了 𝜀-最优代价和 𝜀-最优控制, 并对相关问题

给出了详细的数学证明. [10]在贝尔曼方程中增加了

折扣因子,进一步阐述了 𝜀-最优代价和 𝜀-自适应动态

规划算法. [11]将 𝜀-最优控制算法思想与迭代自适应

动态规划算法原理相结合,对任意状态求其 𝜀-最优控

制律,极大地提高了算法的效率.

本文针对确定性非线性离散时间系统的动态规

划, 研究了有限范围的终止时间未定的最优控制问

题. 对于任意的可控状态𝑥, 用长度为𝐾𝜀(𝑥) (𝐾𝜀(𝑥)

= 𝑘)的最优控制序列给出性能指标 𝐽∗
𝑘 (𝑥)来近似理

论上的最优性能指标 𝐽∗
∞(𝑥), 𝐽∗

𝑘 (𝑥)不会大于 𝐽∗
∞(𝑥) +
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𝜀, 𝜀为规定的误差限 𝜀 > 0. 系统地介绍了该算法的基

本原理和方法,选取非线性离散时间系统对算法的性

能进行数值实验, 仿真算法表明了该算法的有效性,

用较少的计算代价获得了近似最优的控制策略.

2 离离离散散散时时时间间间系系系统统统的的的 𝜺-自自自适适适应应应动动动态态态规规规划划划
2.1 问问问题题题的的的提提提出出出

对于离散时间确定性系统

𝑥𝑘+1 = 𝐹 (𝑥𝑘, 𝑢𝑘), 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . (1)

其中: 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛为状态向量, 𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑚为控制向量. 系

统函数𝐹 是连续的, 原点是系统的一个平衡点, 系统

在原点附近是可控的. 控制的目标是使状态𝑥到达原

点,即𝑥 = 0. 尝试驱使系统在有限但未知的时间步内

到达该目标,即研究有限范围的终止时间未定的最优

控制问题.

系统 (1)从状态𝑥开始, 在控制序列𝑢 = (𝑢0, 𝑢1,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑁−1)控制下的性能指标定义为

𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝑁−1∑
𝑘=0

𝑈(𝑥𝑘, 𝑢𝑘), (2)

其中𝑈(𝑥, 𝑢)为效用函数, 对于任意 (𝑥, 𝑢), 有𝑈(𝑥, 𝑢)

⩾ 0, 𝑈(0, 0) = 0. 令𝑥0 = 𝑥, 𝑥𝑘 = 𝐹 (𝑥𝑘−1, 𝑢𝑘−1), 𝑘 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 . 在𝑢控制下,状态轨迹的最后一个状态用

𝑥(𝑓)(𝑥, 𝑢)表示. 若存在一个控制序列𝑢使得𝑥(𝑓)(𝑥,

𝑢) = 0, 则称初始状态𝑥0 = 𝑥是可控的, 同时控制序

列𝑢称为𝑥的容许控制序列.

对于任意给定的初始状态𝑥,最优控制的目标是

找到一个容许控制序列𝑢以最小化性能指标 𝐽(𝑥, 𝑢).

控制序列𝑢 = (𝑢0, 𝑢1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑁−1)的长度用 ∣𝑢∣来表
示,但在最优控制序列确定之前,不知道其长度.这类

最优化问题称为终止时间未定的有限范围问题,在研

究这类问题之前,先考虑固定终止时间为 𝑘的有限范

围问题,其中 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ .

令 𝐽∗
𝑘 (𝑥)表示状态𝑥的所有长度为 𝑘的容许控制

序列最优代价,由贝尔曼最优性原理有

𝐽∗
𝑘 (𝑥) = min

𝑢
{𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝐽∗

𝑘−1(𝐹 (𝑥, 𝑢))}, (3)

最优控制向量为

𝜈∗𝑘(𝑥) = argmin
𝑢

{𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝐽∗
𝑘−1(𝐹 (𝑥, 𝑢))}. (4)

动态规划的第 1步是确定函数 𝜈∗1 (⋅). 对于任意给定的
状态向量𝑥,控制向量 𝜈∗1 (𝑥)是下述问题的最优解:

min
𝑢

𝑈(𝑥, 𝑢), s.t. 𝐹 (𝑥, 𝑢) = 0. (5)

相应的性能指标为

𝐽∗
1 (𝑥) = 𝑈(𝑥, 𝜈∗1 (𝑥)). (6)

确定函数 𝜈∗1 (⋅)和 𝐽∗
1 (⋅)后, 可应用式 (3)和 (4)递推求

得 𝜈∗𝑗 (⋅)和 𝐽∗
𝑗 (⋅), 𝑗 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘,从而得到最优控制序

列

𝜈∗𝑘(𝑥0) = (𝜈∗𝑘(𝑥0), 𝜈
∗
𝑘−1(𝑥1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈∗1 (𝑥𝑘−1)).

这时便产生了“维数灾”问题, 因为必须计算并记录

所有的 𝐽∗
𝑗 (⋅)和 𝜈∗𝑗 (⋅), 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘. 在大多数实际应

用中, 𝑘值往往较大,这样对计算和存储的要求是巨大

的.

为了避免“维数灾”, 可以应用无限范围问题的

方法. 无限范围问题研究了具有无限长度的控制序

列,并重新定义容许控制序列为使状态在限定的性能

指标内渐近到达目标的控制序列.无限范围问题仅有

一个最优性能指标,它不依赖于控制序列的长度,因

为所有的控制序列均有一个相同的长度∞. 但性能指

标是无限项的总和,它是一个无穷级数的极限,因此

必须考虑级数 𝐽(𝑥, 𝑢) =

∞∑
𝑘=0

𝑈(𝑥𝑘, 𝑢𝑘)的收敛性. 如

果该极限存在,则其能否达到最大下界 inf 𝐽(𝑥, 𝑢),且

inf 𝐽(𝑥, 𝑢)是否满足HJB方程.

对于很多系统,特别是非线性系统,很难确定是

否存在一个容许控制序列 𝑢̂, 使得性能指标 𝐽(𝑥0, 𝑢̂)

等于最大下界 inf𝑢 𝐽(𝑥0, 𝑢). 另一方面, 若𝑢∗是使用

inf𝑢 𝐽(𝑥0, 𝑢)作为李雅普洛夫函数而确定的控制序列,

则很难确定𝑢∗就是一个容许控制序列. 因此,当试图

找到一个最优代价和一个最优控制器来避免“维数

灾”时, 将面对这样的问题, 即能否用一个容许控制

序列来实现这个最优代价,以及该最优控制器是否为

容许的控制器. 但 inf𝑢 𝐽(𝑥0, 𝑢)不是一个合适的值,虽

然它是所有性能指标的最大下界,但如果试图通过近

似 inf𝑢 𝐽(𝑥0, 𝑢)来控制一个系统时, 则可能会得到一

个非容许的控制器.

如果令 𝐽∗
∞(𝑥) = inf𝑢{𝐽(𝑥, 𝑢), 𝑢 ∈ 𝜗𝑥}, 其中𝜗𝑥

表示𝑥的所有容许控制序列的集合, 则可以证明,

对于每个可控的状态𝑥, 𝐽∗
∞(𝑥)均是有意义的, 显然

𝐽∗
∞(𝑥)是理论上的最优代价. 进一步可以证明, 不同

控制步数的最优性能指标 𝐽∗
𝑘形成了一个非增的序

列, 极限 lim
𝑘→∞

𝐽∗
𝑘等于所有性能指标的最大下界 𝐽∗

∞,

且 𝐽∗
∞满足贝尔曼原理,即

𝐽∗
∞(𝑥) = inf

𝑢
{𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝐽∗

∞(𝐹 (𝑥, 𝑢))}. (7)

因此, 可以将 𝐽∗
∞(𝑥)作为最优性能指标. 那么, 最优

控制的一个自然的策略是, 找到一个控制序列, 使得

相应的性能指标恰好是 𝐽∗
∞(𝑥). 但在许多情况下, 不

能找到使等式 𝐽∗
𝑘 (𝑥) = 𝐽∗

∞(𝑥)成立的 𝑘值,即对于任

意有限长度的控制序列𝑢,从状态𝑥开始的,在𝑢控制

下的性能指标要大于 𝐽∗
∞(𝑥), 而不是等于 𝐽∗

∞(𝑥). 另

一方面,通过求解式 (7),能得到状态𝑥的一个控制向

量 𝜈∗∞(𝑥),进而得到一个控制序列

𝜈∗∞(𝑥) = (𝜈∗∞(𝑥0), 𝜈
∗
∞(𝑥1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜈∗∞(𝑥𝑘), ⋅ ⋅ ⋅ ),
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其中

𝑥0 = 𝑥, 𝑥1 = 𝐹 (𝑥0, 𝜈
∗
∞(𝑥0)), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥𝑘 = 𝐹 (𝑥𝑘−1, 𝜈
∗
∞(𝑥𝑘−1)), ⋅ ⋅ ⋅ .

一般而言, 𝜈∗∞(𝑥)具有无限长度,即通过求解式 (7)得

到的控制器不能在有限时间步数内控制状态到达目

标.

在某些情况中, 𝜈∗∞(𝑥)不是容许控制序列, 即使

是容许控制序列也可能被滥用,因为必须从 𝐽∗
∞的一

个近似 𝐽来获得 𝜈∗∞(𝑥), 而不是从其本身. 如果由计

算误差引起 𝐽 < 𝐽∗
∞(𝑥),则从 𝐽获得的控制将不再是

容许的,由于 𝐽∗
∞是关于所有容许控制序列的所有性

能指标的最大下界, 𝐽不再是性能指标函数.

2.2 𝜺-最最最优优优性性性能能能指指指标标标和和和 𝜺-最最最优优优控控控制制制

解决上述问题的方法是固定控制序列的长度.

预先设置一个正整数𝐾,用 𝐽∗
𝐾(𝑥)作为𝐽∗

∞(𝑥)的一个

近似. 当𝐾足够大时, 𝐽∗
𝐾(𝑥)是对 𝐽∗

∞(𝑥)的一个较好

的近似,但 lim
𝑘→∞

𝐽∗
∞(𝑥) = 𝐽∗

∞(𝑥)有可能不是一致收敛

的.对于一个固定的𝐾,当𝑥较大时, 𝐽∗
𝐾(𝑥)−𝐽∗

∞(𝑥)的

误差可能很大.因此, 可以将控制序列的长度也考虑

进去, 对于不同的𝑥, 将采用不同的𝐾作为最优控制

序列的长度.对于一个给定的误差限 𝜀 > 0,选择𝐾使

𝐽∗
∞(𝑥)和 𝐽∗

𝐾(𝑥)之间的误差不会大于 𝜀.

对于任意可控的状态向量𝑥,定义

𝐾𝜀(𝑥) = min{𝑘 : ∣𝐽∗
𝑘 (𝑥)− 𝐽∗

∞(𝑥)∣ ⩽ 𝜀}, (8)

其中 𝜀是一个大于零的正数. 𝐾𝜀(𝑥)的意义在于,对于

任意的可控状态𝑥,长度为𝐾𝜀(𝑥)(𝐾𝜀(𝑥) = 𝑘)的最优

控制序列将给出一个性能指标 𝐽∗
𝑘 (𝑥), 它将充分地接

近“理论的最优代价”𝐽∗
∞(𝑥). 𝐽∗

𝑘 (𝑥)比 𝐽∗
∞(𝑥)稍微大

一点,但不会大于 𝐽∗
∞(𝑥)+𝜀,这样即可考虑用 𝐽∗

𝑘 (𝑥)来

近似 𝐽∗
∞(𝑥).

再定义一个状态集合𝑇
(𝜀)
𝑘 , 当𝑥 ∈ 𝑇

(𝜀)
𝑘 时, 要找

到性能指标不大于 𝐽∗
∞(𝑥) + 𝜀的最优控制序列,只需

考虑长度 ∣𝑢∣ ⩽ 𝑘的控制序列𝑢即可. 其实𝑇
(𝜀)
𝑘 是一

个区域, 在该区域内, 𝐽∗
𝑘与 𝐽∗

∞之间的误差不超过 𝜀.

当 𝑘较大时, 集合𝑇
(𝜀)
𝑘 也较大. 集合𝑇

(𝜀)
𝑘 的大小也依

赖于 𝜀的值, 𝜀的值越小, 𝑇 (𝜀)
𝑘 集合也越小. 对于每个

可控状态𝑥,总能找到一个合适的 𝑘值,并用长度为 𝑘

的控制序列来近似最优控制.

如果𝑥 ∈ 𝑇
(𝜀)
𝑘 且𝑢∗ = 𝜈∗𝑘(𝑥),则𝐹 (𝑥, 𝑢∗) ∈ 𝑇

(𝜀)
𝑘−1.

因此,再定义一个控制向量的集合为
𝜀,𝑘∏
𝑥

= {𝑢 : 𝐹 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝑇
(𝜀)
𝑘−1}, 𝑥 ∈ 𝑇

(𝜀)
𝑘 . (9)

这样对于任意可控状态𝑥, 假如𝐾𝜀(𝑥) = 𝑘, 则 𝐽∗
𝑘 (𝑥)

是 𝐽∗
∞(𝑥)的误差不大于 𝜀的一个近似. 于是定义 𝜀-最

优性能指标为

𝑉 ∗
𝜀 (𝑥) =

⎧⎨⎩𝐽∗
𝑘 (𝑥), 𝑥 ∕= 0,𝐾𝜀(𝑥) = 𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ;

0, 𝑥 = 0.

(10)

根据𝑉 ∗
𝜀 (𝑥),定义 𝜀-最优控制𝜇∗

𝜀(⋅)为

𝜇∗
𝜀(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝜈∗𝑘(𝑥), 𝑥 ∕= 0,𝐾𝜀(𝑥) = 𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ;
0, 𝑥 = 0.

(11)

这样,对于任意可控状态𝑥,如果 𝑘 = 𝐾𝜀(𝑥) > 0,则有

𝑉 ∗
𝜀 (𝑥) = min

𝑢∈∏𝜀,𝑘
𝑥

{𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝑉 ∗
𝜀 (𝐹 (𝑥, 𝑢))}, (12)

且

𝜇∗
𝜀(𝑥) = arg min

𝑢∈∏𝜀,𝑘
𝑥

{𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝑉 ∗
𝜀 (𝐹 (𝑥, 𝑢))}. (13)

特别地,如果𝐾𝜀(𝑥) = 1,则有
𝜀,1∏
𝑥

= {𝑢 : 𝐹 (𝑥, 𝑢) = 0}, (14)

𝑉 ∗
𝜀 (𝑥) = min

𝑢∈∏𝜀,𝑘
𝑥

{𝑈(𝑥, 𝑢)} = 𝐽∗
1 (𝑥), (15)

𝜇∗
𝜀(𝑥) = arg min

𝑢∈∏𝜀,𝑘
𝑥

{𝑈(𝑥, 𝑢)} = 𝜈∗1 (𝑥). (16)

式 (12)与 (7)较为相似, 但式 (7)中, 右侧是下确

界;式 (12)中,右侧是最小值.下确界不是总能够实现

的, 一方面, 对于任意容许控制序列𝑢, 𝐽(𝑥, 𝑢) =

𝐽∗
∞(𝑥)可能不成立;另一方面,如果 𝑢̃是满足 𝐽(𝑥, 𝑢̃) =

𝐽∗
∞(𝑥)的一个控制序列,则 𝑢̃可能不是容许的. 在 𝑢̃控

制下的轨迹也许不能收敛到目标,然而, 最小值意味

着它是能实现的.

2.3 离离离散散散时时时间间间系系系统统统的的的 𝜺-自自自适适适应应应动动动态态态规规规划划划算算算法法法

𝜀-自适应动态规划算法用 3个网络来分别近似 𝜀-

最优性能指标𝑉 ∗
𝜀 (𝑥), 𝜀-最优控制器𝜇∗

𝜀(𝑥)和𝐾𝜀, 3个

网络对应的输出分别为 𝐽 , 𝜇和 𝐾̂. 算法开始时考虑问

题

𝐽∗
1 (𝑥) = min

𝑢
𝑈(𝑥, 𝑢), s.t. 𝐹 (𝑥, 𝑢) = 0, (17)

使得式 (17)有解的𝑥的集合即为𝑇1. 当𝑋 ∈ 𝑇1时,考

察方程𝐹 (𝑥, 𝑢) = 0. 若该方程只有一个解,则该解就

是 𝜈∗1 (𝑥), 因为它是唯一的选择. 若有不止一个解, 则

选择能最小化代价的那个解.根据下式初始化网络:

𝐽(𝑥) =

⎧⎨⎩𝐽∗
1 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑇1;

0, otherwise.
(18)

𝐾̂(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑥 ∈ 𝑇1, 𝑥 ∕= 0;

0, otherwise.
(19)

𝜇(𝑥) =

⎧⎨⎩ 𝜈∗1 (𝑥), 𝑥 ∈ 𝑇1;

0, otherwise.
(20)

网络 𝐽和𝜇将依据测量的数据按照式 (12)和 (13)进

行更新, 𝐾̂更新为
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𝐾̂(𝑥) = 𝐾̂(𝐹 (𝑥, 𝜇(𝑥))) + 1. (21)

对于每个状态𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 整数𝐾𝜀(𝑥) = 𝑘指出,最

优性能指标将用 𝑘步来实现 (误差限为 𝜀). 若𝐾𝜀(𝑥)是

无限的, 则𝑥是不可控的. 即若𝐾𝜀(𝑥) = 𝑘, 则 𝐽∗
𝑘 (𝑥)

是最优性能指标 𝐽∗
∞(𝑥)的一个近似. 而若𝐾𝜀(𝑥) =

+∞, 则最优代价在有限的时间步内是不能实现的.

作为一个数值算法,仅考虑有界区域和有限的控制步

数. 用max𝐾来代表控制步数的上界,系统从任何初

始状态到达目标的总的控制步数限制在 𝑘 ⩽ max𝐾

中,即对于一个初始状态𝑥,如果控制系统不能从𝑥开

始在max𝐾步内到达目标,则认为𝑥是不可控的.

2.4 𝜺-自自自适适适应应应动动动态态态规规规划划划算算算法法法步步步骤骤骤

Step 1: 初始化. 求解问题 (17)以确定集合𝑇1和

函数𝐽∗
1 (𝑥)和 𝜈∗1 (𝑥),根据式 (18)∼(21)训练𝐾̂(𝑥), 𝐽(𝑥)

和𝜇(𝑥).

Step 2: 从整体状态空间中随机选择一列初始状

态𝑥0 = (𝑥
(1)
0 , 𝑥

(2)
0 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑝)

0 ).

Step 3:对𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,max𝐾执行Step 3∼Step 6.

Step 4: 从初始状态𝑥0开始, 在𝑥1 = (𝑥
(1)
1 , 𝑥

(2)
1 ,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑝)
1 )的控制下运行系统, 记录由此得到的状态,

并计算对应的代价𝐶
(𝑖)
1 = 𝑈(𝑥

(𝑖)
0 , 𝜇(𝑥

(𝑖)
0 )) + 𝐽(𝑥

(𝑖)
1 ).

记录每一个 𝑘
(𝑖)
0 = 𝐾̂(𝑥

(𝑖)
0 )和 𝑘

(𝑖)
1 = 𝐾̂(𝑥

(𝑖)
1 ).

Step 5: 更新 𝐽和 𝐾̂. 对每一个 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝,如

果𝑥
(𝑖)
0 ∈ 𝑇1且 𝐽∗

1 (𝑥
(𝑖)
0 ) ⩽ 𝐶

(𝑖)
1 + 𝜀,则有

𝐽(𝑥
(𝑖)
0 ) = 𝐽∗

1 (𝑥
(𝑖)
0 ).

𝐾̂(𝑥
(𝑖)
0 ) =

⎧⎨⎩ 0, 𝑥𝑖
0 = 0;

1, 𝑥𝑖
0 ∕= 0.

(22)

若 𝑘
(𝑖)
1 ⩽ max(𝑘

(𝑖)
0 − 1, 1),则有

𝐽(𝑥
(𝑖)
0 ) = 𝐶

(𝑖)
1 , 𝐾̂(𝑘

(𝑖)
0 ) = 𝑘

(𝑖)
1 + 1. (23)

Step 6: 更新𝜇. 如果𝑥 ∈ 𝑇1且 𝐽∗
1 (𝑥) ⩽ 𝐽(𝑥) + 𝜀,

则𝜇(𝑥) = 𝜈∗1 (𝑥),且有

𝜇(𝑥) =argmin
𝑢

{𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝐽(𝐹 (𝑥, 𝑢)),

𝐾̂(𝐹 (𝑥, 𝑢)) ⩽ max(𝐾̂(𝑥)− 1, 1)}. (24)

Step 7: 令𝑥0 = 𝑥1.

Step 8: 返回 Step 1,直到该过程收敛为止.

3 实实实验验验分分分析析析

为了评估 𝜀-自适应动态规划算法的性能,选择一

个非二次型效用函数的非线性系统来进行数值实验.

程序用Matlab编写,在Lenovo个人电脑上运行,配置

为Windows XP操作系统和 Pentium IV处理器. 考虑

系统

𝑥𝑘+1 = 𝐹 (𝑥𝑘, 𝑢𝑘) = 𝑥𝑘 + sin(2𝑢𝑘),

其中𝑥𝑘, 𝑢𝑘 ∈ 𝑅,且−5 ⩽ 𝑥𝑘 ⩽ 5, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ . 效用

函数为𝑈(𝑥, 𝑢) = ∣𝑥∣ + 𝑢2,由于𝐹 (0, 0) = 0, 𝑥 = 0是

系统的一个平衡状态,且有𝐹 (𝑥, 𝑢) = 𝑥 + sin(2𝑢),根

据𝐹 (𝑥, 𝑢) = 0,隐函数为

𝑢 = 𝑓 (𝑖)(𝑥) = 0.5 sin−1(−𝑥) + 𝑖π,

𝑢 = 𝑔(𝑖)(𝑥) = −0.5 sin−1(−𝑥) + (𝑖+ 0.5)π.

其中: −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1; 𝑖 = 0,±1,±2, ⋅ ⋅ ⋅ . 容易发现𝑇1 =

[−1, 1],对于𝑥 ∈ 𝑇1,有

𝐽∗
1 (𝑥) = min{𝑈(𝑥, 𝑢) : 𝐹 (𝑥, 𝑢) = 0} =

∣𝑥∣+ (0.5 sin−1(−𝑥))2,

𝜈∗1 (𝑥) = 0.5 sin−1(−𝑥). (25)

因为 sin(2𝑢)的值在−1和 1之间, 可以发现, 对

于任何 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,有𝑇𝑘 = [−𝑘, 𝑘].

在离散时间系统的 𝜀-自适应动态规划算法的

Step 6,需要找到 argmin𝑢[𝑈(𝑥, 𝑢) + 𝐽(𝐹 (𝑥, 𝑢))]. 因为

𝑈(𝑥, 𝑢) = ∣𝑥∣+ 𝑢2, 𝐹 (𝑥, 𝑢) = 𝑥+ sin(2𝑢),所以最小化

问题变为

min
𝑢

{∣𝑥∣+ 𝑢2 + 𝐽(𝜔)}, (26)

其中𝜔 = 𝑥 + sin(2𝑢). 因为 sin(⋅)是周期为 2π的周期

函数,所以式 (26)的最小值仅在𝑢 ∈ (−π/2,π/2)时取

得. 选择误差限的值为 𝜀 = 0.01. 状态的区间是 ∣𝑥∣ ⩽
5, 控制步数限制在 10步. 初始状态集𝑥0为每步 50,

即在每次内部循环迭代开始时, 随机选择 50个初始

状态. 执行 𝜀-自适应动态规划算法, 每次内部循环

进行 10次迭代控制,意味着如果某个状态在 10个控

制步内没有被控制到平衡点, 则该状态是不可控的.

外部循环迭代的次数用𝐿表示, 运行该算法直到𝐿

= 4000. 数值实验的结果如图 1∼图 4所示.

图 1和图 2分别为 𝐽(𝑥)和𝜇(𝑥), 可以发现, 函数

𝐽(𝑥)和𝜇(𝑥)从原点附近开始收敛, 随着外部循环次
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图 4 状态轨迹和控制序列

数的增加, 收敛区域逐渐向整个状态空间扩展, 并

最终在整个状态空间内均能以一个不大于 𝜀的误差

近似最优代价函数 𝐽∗(𝑥)及相应的最优控制𝑢∗(𝑥),

即是本文定义的 𝜀-最优性能指标𝑉 ∗
𝜀 (𝑥)和 𝜀-最优控

制𝜇∗
𝜀(𝑥). 虽然控制函数𝜇(𝑥)始终可以为任意状态𝑥

提供一个控制序列, 但在𝜇(𝑥)于整个状态空间内完

全收敛之前,它所提供的控制序列能否使代价函数满

足误差要求和控制步数要求则是不能确定的, 显然,

𝑉 ∗
𝜀 (𝑥)和𝜇∗

𝜀(𝑥)都是分段函数. 图 3所示为 𝐾̂, 当 ∣𝑥∣
很小时, 𝐾𝜀(𝑥)也很小,即只需较少的控制步数即可驱

使𝑥到达目标,而当 ∣𝑥∣较大时,需要更多的控制步数

才能使状态到达目标.图 4是任意选取的一个状态在

已经训练好的控制器控制下的状态轨迹和控制序列.

由图 4可知,仅用 5个控制步即可将该任意选取的状

态控制到目标.

4 结结结 论论论

本文研究非线性离散时间系统的动态规划,介绍

了一种带有 𝜀误差限的自适应动态规划算法,即离散

时间系统的 𝜀-自适应动态规划算法. 该方法定义了一

个 𝜀-最优性能指标函数𝑉 ∗
𝑐 (⋅), 由它确定的控制器称

为 𝜀-最优控制器𝜇∗
𝑐(⋅). 该控制器总是能够控制状态

以使其接近平衡状态, 同时, 性能指标与理论上最优

的性能指标误差不大于 𝜀. 利用非线性离散时间系统

对算法的性能进行数值实验,结果验证了该算法的可

行性和有效性.
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