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摘 要: 基于二次分离方法研究时变时滞系统的时滞相关稳定性问题.通过引入更为严格的积分二次约束,取得保

守性更小的稳定性判据. 借鉴时变时滞分解思想,提出基于线性矩阵不等式的改进的稳定性判据. 数值算例表明了所

提出方法的有效性.
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Abstract: This paper investigates the delay-dependent stability criterion of time-varying delay systems based on quadratic

separation approach. By introducing some more strict integral quadratic constraints, less conservative stability criterion is

obtained. Based on the idea of the time-varying delay decomposition, an improved stability criterion is obtained in terms of

linear matrix inequalities. Numerical example shows that the effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引 言言言

时滞普遍存在于大量自然和工程系统中[1], 由

于其经常成为系统恶化甚至不稳定的根源, 时滞系

统的稳定性分析和控制器设计一直是研究热点之一.

对于时滞系统稳定性分析, LKF (Lyapunov Krasovskii

functional)方法被广泛采用, 取得的成果也最为丰

富[2-6]. 目前, Gouaisbaut等人将用于不确定系统鲁棒

性分析的二次分离 (QS)方法引入时滞系统稳定性

分析, 取得了一系列有意义的成果. 文献 [7]首次将

QS法用于定常时滞系统的稳定性分析. [8]将该方法

推广到时变时滞情况, 但在推导积分二次约束 (IQC)

条件时使用了比较不精确的不等式放大, 造成

了 [8]中的结果存在较大的保守性, 本文即以此为

主要出发点.

本文基于QS法分析时变时滞系统的时滞相关

稳定性. 通过引入更为严格的 IQC,改进文献 [8]的结

果,并尝试揭示时变时滞情况下QS法与LKF方法之

间的潜在联系.对于定常时滞系统,时滞分解法可以

有效减小稳定性判据的保守性[9]. 该方法通过构造新

的LKF,可以更加充分地利用时滞信息. [9]通过数值

算例表明, 随着增加时滞分解数𝑁 , 可以不断降低稳

定性判据的保守性,并且当𝑁足够大时,甚至可以逼

近解析解. 相似于定常时滞系统, [10]将时滞分解的

思想用于时变时滞系统,称其为时变时滞分解法. 本

文借鉴 [10]的时变时滞分解思想,基于QS法提出一

种改进的时变时滞系统稳定性判据. 最后,通过数值

算例验证了本文所提出方法的有效性.

2 主主主要要要结结结果果果

首先对文中变量作如下说明: 对于对称矩阵𝐴

和𝐵, 𝐴 > 𝐵表示𝐴 − 𝐵正定; diag{ ⋅ }为块对角矩

阵,即 diag{𝑋1, 𝑋2} =

[
𝑋1 0

0 𝑋2

]
; 𝜉 = col{𝜉1, 𝜉2}表
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示 𝜉 = [𝜉T1 𝜉T2 ]
T; 𝐵⊥ ∈ 𝑹𝑛×(𝑛−𝑟)为矩阵𝐵 ∈ 𝑹𝑚×𝑛

的右正交补, 且 rank(𝐵) = 𝑟; 矩阵中的“∗”为对称元

素; 0𝑛和 𝐼𝑛分别为𝑛×𝑛维的零矩阵和单位矩阵,且在

没有引起混淆的情况下简写为 0和 𝐼; 0𝑛×𝑚为𝑛 ×𝑚

维的零矩阵; 𝑒𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑝)为块元矩阵, 如 𝑒2 =

[0 𝐼 0𝑛×(𝑝−2)𝑛];在没有引起混淆的情况下,变量𝑥(𝑡)

和𝑥(𝑠)等分别简写为𝑥和𝑥𝑠等.

考虑如下时变时滞系统:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴𝑑𝑥(𝑡− ℎ(𝑡)), ∀𝑡 ⩾ 0,

𝑥𝑡(𝜃) = 𝜑(𝜃), ∀𝜃 ∈ [−ℎ̄, 0]. (1)

其中ℎ(𝑡)为时变时滞,且满足

0 ⩽ ℎ(𝑡) ⩽ ℎ̄, ℎ̄ > 0, (2)

ℎ̇(𝑡) ⩽ 𝜇. (3)

QS法给出了一个互联系统稳定 (或适定)的充分

条件,具体可总结为如下引理.

引理 1[11] 对于反馈互联系统

𝜔(𝑡) = ∇𝑧(𝑡), 𝐸(𝑡)𝑧(𝑡) = 𝑨(𝑡)𝜔(𝑡). (4)

如果存在矩阵Θ = ΘT使得

[𝐸(𝑡) −𝑨(𝑡)]⊥TΘ [𝐸(𝑡) −𝑨(𝑡)]⊥ > 0, ∀𝑡 (5)

成立, 则系统 (4)稳定 (或适定). 其中: 𝑧(𝑡)和𝜔(𝑡)为

系统增广状态向量; 𝐸(𝑡)为广义约束矩阵, 𝐸(𝑡)与

𝑨(𝑡)共同表征了系统状态之间的动态和静态关系;

∇为包括时滞在内的各种不确定性算子矩阵; Θ为分

离算子,满足如下 IQC条件:

[𝐼 ∇]Θ [𝐼 ∇]T ⩽ 0, ∀𝑡. (6)

对于定常时滞系统, 文献 [7]采用算子∇0 := 𝑥

→
w 𝑡

0
𝑥𝑠d𝑠和∇1 := 𝑥 → 𝑥(𝑡 − ℎ)可以得到时滞无

关稳定性判据. 进而, 再引入算子∇2 := 𝑥 → 𝑥(𝑡 −
ℎ̄)可以得到时滞相关稳定性判据. 下面,考虑采用QS

法分析时变时滞系统 (1)的稳定性, 首先引入一些线

性算子的 IQC条件.

引理 2[8] 对于算子∇0, ∇1,矩阵𝑃 > 0, 𝑄1 > 0,

有如下 IQC条件成立:[
𝐼

∇0

]T [
0 −𝑃

−𝑃 0

][
𝐼

∇0

]
< 0, (7)

[
𝐼

∇1

]T [
−𝑄1 0

0 (1− 𝜇)𝑄1

][
𝐼

∇1

]
< 0. (8)

引理 3[8] 对于算子∇2, ∇5 := 𝑥 →
w T

𝑡−̄ℎ
𝑥(𝑢)d𝑢,

矩阵𝑄2 > 0, 𝑄3 > 0,有如下 IQC条件成立:[
𝐼

∇2

]T [
−𝑄2 0

0 𝑄2

][
𝐼

∇2

]
< 0, (9)

[
𝐼

∇5

]T [
𝛼𝑄3 𝛽𝑄3

𝛽𝑄3 𝑄3

][
𝐼

∇5

]
< 0. (10)

其中: 𝛼 = (𝑐2 − 𝑟2)ℎ̄2, 𝛽 = −𝑐ℎ̄, 𝑐 = 0.25, 𝑟 = 0.75.

引理 4 对于算子∇3 := 𝑥 → 1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥𝑠d𝑠, ∇4 :

= 𝑥 → 1

ℎ̄− ℎ

w 𝑡−ℎ

𝑡−ℎ̄
𝑥𝑠d𝑠,矩阵𝑅 > 0,有如下 IQC条件

成立:⎡⎢⎢⎣
𝐼

∇3

∇4

⎤⎥⎥⎦
T ⎡⎢⎢⎣

−ℎ̄𝑅 0 0

0 ℎ𝑅 0

0 0 (ℎ̄− ℎ)𝑅

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝐼

∇3

∇4

⎤⎥⎥⎦ < 0. (11)

证证证明明明 根据Cauchy-Schwarz (C-S)不等式,可得

ℎ∥∇3∥22 + (ℎ̄− ℎ)∥∇4∥22 =w ∞
0

ℎ
( 1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥𝑠d𝑠

)2

d𝑡+

w ∞
0

(ℎ̄− ℎ)
( 1

ℎ̄− ℎ

w 𝑡−ℎ

𝑡−ℎ̄
𝑥𝑠d𝑠

)2

d𝑡 ⩽
w ∞
0

[w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥2
𝑠d𝑠+

w 𝑡−ℎ

𝑡−ℎ̄
𝑥2
𝑠d𝑠

]
d𝑡 =

w ∞
0

[w 𝑡

𝑡−ℎ̄
𝑥2
𝑠d𝑠

]
d𝑡 =

w 𝑡

𝑡−ℎ̄

[w ∞
0

𝑥2
𝑠d𝑠

]
d𝑡 = ℎ̄∥𝑥∥22. (12)

整理式 (12),可得∇3和∇4的 IQC (11). 2
注 1 引理 4在计算算子∇3和∇4的 IQC时仅使

用了C-S不等式,而文献 [8]在引理 4的证明过程中将w ∞
0

[
ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ
∥𝑥𝑠∥2d𝑠+ (ℎ̄−ℎ)

w 𝑡−ℎ

𝑡−ℎ̄
∥𝑥𝑠∥2d𝑠

]
d𝑡放大为w ∞

0

[
ℎ̄

w 𝑡

𝑡−ℎ
∥𝑥𝑠∥2d𝑠+ ℎ̄

w 𝑡−ℎ

𝑡−ℎ̄
∥𝑥𝑠∥2d𝑠

]
d𝑡,使得引理 4

比 [8]取得的 IQC更为严格,同时也使得下文的定理 1

比 [8]中的结果具有更小的保守性.

引理 5[12] 如下 3个条件相互等价:

1)𝑥TΞ𝑥 < 0, ∀𝐵𝑥 = 0, 𝑥 ∕= 0;

2)𝐵⊥TΞ𝐵⊥ < 0,其中𝐵⊥为𝐵的任意零空间基

矩阵;

3)存在矩阵𝑋 ,使得Ξ +𝑋𝐵 +𝐵T𝑋T < 0.

其中: 𝑥 ∈ 𝑹𝑛为广义状态; 条件 1)中的𝐵𝑥 =

0为广义状态应满足的约束;条件 3)中的矩阵𝑋代表

引入的额外的自由变量,称为乘子矩阵.

下面利用引理 1, 结合 IQC条件 (7)∼ (11), 获得

系统 (1)稳定的充分条件.

定理 1 如果存在适当维数的正定对称矩阵𝑃 ,

𝑄𝑗(𝑗 = 1, 2, 3), 𝑅和矩阵𝑋 , 使得下式成立, 则系统

(1)稳定:

Θ(ℎ) +𝑋[𝐸 −𝑨(ℎ)] + [𝐸 −𝑨(ℎ)]T𝑋T > 0. (13)

其中

𝐸 =

[
𝐼6𝑛

03𝑛×6𝑛

]
, Θ(ℎ) =

[
Θ11 Θ12

ΘT
12 Θ22(ℎ)

]
,
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Θ11 = diag{0,−𝑄1,−𝑄2,−ℎ̄𝑅, 0, 𝛼𝑄3},
Θ12 = diag{−𝑃, 0, 0, 0, 0, 𝛽𝑄3},
Θ22(ℎ) = diag{0, (1− 𝜇)𝑄1, 𝑄2, ℎ𝑅, (ℎ̄− ℎ)𝑅,𝑄3},
𝑨(ℎ) = col{𝑨1,𝑨2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑨9},
𝑨1,4,5,6 = [𝐴 𝐴𝑑 0 0 0 0],

𝑨2,3 = [𝐼 0 0 0 0 0], 𝑨7(ℎ) = [−𝐼 𝐼 0 ℎ𝐼 0 0],

𝑨8(ℎ) = [0 −𝐼 𝐼 0 (ℎ̄− ℎ)𝐼 0],

𝑨9 = [−𝐼 0 𝐼 0 0 𝐼].

证证证明明明 为了利用引理 1, 将系统 (1)表示为反馈

互联形式 (4),即

𝜔 = ∇𝑧, 𝐸𝑧 = 𝑨(ℎ)𝜔.

其中

𝑧 = col{𝑥̇, 𝑥, 𝑥, 𝑥̇, 𝑥̇, 𝑥̇},
𝜔 = col{𝑥, 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑥(𝑡− ℎ̄), 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3},

∇ = diag{∇0,∇1, ⋅ ⋅ ⋅ ,∇5}, 𝑤1 =
1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥̇𝑠d𝑠,

𝑤2 =
1

ℎ̄− ℎ

w 𝑡−ℎ

𝑡−ℎ̄
𝑥̇𝑠d𝑠, 𝑤3 =

w 𝑡

𝑡−ℎ̄
𝑥̇𝑠d𝑠.

矩阵𝐸和𝑨(ℎ)可以根据向量 𝑧和𝜔中各个变量

之间的关系直接确定. 为了确定对应于∇的分离算子
Θ(ℎ), 只需将引理 2, 引理 3和引理 4中∇0,∇1, ⋅ ⋅ ⋅ ,
∇5的 IQC条件代入即可.这样,利用引理 1,对于任意

ℎ,若

[𝐸 −𝑨(ℎ)]⊥TΘ(ℎ)[𝐸 −𝑨(ℎ)]⊥ > 0 (14)

成立,则系统 (4)稳定. 再基于引理 5,可得式 (13)等价

于 (14). 2
注 2 在式 (14)中会出现ℎ的非线性项, 故式

(14)无法直接求解, 但通过引理 5引入乘子变量可

以获得与式 (14)等价的LMI条件 (13). 式 (13)消除了

其中ℎ的耦合,使得ℎ线性地出现在式 (13)中. 这样,

根据鲁棒稳定性理论,式 (13)的可行性等价于其在不

确定参数顶点处的可行性,即式 (13)对于任意ℎ的可

行性等价于其在两个边界点 0和 ℎ̄的可行性.

文献 [7]指出了QS法与LKF法之间存在等价关

系.下面针对时变时滞系统情况, 具体讨论两者之间

的对应关系.考虑如下LKF:

𝑉 (𝑥) =𝑥T𝑃𝑥+
w 𝑡

𝑡−ℎ
𝑥T
𝑠 𝑄1𝑥𝑠d𝑠+

w 𝑡

𝑡−ℎ̄
𝑥T
𝑠 𝑄2𝑥𝑠d𝑠+w 0

−ℎ̄

w 𝑡

𝑡+𝜃
𝑥̇T
𝑠 𝑅𝑥̇𝑠d𝑠d𝜃. (15)

其中: 𝑃 > 0, 𝑄1 > 0, 𝑄2 > 0, 𝑅 > 0. 计算式 (15)的

微分可得

𝑉̇ (𝑥) ⩽2𝑥T𝑃𝑥̇+ 𝑥T(𝑄1 +𝑄2)𝑥− (1− 𝜇)𝑥T(𝑡−
ℎ)𝑄1𝑥(𝑡− ℎ)− 𝑥T(𝑡− ℎ̄)𝑄2𝑥(𝑡− ℎ̄)+

ℎ̄𝑥̇T𝑅𝑥̇−
w 𝑡

𝑡−ℎ̄
𝑥̇T
𝑠 𝑅𝑥̇𝑠d𝑠. (16)

由 Jensen不等式[1],有

−
w 𝑡

𝑡−ℎ̄
𝑥̇T
𝑠 𝑅𝑥̇𝑠d𝑠 ⩽ −ℎ𝑣T1 𝑅𝑣1 − (ℎ̄− ℎ)𝑣T2 𝑅𝑣2. (17)

其中

𝑣1 =
(𝑥− 𝑥(𝑡− ℎ))

ℎ
, 𝑣2 =

(𝑥(𝑡− ℎ)− 𝑥(𝑡− ℎ̄))

ℎ̄− ℎ
.

这样,如果式 (18)成立,则系统 (1)渐近稳定,即

𝑉̇ (𝑥) ⩽ 𝜉TΞ(ℎ)𝜉, ∀𝑆(ℎ)𝜉 = 0. (18)

其中

𝜉 = col{𝑥̇, 𝑥, 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑥(𝑡− ℎ̄), 𝑣1, 𝑣2},
Ξ (ℎ)=diag{Ξ1,−(1− 𝜇)𝑄1,−𝑄2,−ℎ𝑅,−(ℎ̄− ℎ)𝑅},

Ξ1 =

[
ℎ̄𝑅 𝑃

𝑃 𝑄1 +𝑄2

]
,

𝑆(ℎ) =

⎡⎢⎣ −𝐼 𝐴 𝐴𝑑 0 0 0

0 −𝐼 𝐼 0 ℎ𝐼 0

0 0 −𝐼 𝐼 0 (ℎ̄− ℎ)𝐼

⎤⎥⎦ .

利用引理 5,可得到式 (18)等价于

Ξ (ℎ) +𝑋𝑆(ℎ) + 𝑆T(ℎ)𝑋T < 0. (19)

在定理 1中,令𝑄3 = 0,经过矩阵计算可发现式

(19)将与 (13)完全相同, 即QS法中的∇0等算子与

LKF方法中的𝑥T𝑃𝑥等二次项相对应; 而QS法中的

IQC对应于LKF方法中对 𝑉̇ (𝑥(𝑡))中各项的定界; 特

别是QS法中所使用的Cauchy-Schwarz不等式对应

于LKF方法中的 Jensen不等式. 实际上, Jensen不等

式可以由Cauchy-Schwarz不等式证明得到. 但QS法

与LKF方法相比有两个不同之处: 1)可以更加方便

地利用频域知识达到对某些算子更精确的定界,例如

定理 1中的算子∇5,在时域中只能得到相当保守的定

界 (𝑐 = 0, 𝑟 = 1); 2) QS法一般会得到更大维数的

LMI条件,例如:令𝑄3 = 0,等价条件式 (13)和 (19)的

维数分别为 10𝑛和 6𝑛, 𝑛为系数状态维数. 下面通过

引入新的算子和相应的 IQC,采用与定理 1相似的方

法,取得保守性更小的稳定性判据.

引理 6 对于算子

∇̄1 := 𝑥 → 𝑥(𝑡− ℎ/2), ∇̄2 := 𝑥 → 𝑥(𝑡− ℎ̄/2),

∇̄3 := 𝑥 → 1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ/2
𝑥𝑠d𝑠,

∇̄4 := 𝑥 → 1

ℎ̄− ℎ

w 𝑡−ℎ/2

𝑡−ℎ̄/2
𝑥𝑠d𝑠,

∇̄5 := 𝑥 →
w 𝑡

𝑡−ℎ̄/2
𝑥𝑠d𝑠,

矩阵 𝑄̄1 > 0, 𝑄̄2 > 0, 𝑄̄3 > 0, 𝑅̄ > 0, 有如下 IQC成

立:[
𝐼

∇̄1

]T [
−𝑄̄1 0

0 (1− 𝜇/2)𝑄̄1

][
𝐼

∇̄1

]
< 0, (20)
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𝐼

∇̄2

]T [
−𝑄̄2 0

0 𝑄̄2

][
𝐼

∇̄2

]
< 0, (21)

[
𝐼

∇̄5

]T [
𝛼𝑄̄3/4 𝛽𝑄̄3/2

𝛽𝑄̄3/2 𝑄̄3

][
𝐼

∇̄5

]
< 0, (22)

⎡⎢⎣ 𝐼

∇̄3

∇̄4

⎤⎥⎦
T ⎡⎢⎣ −ℎ̄𝑅̄/4 0 0

0 ℎ𝑅̄ 0

0 0 (ℎ̄− ℎ)𝑅̄

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝐼

∇̄3

∇̄4

⎤⎥⎦ < 0.

(23)

证证证明明明 IQC (20)和 (21)的证明过程参见文献 [8].

假设零初始条件,对于𝑇 > 0,截断𝑥(𝑡),即对于 𝑡 > 𝑇 ,

𝑥(𝑡) = 0,有

𝑥T

[
𝐼

∇̄1

]T [
−𝑄̄1 0

0 (1− 𝜇/2)𝑄̄1

][
𝐼

∇̄1

]
𝑥 =

−
w ∞
0

𝑥T
𝑠 𝑄̄1𝑥𝑠d𝑠+w ∞

0
𝑥T
𝑠−ℎ(𝑠)/2(1− 𝜇/2)𝑄̄1𝑥𝑠−ℎ(𝑠)/2d𝑠 ⩽

−
w ∞
0

𝑥T
𝑠 𝑄̄1𝑥𝑠d𝑠+w ∞

0
𝑥T
𝑠−ℎ/2(1− ℎ̇(𝑠)/2)𝑄̄1𝑥𝑠−ℎ/2d𝑠 =

−
w 𝑡

0
𝑥T
𝑠 𝑄̄1𝑥𝑠d𝑠+

w 𝑇−ℎ𝑇 /2

−ℎ0/2
𝑥T
𝑠 𝑄̄1𝑥𝑠d𝑠 =

−
w 𝑡

𝑇−ℎ𝑇 /2
𝑥T
𝑠 𝑄̄1𝑥𝑠d𝑠 < 0,

𝑥T

[
𝐼

∇̄2

]T [
−𝑄̄2 0

0 𝑄̄2

][
𝐼

∇̄2

]
𝑥 =

−
w ∞
0

𝑥T
𝑠 𝑄̄2𝑥𝑠d𝑠+

w ∞
0

𝑥T
𝑠−ℎ̄/2𝑄̄2𝑥𝑠−ℎ̄/2d𝑠 =

−
w 𝑡

0
𝑥T
𝑠 𝑄̄2𝑥𝑠d𝑠+

w 𝑇−ℎ̄/2

−ℎ̄/2
𝑥T
𝑠 𝑄̄2𝑥𝑠d𝑠 =

−
w 𝑡

𝑇−ℎ̄/2
𝑥T
𝑠 𝑄̄2𝑥𝑠d𝑠 < 0.

将 ℎ̄/2替代式 (10)中的 ℎ̄即可得到 IQC (22). IQC (23)

的证明过程参见引理 4,根据Cauchy-Schwarz不等式,

可得

ℎ∥∇̄3∥22 + (ℎ̄− ℎ)∥∇̄4∥22 =w ∞
0

ℎ
( 1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ/2
𝑥𝑠d𝑠

)2

d𝑡+

w ∞
0

(ℎ̄− ℎ)
( 1

ℎ̄− ℎ

w 𝑡−ℎ/2

𝑡−ℎ̄/2
𝑥𝑠d𝑠

)2

d𝑡 ⩽
w ∞
0

[1
2

w 𝑡

𝑡−ℎ/2
𝑥2
𝑠d𝑠+

1

2

w 𝑡−ℎ/2

𝑡−ℎ̄/2
𝑥2
𝑠d𝑠

]
d𝑡 =

1

2

w ∞
0

[w 𝑡

𝑡−ℎ̄/2
𝑥2
𝑠d𝑠

]
d𝑡 =

1

2

w 𝑡

𝑡−ℎ̄/2

[w ∞
0

𝑥2
𝑠d𝑠

]
d𝑡 =

ℎ̄

4
∥𝑥∥22.

整理上式,即可得到 ∇̄3和 ∇̄4的 IQC (23). 2
引理 7[10] 定义函数𝐷(𝑡) = 𝑡 − ℎ/2, 𝐷2(𝑡) =

𝐷(𝐷(𝑡)),对于算子∇6 = 𝑥 →
w 𝐷2(𝑡)

𝑡−ℎ
𝑥𝑠d𝑠和矩阵𝑄4

> 0,有如下 IQC成立:[
𝐼

∇6

]T [
−𝜗𝑄4 0

0 𝑄4

][
𝐼

∇6

]
< 0, (24)

其中𝜗 = ℎ̄2𝜇2/(42(1− 𝜇)).

定理 2 如果存在适当维数的正定对称矩阵𝑃 ,

𝑄1, 𝑄̄1, 𝑄̄2, 𝑄̄3, 𝑄4, 𝑅, 𝑅̄和矩阵𝑋使得下式成立,则

系统 (1)渐近稳定:

Θ̄(ℎ) +𝑋[𝐸̄ −𝑨̄(ℎ)] + [𝐸̄ −𝑨̄(ℎ)]T𝑋T > 0. (25)

其中

𝐸̄ =

[
𝐼12𝑛

06𝑛×12𝑛

]
, Θ̄(ℎ) =

[
Θ̄11 Θ̄12

Θ̄T
12 Θ̄22(ℎ)

]
,

Θ̄11 = diag{0,−𝑄1,−𝑄̄1,−𝑄̄2,−ℎ̄𝑅, 0,

− ℎ̄𝑅̄/4, 0, 𝛼𝑄̄3/4, 𝜗𝑄4},
Θ̄12 = diag{−𝑃, 0, 02𝑛, 02𝑛, 0, 0, 0, 0, 𝛽𝑄̄3/2, 0},
Θ̄22 = diag{0, (1− 𝜇)𝑄1, (1− 𝜇/2)𝑄̄1, 𝑄̄2, ℎ𝑅,

(ℎ̄− ℎ)𝑅, ℎ𝑅̄, (ℎ̄− ℎ)𝑅̄, 𝑄̄3, 𝑄4},
𝑨̄(𝑡) = col{𝑨̄1, 𝑨̄2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑨̄16},
𝑨̄1,7,8,⋅⋅⋅ ,12 = [𝐴 𝐴𝑑 0𝑛×10𝑛],

𝑨̄2,3,5 = [𝐼 0𝑛×11𝑛], 𝑨̄4 = [0𝑛×2𝑛 𝐼 0𝑛×9𝑛],

𝑨̄6 = [0𝑛×4𝑛 𝐼 0𝑛×7𝑛],

𝑨̄13(ℎ) = [−𝐼 𝐼 0𝑛×4𝑛 ℎ𝐼 0𝑛×5𝑛],

𝑨̄14(ℎ) = [0 −𝐼 0𝑛×3𝑛 𝐼 0 (ℎ̄− ℎ)𝐼 0𝑛×4𝑛],

𝑨̄15(ℎ) = [−𝐼 0 𝐼 0𝑛×5𝑛 ℎ𝐼 0𝑛×3𝑛],

𝑨̄16(ℎ) = [0𝑛×2𝑛 −𝐼 0 𝐼 0𝑛×4𝑛 (ℎ̄− ℎ)𝐼 0𝑛×2𝑛],

𝑨̄17 = [−𝐼 0𝑛×3𝑛 𝐼 0𝑛×5𝑛 𝐼 0],

𝑨̄18 = [0 𝐼 0 −𝐼 0𝑛×7𝑛 𝐼].

证证证明明明 与定理 1的证明相似, 引入引理 6和引

理 7中新的算子, 将系统 (1)重新表示为反馈互联形

式 (4),其中

𝑧 = col{𝑥̇, 𝑥, 𝑥, 𝑥1, 𝑥, 𝑥(𝑡− ℎ̄/2), 𝑥̇, 𝑥̇, 𝑥̇, 𝑥̇, 𝑥̇, 𝑥̇},
𝜔 = col{𝑥, 𝑥(𝑡− ℎ), 𝑥1, 𝑥2, 𝑥(𝑡− ℎ̄/2)𝑥(𝑡− ℎ̄),

𝑤1, 𝑤2, 𝑤̄1, 𝑤̄2, 𝑤̄3, 𝑤4},

𝑤̄1 =
1

ℎ

w 𝑡

𝑡−ℎ/2
𝑥̇𝑠d𝑠, 𝑤̄2 =

1

ℎ̄− ℎ

w 𝑡−ℎ/2

𝑡−ℎ̄/2
𝑥̇𝑠d𝑠,

𝑤̄3 =
w 𝑡

𝑡−ℎ̄/2
𝑥̇𝑠d𝑠, 𝑤4 =

w 𝐷2(𝑡)

𝑡−ℎ
𝑥̇𝑠d𝑠,

∇ = diag{∇0,∇1, ∇̄1, ∇̄2,∇3,∇4, ∇̄3, ∇̄4, ∇̄5,∇6}.
利用引理 6和引理 7中的 IQC, 可得分离算子 Θ̄(ℎ),

进而根据引理 5可得证. 2
注 3 定理 2中使用新算子 ∇̄5引入的频域 IQC

和引理 6中对算子 ∇̄3, ∇̄4定界得更为严格的 IQC,使

得定理 2减小了文献 [10]中结果的保守性.
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注 4 本文只给出了分解次数𝑁 = 2的情况,对

于分解次数𝑁 ⩾ 3的情况,可以采用定理 2的方法自

行推导. 随着增大分解次数,可以获得保守性更小的

结果,但所需求解的LMI的维数和所涉及的求解变量

数也将增多,从而加重计算负担.

3 数数数值值值分分分析析析

考虑系统 (1),参数如下:

𝐴 =

[
−2 0

0 −0.9

]
, 𝐴𝑑 =

[
−1 0

−1 −1

]
.

为便于比较,表 1给出了对于不同𝜇保证该系统稳定

的最大时滞上界 ℎ̄. 所有计算均使用计算软件Matlab

和Yalmip[13]环境下的解算器 SeDuMi[14]. 由表 1可见,

定理 1和定理 2分别改进了文献 [8]和 [10]的结果,其

中定理 2和 [10]的分解次数𝑁同为 2, 而定理 2相对

于定理 1可以取得更大的 ℎ̄, 表明了采用时变时滞分

解技术可以有效减小保守性.

表 1 对于不同𝝁的最大时滞上界 𝒉̄

𝜇 0 0.1 0.2 0.5 0.8

文献 [8] 4.568 3.673 3.085 2.043 1.492

定理 1 5.843 5.262 5.262 5.262 5.262

文献 [10] 5.717 4.286 3.366 2.008 1.364

定理 2 6.152 5.966 5.853 5.654 5.607

4 结结结 论论论

本文基于QS方法研究了时变时滞系统的时滞

相关稳定性. 通过引入更为严格的 IQC,取得了保守

性更小的稳定性判据. 借鉴时变时滞分解思想,提出

了一种改进的时变时滞系统稳定性判据. 数值算例表

明了所提出方法的有效性. 下一步的研究方向是在

QS方法中引入滤波器变换方法[15]和高阶微分方

法[16],尝试进一步减小稳定性判据的保守性.
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