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摘 要: 将时滞线性参数变化 (LPV)思想应用于重复过程,研究其𝐻∞控制问题.基于参数依赖Lyapunov函数方法,

给出了该重复过程的稳定性和控制器设计的充分条件;同时通过投影定理引入两个附加矩阵,解除了重复过程矩阵

和依赖于参数的Lyapunov函数矩阵之间的耦合,使得到的条件便于求解. 仿真实例表明了该设计方法的有效性.
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Abstract: The paper investigates the problem of 𝐻∞ control for a class of time-delayed linear parameter varying repetitive

processes. Sufficient conditions for the analysis of stability and the existence of the controller are proposed, which are

established in terms of the parameter-dependent Lyapunov functions. By using the projection lemma and with the help of

two slack matrices, the parameter-dependent Lyapunov functions matrices and the repetitive processes matrices are decoupled

so that the problem is solved. A numerical example illustrates the effectiveness of the proposed design scheme.

Key words: linear parameter-varying repetitive processes；parameter-dependent Lyapunov functions；parameter linear

matrix inequalities；𝐻∞ control

1 引引引 言言言

重复过程是一种具有理论和实际意义的特殊二

维系统.该过程的主要特点是具有一系列重复性动作,

这种动作在一个固定的有限时间内动态进行,并且每

一次动作的输出结果又作用于下一次动作,对下一次

动作的输出结果产生影响. 这与Rosser[1]和Gao[2]研

究的二维系统有着本质区别.近年来, 对重复过程的

研究已引起人们越来越多的关注,出现了很多研究成

果. 例如: 文献 [3-4]研究其控制问题; [5-6]采用线性

矩阵不等式的方法研究其稳定性问题; [7-8]分别研究

其𝐿2-𝐿∞滤波和𝐻∞模型降阶问题.

线性参数变化 (LPV)系统是一类重要的时变系

统,许多实际系统 (如机器人、磁悬浮轴承、飞行器等)

都可用上述模型来描述. 近年来,针对LPV系统的研

究已引起国内外学者的广泛关注,并取得大量的研究

成果[9-11]. 然而,这些研究仅限于一般的系统.

本文研究了时滞线性参数变化重复过程的𝐻∞
控制问题.基于参数线性矩阵不等式方法给出了该重

复过程参数二次稳定的时滞相关的充分条件.通过投

影定理引入两个附加矩阵, 解除了系统矩阵和参数

依赖的Lyapunov函数矩阵之间的耦合, 得到了便于

求解的充分条件.最后通过数值算例验证了所提出的

𝐻∞控制器设计方法的可行性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下时滞LPV重复过程:

𝑥̇𝑘+1(𝑡) = 𝐴(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) +𝐴𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))+

𝐴1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡) +𝐴2(𝜌)𝑢𝑘+1(𝑡)+

𝐴3(𝜌)𝑤𝑘+1(𝑡),

𝑦𝑘+1(𝑡) = 𝐵(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) +𝐵𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))+
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𝐵1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡) +𝐵2(𝜌)𝑢𝑘+1(𝑡)+

𝐵3(𝜌)𝑤𝑘+1(𝑡),

𝑧𝑘+1(𝑡) = 𝐶(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) + 𝐶1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡),

𝑥𝑘+1(0) = 0, ∀𝑘 ⩾ 0,

𝑦0(𝑡) = 0, ∀0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝛼. (1)

其中: 𝛼是通道长度, 在第 𝑘个通道上, 𝑥𝑘+1(𝑡) ∈ 𝑅𝑛

是过程状态向量; 𝑦𝑘(𝑡) ∈ 𝑅𝑚是通道剖面向量;

𝑢𝑘+1(𝑡) ∈ 𝑅𝑙是控制输入向量; 𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝑅𝑞是扰动

输入,并假定其为能量有界,即𝐿2 ∈ {[0,∞), [0,∞)};

𝑧𝑘+1(𝑡) ∈ 𝑅𝑝是输出信号; 假定系统 (1)中的矩阵

𝐴(⋅), 𝐴𝑑(⋅), 𝐴1(⋅), 𝐴2(⋅), 𝐴3(⋅), 𝐵(⋅), 𝐵𝑑(⋅), 𝐵1(⋅), 𝐵2(⋅),
𝐵3(⋅), 𝐶(⋅), 𝐶1(⋅)和滞后 𝜏(⋅)均为时变参数 𝜌(𝑡)的函

数,且

0 < 𝜏(⋅) ⩽ 𝜏 < ∞, 0 ⩽ ⋅
𝜏(⋅) ⩽ 𝜏𝑑 < 1, ∀𝑡 ⩾ 0. (2)

𝜌(𝑡) = [𝜌1(𝑡), 𝜌2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜌𝑠(𝑡)]T, 参数向量 𝜌𝑖(𝑡) ∈ [𝜌𝑖
−
,

−
𝜌𝑖]满足 𝜌𝑖(𝑡)实时可测. 以下用 𝜌, 𝜌𝑖代表 𝜌(𝑡)和 𝜌𝑖(𝑡),

参数变化率
⋅
𝜌𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡) ∈ [𝑣𝑖

−
,
−
𝑣 𝑖].

假定系统的状态可以直接测量,本文的目的是设

计一个无记忆状态反馈控制器

𝑢𝑘+1(𝑡) = [ 𝐾1(𝜌) 𝐾2(𝜌) ]

[
𝑥𝑘+1(𝑡)

𝑦𝑘(𝑡)

]
=

𝐾1(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) +𝐾2(𝜌)𝑦𝑘(𝑡). (3)

其中: 𝐾1(𝜌)和𝐾2(𝜌)是待设计的状态反馈控制器的

增益, 依赖于参数 𝜌(𝑡). 于是由式 (1)和 (3)可得闭环

时滞LPV重复过程为⎧⎨⎩

𝑥̇𝑘+1(𝑡) = 𝐴(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) +𝐴𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))+

𝐴1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡) +𝐴3(𝜌)𝑤𝑘+1(𝑡),

𝑦𝑘+1(𝑡) = 𝐵̂(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) +𝐵𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))+

𝐵̂1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡) +𝐵3(𝜌)𝑤𝑘+1(𝑡),

𝑧𝑘+1(𝑡) = 𝐶(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) + 𝐶1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡),

𝑥𝑘+1(0) = 0, ∀𝑘 ⩾ 0,

𝑥0(𝑡) = 0, ∀0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝛼.

(4)

其中

𝐴(𝜌) = 𝐴(𝜌) +𝐴2(𝜌)𝐾1(𝜌),

𝐴1(𝜌) = 𝐴1(𝜌) +𝐴2(𝜌)𝐾2(𝜌),

𝐵̂(𝜌) = 𝐵(𝜌) +𝐵2(𝜌)𝐾1(𝜌),

𝐵̂1(𝜌) = 𝐵1(𝜌) +𝐵2(𝜌)𝐾2(𝜌).

3 𝐻∞状状状态态态反反反馈馈馈控控控制制制

本文的目标是:给定时滞LPV重复过程 (1),设计

形如式 (3)的无记忆𝐻∞状态反馈控制器, 使闭环时

滞LPV重复过程 (4)渐近稳定, 且满足在零初始条件

下 (即𝑥𝑘+1(0) = 0,∀𝑘 ⩾ 0; 𝑦0(𝑡) = 0,∀0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝛼)对

于任意的𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝐿2{[0,∞), [0,∞)}且不为 0,有

∥𝑧𝑘+1(𝑡)∥2 < 𝛾 ∥𝑤𝑘+1(𝑡)∥2 , 𝛾 > 0. (5)

其中

∥𝑓(𝑡)∥2 =

√w ∞
0

𝑓(𝑡)T𝑓(𝑡)d𝑡.

满足以上要求的控制器称为𝐻∞状态反馈控制器.

3.1 闭闭闭环环环过过过程程程的的的稳稳稳定定定性性性与与与𝐻∞性性性能能能分分分析析析

本节分析闭环时滞LPV重复过程 (4)的稳定性

和𝐻∞性能.首先给出一个有用的引理.

引引引理理理 1 给定一个对称矩阵Ξ ∈ 𝑅𝑚×𝑚和两个

具有适当维数的一般矩阵𝑀,𝑁 , 存在一个矩阵𝑈使

得线性矩阵不等式

Ξ +𝑀T𝑈𝑁 +𝑁T𝑈T𝑀 < 0 (6)

成立的充分必要条件是下述不等式成立:

𝑀⊥𝑇Ξ𝑀⊥ < 0, 𝑁⊥𝑇Ξ𝑁⊥ < 0. (7)

其中: 𝑀⊥和𝑁⊥分别为其对应的直交补.

下面的定理将给出闭环过程 (4)渐近稳定并满足

𝐻∞性能指标 𝛾 > 0的充分条件.

定定定理理理 1 考虑闭环时滞LPV重复过程 (4),给定

正常数 𝛾和 𝜏 , 对于任意的时滞 𝜏(𝜌)满足式 (2). 如果

存在连续可微矩阵𝑃 (𝜌) > 0,常矩阵𝑄1 > 0, 𝑄2 > 0,

𝑄3 > 0使得如下参数线性矩阵不等式对于所有参数

变化轨迹均成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Π11 Π12 Π13 Π14 𝐶T(𝜌) 𝐵̂T(𝜌) Π17

∗ Π22 0 0 0 𝐵T
𝑑 (𝜌) Π27

∗ ∗ −𝑄2 0 𝐶T
1 (𝜌) 𝐵̂T

1 (𝜌) Π37

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼 0 𝐵T
3 (𝜌) Π47

∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0.

(8)

其中

Π11 = 𝑃 (𝜌)𝐴(𝜌) +𝐴T(𝜌)𝑃 (𝜌) +𝑄1+

𝑠∑
𝑖=1

(𝑣𝑖∂𝑃 (𝜌)/∂𝑃𝑖)−𝑄3,

Π12 = 𝑃 (𝜌)𝐴𝑑(𝜌) +𝑄3, Π13 = 𝑃 (𝜌)𝐴1(𝜌),

Π14 = 𝑃 (𝜌)𝐴3(𝜌), Π17 = 𝜏𝐴T(𝜌)𝑄3,

Π22 = −(1−
𝑠∑

𝑖=1

(𝑣𝑖∂𝜏(𝜌)/∂𝑃𝑖))𝑄1 −𝑄3,

Π27 = 𝜏𝐴T
𝑑 (𝜌)𝑄3, Π37 = 𝜏𝐴T

1 (𝜌)𝑄3,

Π47 = 𝜏𝐴T
3 (𝜌)𝑄3.

则在零初始条件下对于任意的𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝐿2{[0,∞),

[0,∞)}且不为 0, 闭环时滞LPV重复过程 (4)渐近稳

定且满足式 (5)的𝐻∞性能指标.
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证证证明明明 建立闭环时滞LPV重复过程渐近稳定的

条件.选取如下的Lyapunov-Krasovskii函数:⎧⎨⎩

𝑉 (𝑡, 𝑘) = 𝑉1(𝑡, 𝑘) + 𝑉2(𝑘, 𝑡) + 𝑉3(𝑡, 𝑘),

𝑉1(𝑡, 𝑘) = 𝑥T
𝑘+1(𝑡)𝑃 (𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡)+w 𝑡

𝑡−𝜏(𝜌)
𝑥T
𝑘+1(𝑠)𝑄1𝑥𝑘+1(𝑠)d𝑠,

𝑉2(𝑘, 𝑡) = 𝑦T𝑘 (𝑡)𝑄2𝑦𝑘(𝑡),

𝑉3(𝑡, 𝑘) = 𝜏
w 0

−𝜏

w 𝑡

𝑡+𝑠
𝑥̇T
𝑘+1(𝜃)𝑄3𝑥̇𝑘+1(𝜃)d𝜃d𝑠.

(9)

其中: 𝑃 (𝜌) > 0, 𝑄1 > 0, 𝑄2 > 0, 𝑄3 > 0.

沿方程 (4) (𝑤𝑘+1(𝑡) = 0)的解分别对式 (9)中各

式求导数,得

𝑉̇1(𝑡, 𝑘) =

2𝑥T
𝑘+1(𝑡)𝑃 (𝜌)[𝐴(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡)+

𝐴𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌)) +𝐴1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡)]+

𝑥T
𝑘+1(𝑡)𝑃̇ (𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) + 𝑥T

𝑘+1(𝑡)𝑄1𝑥𝑘+1(𝑡)−(
1−

𝑠∑
𝑖=1

(𝑣𝑖∂𝜏(𝜌)/∂𝑃𝑖)
)
×

𝑥T
𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))𝑄1𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌)), (10)

Δ𝑉2(𝑘, 𝑡) =

𝑦T𝑘+1(𝑡)𝑄2𝑦𝑘+1(𝑡)− 𝑦T𝑘 (𝑡)𝑄2𝑦𝑘(𝑡) =

𝑥T
𝑘+1(𝑡)𝐵̂

T(𝜌)𝑄2𝐵̂(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡)+

2𝑥T
𝑘+1(𝑡)𝐵̂

T(𝜌)𝑄2𝐵𝑑(𝜌)1𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))+

2𝑥𝑘+1(𝑡)𝐵̂
T(𝜌)𝑄2𝐵̂1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡)+

𝑥T
𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))𝐵T

𝑑 (𝜌)𝑄2𝐵𝑑(𝜌)×
𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌)) + 2𝑥T

𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))×
𝐵T

𝑑 (𝜌)𝑄2𝐵1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡)+

𝑦T𝑘 (𝑡)[𝐵̂
T
1 (𝜌)𝑄2𝐵1(𝜌)−𝑄2]𝑦𝑘(𝑡), (11)

𝑉̇3(𝑡, 𝑘) ⩽

𝜏2𝑥̇T
𝑘+1(𝑡)𝑄3𝑥̇𝑘+1(𝑡)−

𝜏
w 𝑡

𝑡−𝜏(𝜌)
𝑥̇T
𝑘+1(𝜃)𝑄3𝑥̇𝑘+1(𝜃)d𝜃 ⩽

𝜏2[𝐴(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡) +𝐴𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌))+

𝐴1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡)]
T𝑄3[𝐴(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡)+

𝐴𝑑(𝜌)𝑥𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌)) +𝐴1(𝜌)𝑦𝑘(𝑡)]−w 𝑡

𝑡−𝜏(𝜌)
𝑥̇T
𝑘+1(𝜃)d𝜃𝑄3

w 𝑡

𝑡−𝜏(𝜌)
𝑥̇𝑘+1(𝜃)d𝜃. (12)

综合式 (10)∼ (12),可得

Δ𝑉 (𝑘, 𝑡) = 𝑉̇1(𝑡, 𝑘) + Δ𝑉2(𝑘, 𝑡) + 𝑉̇3(𝑡, 𝑘) ⩽

ΦT
𝑘 (𝑡)ΠΦ𝑘(𝑡). (13)

其中

Φ𝑘(𝑡) = [ 𝑥T
𝑘+1(𝑡) 𝑥T

𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌)) 𝑦T𝑘 (𝑡) ]
T,

Π =

⎡⎢⎣Π11 Π12 Π13

∗ Π22 0

∗ ∗ −𝑄2

⎤⎥⎦+
⎡⎢⎣ 𝐵̂T(𝜌)

𝐵T
𝑑 (𝜌)

𝐵̂T
1 (𝜌)

⎤⎥⎦𝑄2

⎡⎢⎣ 𝐵̂T(𝜌)

𝐵T
𝑑 (𝜌)

𝐵̂T
1 (𝜌)

⎤⎥⎦
T

+

𝜏2

⎡⎢⎣ 𝐴T(𝜌)

𝐴T
𝑑 (𝜌)

𝐴T
1 (𝜌)

⎤⎥⎦𝑄2

⎡⎢⎣ 𝐴T(𝜌)

𝐴T
𝑑 (𝜌)

𝐴T
1 (𝜌)

⎤⎥⎦
T

.

Π11,Π12,Π13,Π22在式 (8)中已定义.由式 (8)可推出⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Π11 + 𝜆𝐼 Π12 Π13 𝐵̂T(𝜌) 𝜏𝐴T(𝜌)

∗ Π22 0 𝐵T
𝑑 (𝜌) 𝜏𝐴T

𝑑 (𝜌)

∗ ∗ −𝑄2 𝐵̂T
1 (𝜌) 𝜏𝐴T

1 (𝜌)

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄2 0

∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0, (14)

其中𝜆为很小的正常数. 由 Schur补可知, 式 (8)等价

于

Π +

⎡⎢⎣ 𝜆𝐼 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦ < 0. (15)

因此,对于任意Φ𝑘(𝑡) ∕= 0,有

Δ𝑉 (𝑘, 𝑡) ⩽ 𝜂T𝑘 (𝑡)Π 𝜂𝑘(𝑡) < −𝜆 ∣Ξ𝑘(𝑡)∣2 < 0. (16)

根据Lyapunov稳定性定理可知, 当满足条件 (8)时,

闭环时滞LPV重复过程 (4) (当𝑤𝑘+1(𝑡) = 0时)渐近

稳定.

假定零初始条件下对于任意𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝐿2{[0,
∞), [0,∞)}且不为 0,考虑如下性能指标:

𝐽 =

∞∑
𝑘=0

w 𝛼

0
[𝑧T𝑘+1(𝑡)𝑧𝑘+1(𝑡)− 𝛾2𝑤T

𝑘+1(𝑡)𝑤𝑘+1(𝑡)]d𝑡.

(17)

根据得到的渐近稳定和零输入条件, 对于任意

𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝐿2{[0,∞), [0,∞)}且不为 0和 𝑡 > 0,有

𝐽 ⩽
∞∑
𝑘=0

w 𝛼

0
Φ̄T

𝑘 (𝑡)Π̄ Φ̄𝑘(𝑡)d𝑡. (18)

其中

Φ̄𝑘(𝑡) = [ 𝑥T
𝑘+1(𝑡) 𝑥T

𝑘+1(𝑡− 𝜏(𝜌)) 𝑦T𝑘 (𝑡) 𝑤T
𝑘+1(𝑡) ]

T,

Π̄ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Π11 Π12 Π13 Π14

∗ Π22 0 0

∗ ∗ −𝑄2 0

∗ ∗ ∗ −𝛾2𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵̂T(𝜌)

𝐵T
𝑑 (𝜌)

𝐵̂T
1 (𝜌)

𝐵T
3 (𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑄2×

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵̂T(𝜌)

𝐵T
𝑑 (𝜌)

𝐵̂T
1 (𝜌)

𝐵T
3 (𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
T

+ 𝜏2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴T(𝜌)

𝐴T
𝑑 (𝜌)

𝐴T
1 (𝜌)

𝐴T
3 (𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑄2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴T(𝜌)

𝐴T
𝑑 (𝜌)

𝐴T
1 (𝜌)

𝐴T
3 (𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
T

+
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0𝐶T
1 (𝜌)

0

⎤⎥⎦𝑄2

⎡⎢⎣ 𝐶T(𝜌)

0𝐶T
1 (𝜌)

0

⎤⎥⎦
T

.

同理,由式 (8)能推导出

Π̄ +

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆𝐼 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0, (19)

其中𝜆为很小的正常数. 则对于任意 Φ̄𝑘(𝑡) ∕= 0,有

𝐽 ⩽
∞∑
𝑘=0

w 𝛼

0
Φ̄T

𝑘 (𝑡)Π̄ Φ̄𝑘(𝑡)d𝑡 < 𝜆

∞∑
𝑘=0

w 𝛼

0
∣𝜍𝑘(𝑡)∣2 d𝑡 < 0.

(20)

当满足条件 (8)时, 对于任意𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝐿2{[0,∞), [0,

∞)}且不为 0, 闭环时滞LPV重复过程 (4)渐近稳定

且满足式 (5)的𝐻∞性能指标. 2
注注注 1 本文研究状态在时间上趋于无穷大的时

滞LPV重复过程的渐近稳定问题;而一般重复过程研

究的是沿通道的稳定, 即在一个固定通道上, 状态在

有限时间内的稳定性问题.

注注注 2 定理 1的证明考虑了线性参数变化较

慢而不足以影响系统的动态特性, 基于Lyapunov-

Krasovskii函数方法建立系统的渐近稳定性. 这种分

析不具备全局性,由此得到的结果具有一定的保守性.

注注注 3 定理 1式 (9)中含有Lyapunov函数矩阵

与重复过程矩阵之间的耦合,因此式 (9)实际为参数

𝜌(𝑡)的非线性矩阵不等式,这给控制器的设计带来了

困难.为此,本文根据文献 [12],通过引进附加矩阵来

达到解耦的目的,从而得到以下改进的稳定条件.

定定定理理理 2 考虑时滞LPV重复过程 (1),给定正常

数 𝛾和 𝜏 , 对于任意的时滞 𝜏(𝜌)满足式 (2), 如果存在

连续可微矩阵𝑃 (𝜌)> 0,常矩阵𝑄1> 0, 𝑄2> 0, 𝑄3> 0

使得参数线性矩阵不等式 (21)对于所有参数变化轨

迹成立,则在零初始条件下对于任意𝑤𝑘+1(𝑡) ∈ 𝐿2{[0,

∞), [0,∞)}且不为 0, 闭环时滞LPV重复过程 (4)渐

近稳定且满足式 (5)的𝐻∞性能指标,即⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ω11 Ω12 Ω13 Ω14 Ω15 0 0 𝑈T 𝜏𝑄3

∗ Ω22 𝑄3 0 0 Ω26 Ω27 0 0

∗ ∗ Π22 0 0 0 Ω37 0 0

∗ ∗ ∗ −𝑄2 0 Ω46 Ω47 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ω55 0 Ω57 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω88 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

< 0.

(21)

其中

Ω11 = −(𝑈 + 𝑈T), Ω13 = 𝑈T𝐴𝑑(𝜌),

Ω12 = 𝑃 (𝜌) + 𝑈T𝐴(𝜌), Ω14 = 𝑈T𝐴1(𝜌),

Ω15 = 𝑈T𝐴3(𝜌),

Ω22 = −𝑃 (𝜌) +𝑄1 +

𝑠∑
𝑖=1

(𝑣𝑖∂𝑃 (𝜌)/∂𝜌𝑖),

Ω26 = 𝐶T(𝜌), Ω27 = 𝐵̂T(𝜌),

Π22与式 (9)中相同,

Ω37 = 𝐵T
𝑑 (𝜌), Ω46 = 𝐶T

1 (𝜌), Ω47 = 𝐵T
1 (𝜌),

Ω55 = −𝛾2𝐼, Ω57 = 𝐵T
3 (𝜌), Ω88 = −𝑃 (𝜌).

证证证明明明 式 (21)中的第 1个 8 × 8维的对角线子参

数线性矩阵不等式可写为

Ξ +𝑀T𝑈𝑁 +𝑁T𝑈T𝑀 < 0. (22)

其中

𝑀 = [ −𝐼 𝐴(𝜌) 𝐴𝑑(𝜌) 𝐴1(𝜌) 𝐴3(𝜌) 0 0 𝐼 ],

𝑁 = [ 𝐼 0 0 0 0 0 0 0 ],

Ξ =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 𝑃 (𝜌) 0 0 0 0 0 0

∗ Ω22 𝑄3 0 0 𝐶T(𝜌) 𝐵̂T(𝜌) 0

∗ ∗ Π22 0 0 0 𝐵𝑑(𝜌) 0

∗ ∗ ∗ −𝑄2 0 𝐶T(𝜌) 𝐵̂1(𝜌) 0

∗ ∗ ∗ ∗ 𝛾2𝐼 0 𝐵3(𝜌) 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄2 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑃 (𝜌)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

矩阵𝑀,𝑁的直交补可分别选择为𝑀⊥, 𝑁⊥,即

𝑀⊥ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴(𝜌) 𝐴𝑑(𝜌) 𝐴1(𝜌) 𝐴3(𝜌) 0 0 𝐼

𝐼 0 0 0 0 0 0

0 𝐼 0 0 0 0 0

0 0 𝐼 0 0 0 0

0 0 0 𝐼 0 0 0

0 0 0 0 𝐼 0 0

0 0 0 0 0 𝐼 0

0 0 0 0 0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝑁⊥ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0

𝐼 0 0 0 0 0 0

0 𝐼 0 0 0 0 0

0 0 𝐼 0 0 0 0

0 0 0 𝐼 0 0 0

0 0 0 0 𝐼 0 0

0 0 0 0 0 𝐼 0

0 0 0 0 0 0 𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



第 1期 齐 迹等: 时滞LPV重复过程的𝐻∞控制 97

因此,应用引理 1可知,式 (22)等价于

𝑀⊥TΞ𝑀⊥ < 0, (23)

𝑁⊥TΞ𝑁⊥ < 0. (24)

根据Schur补可知,式 (23)等价于式 (8)中第 1个 6× 6

维的对角线子参数线性矩阵不等式,而 (24)却包含于

条件 (23)中,于是可定义对角矩阵[
𝑀⊥T 0

0 𝐼

]
. (25)

用式 (25)对参数线性矩阵不等式 (21)进行全等变换,

便可得到定理 1中的式 (8). 因此,条件 (21)能够保证

闭环时滞LPV重复过程 (4)渐近稳定且满足式 (5)的

𝐻∞性能指标. 2
3.2 控控控制制制器器器求求求解解解

与定理 1相比, 定理 2更有利于数值的实现, 可

以方便地应用于控制系统的分析与综合.下面根据定

理 2给出时滞LPV重复过程的𝐻∞状态反馈控制器

的求解方法.

定定定理理理 3 考虑闭环时滞LPV重复过程 (4),给定

正常数 𝛾和 𝜏 , 对于任意的时滞 𝜏(𝜌)满足式 (2), 存在

形如式 (3)的无记忆𝐻∞状态反馈控制器, 使得闭环

时滞LPV重复过程 (4)渐近稳定且满足式 (5)的𝐻∞
性能指标的充分条件是: 存在连续可微矩阵𝑃 (𝜌) >

0,常矩阵 𝑄̃1 > 0, 𝑄̃2 > 0, 𝑄̃3 > 0和一般矩阵 𝐾̃1(𝜌),

𝐾̃2(𝜌)以及常矩阵𝑉 ,使得如下参数线性矩阵不等式

对于所有参数变化轨迹成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ω̄11 Ω̄12 Ω̄13 Ω̄14 Ω̄15 0 0 𝑉 𝜏𝑄3

∗ Ω̄22 𝑄̄3 0 0 Ω̄26 Ω̄27 0 0

∗ ∗ Ω̄33 0 0 0 Ω̄37 0 0

∗ ∗ ∗ −𝑄̄2 0 Ω̄46 Ω̄47 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ω̄55 0 Ω̄57 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄̄2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω̄88 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝑄̄3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

<0.

(26)

其中

Ω̄11 = −(𝑉 + 𝑉 T), Ω̄13 = 𝐴𝑑(𝜌)𝑈,

Ω̄12 = 𝑃 (𝜌) +𝐴(𝜌)𝑉 +𝐴2(𝜌)𝐾̄1(𝜌),

Ω̄14 = 𝐴1(𝜌)𝑉 +𝐴2(𝜌)𝐾̄2(𝜌), Ω̄15 = 𝐴3(𝜌),

Ω̄22 = −𝑃 (𝜌) + 𝑄̄1 +

𝑠∑
𝑖=1

(𝑣𝑖∂𝑃 (𝜌)/∂𝜌𝑖),

Ω̄26 = 𝑉 T𝐶T(𝜌),

Ω̄27 = 𝑉 T𝐵T(𝜌) + 𝐾̄T
1 (𝜌)𝐵

T
2 (𝜌),

Ω̄33 = −
[
1−

𝑠∑
𝑖=1

(𝑣𝑖∂𝜏(𝜌)/∂𝜌𝑖)
]
𝑄̄1 − 𝑄̄3,

Ω̄37 = 𝑉 T𝐵T
𝑑 (𝜌), Ω̄46 = 𝐶T

1 (𝜌),

Ω̄47 = 𝑉 T𝐵T
1 (𝜌) + 𝐾̄T

2 (𝜌)𝐵
T
2 (𝜌),

Ω̄55 = −𝛾2𝐼, Ω̄57 = 𝐵T
3 (𝜌), Ω̄88 = −𝑃 (𝜌).

此外, 若上述参数线性矩阵不等式 (26)有可行解, 则

𝐻∞状态反馈控制器的参数可由下式求得:

𝐾1(𝜌) =
−
𝐾1(𝜌)𝑉

−1, 𝐾2(𝜌) =
−
𝐾2(𝜌)𝑉

−1. (27)

证证证明明明 由于满足条件 (21)的附加矩阵𝑈可逆.

令𝑉 = 𝑈−1,用矩阵 𝐽 = diag{𝑉, 𝑉, 𝑉, 𝑉, 𝐼, 𝐼, 𝑉, 𝑉, 𝑉 }
对式 (21)进行全等变换,得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ω̄11 Ω̂12 Ω̄13 Ω̂14 Ω̄15 0 0 𝑉 Ω̂19

∗ Ω̂22 Ω̂23 0 0 Ω̄26 Ω̂27 0 0

∗ ∗ Ω̂33 0 0 0 Ω̄37 0 0

∗ ∗ ∗ Ω̂44 0 Ω̄46 Ω̂47 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ω̂55 0 Ω̄57 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω̂77 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω̂88 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω̂99

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

<0.

(28)

其中

Ω̂12 = 𝑉 T𝑃 (𝜌) +𝐴(𝜌)𝑉, Ω̂14 = 𝐴1(𝜌)𝑉,

Ω̂15 = 𝐴3(𝜌), Ω̂19 = 𝜏𝑉 T𝑄̄3𝑉,

Ω̂22 = 𝑉 T(−𝑃 (𝜌) + Ω22)𝑉, Ω̂23 = 𝑉 T𝑄3𝑉,

Ω̂27 = 𝑉 T𝐵̂T(𝜌), Ω̂33 = 𝑉 T(Π22 −𝑄3)𝑉,

Ω̂44 = −𝑉 T𝑄2𝑉, Ω̂47 = 𝑉 T𝐵̂T
1 (𝜌),

Ω̂55 = −𝛾2𝐼, Ω̂77 = −𝑉 T𝑄2𝑉,

Ω̂88 = −𝑉 T𝑃 (𝜌), Ω̂99 = −𝑉 T𝑄3𝑉.

定义矩阵𝑃 (𝜌) = 𝑉 T𝑃 (𝜌)𝑉, 𝑄̄1 = 𝑉 T𝑄1𝑉, 𝑄̄2 =

𝑉 T𝑄2𝑉, 𝑄̄3 = 𝑉 T𝑄3𝑉 ,并令 𝐾̄1(𝜌) = 𝐾1(𝜌)𝑉, 𝐾̄2(𝜌)

= 𝐾2(𝜌)𝑉 ,可得到式 (26). 2
4 仿仿仿真真真研研研究究究

考虑形如式 (1)的时滞LPV重复过程,已知如下

参数矩阵:

𝐴=

[
0 1 + 0.2𝜌1

−2 −3 + 0.1𝜌2

]
, 𝐴𝑑=

[
0.2𝜌1 0.2

−0.2 + 0.1𝜌2 0.3

]
,

𝐵=

[
0 1 + 0.1𝜌1

0.1 0.4 + 0.1𝜌2

]
, 𝐵𝑑=

[
0.1 0.2𝜌1

0 0.2− 0.3𝜌2

]
,

𝐴1=

[
0.5𝜌1 0.2

0.2𝜌2 0.1

]
, 𝐵1=

[
0 1 + 0.2𝜌1

0 0.5 + 0.1𝜌2

]
,
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𝐴2=

[
−0.5 + 0.1𝜌1 0.2

0.2 −0.1 + 0.2𝜌2

]
,

𝐴3=

[
0.2𝜌1

0.1 + 0.1𝜌2

]
,

𝐵2=

[
0.1𝜌1 0.2

0.2 −0.1 + 0.3𝜌2

]
, 𝐵3=

[
0.2𝜌1

0.1 + 0.1𝜌2

]
.

其中: 𝜌1(𝑡) = sin 𝑡, 𝜌2(𝑡) = ∣cos 𝑡∣为时变参数, 且满

足 𝜌1(𝑡) ∈ [−1, 1], 𝜌2(𝑡) ∈ [−1, 1]. 𝜏(𝜌) = 0.5𝜌2(𝑡)为

时变时滞, 𝜏 = 0.5代表最大时滞. 根据近似基函数

和网格技术[13],将定理 3中式 (26)的无限维线性矩阵

不等式转化为有限维线性矩阵不等式组. 选取基函

数为 𝑓1(𝜌) = 1, 𝑓2(𝜌) = 𝜌1(𝑡), 𝑓3(𝜌) = 𝜌2(𝑡), 于是有

𝑌 (𝜌) = 𝑌1 + 𝜌1(𝑡)𝑌2 + 𝜌2(𝑡)𝑌3. 应用Matlab线性矩

阵不等式工具箱, 可得𝐻∞噪声抑制水平的 𝛾∗ =

1.251 2,同时可求得𝐻∞状态反馈控制器参数为

𝐾1(𝜌) = 1.0× 103[ −1.405 6 3.165 3 ]+

1.0× 103[ −0.484 5 1.437 6 ]𝜌1(𝑡)+

1.0× 103[ 0.029 6 0.127 8 ]𝜌2(𝑡),

𝐾2(𝜌) = [ −0.365 4 −0.108 7 ]+

[ −0.781 5 −1.506 8 ]𝜌1(𝑡)+

[ 0.732 6 0.895 4 ]𝜌2(𝑡).

5 结结结 论论论

本文针对时滞LPV重复过程, 采用参数依赖

Lyapunov方法和参数线性矩阵不等式技术, 研究其

𝐻∞状态反馈控制问题.通过投影定理引入两个附加

矩阵, 解除了系统矩阵和依赖于参数的Lyapunov函

数矩阵之间的耦合,使得到的条件便于求解. 所得的

结论均是时滞相关条件,比时滞无关条件具有更小的

保守性. 仿真结果验证了本文所给出设计方案的有效

性.
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