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摘　要 : 结合支持向量机 (SVM)类间最大分类间隔和支持向量数据描述 (SVDD)类内最小描述体积思想 ,提出一种

新的学习机器模型———最大间隔最小体积球形支持向量机 (MM HSVM) .模型建立两个大小不一的同心超球 ,将正

负类样本分别映射到小超球内和大超球外 ,模型目标函数最大化两超球间隔 ,实现正负类类间间隔的最大化和各类

类内体积的最小化 ,提高了模型的分类能力.理论分析和实验结果表明该算法是有效的.
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Abstract : Inspired with the ideas of support vector machine ( SVM) between2class maximal classfication margin and

support vector data description ( SVDD) within2class minimal description volume , a novel learning machine model ,

maximal2margin minimal2volume hypersphere SVM (MM HSVM) , is p roposed in this paper. Two different concentric

hyperspheres are builted in the model , positive samples are packed in small hypersphere and negative samples are

excluded out side large hypersphere. The between2class margin is maximized by model objective function , which

realizes the maximization of between2class margin and the minimization within2class volume , and the model

classification performance is improved. Theoretical analysis and experimental result s show the effectiveness of the

proposed method.

Key words : Support vector machine ( SVM ) ; Support vector data description ( SVDD ) ; Between2class maximal

classfication margin ; Within2class minimal description volume ; Hypersphere support vector machine ( HSVM)

1　引　　言
　　类间间隔和类内聚类性是影响分类器分类性能

的两种重要因素 ,增大类间间隔和提高类内聚类性

有利于分类能力的提高.支持向量机 ( SVM) [1 ]是将

若干重要技术有机集成的分类器 ,通过构造最优超

平面寻找类间最大分类间隔以提高分类器的泛化能

力.支持向量机建立在结构风险最小化 ( SRM)基础

上 ,具有完善的理论支撑和稳定优良的性能表现 ,在

机器学习和模式识别领域得到了广泛的应用[2 ,3 ] .

支持向量数据描述 ( SVDD) [4 ]受到支持向量机的启

发 ,对模式样本建立紧致包裹超球 ,实现对一类样本

的最小体积描述 ,即对包容一类样本的空间闭域体

积最小化压缩———最小化类内体积 ,本质上等价于

类内聚类性的最大化. SVDD 能够解决一类样本的

识别问题 ,主要应用于目标拒识、预警技术、变化检

测等方面[5 ,6 ] .这两种分类方法各自考虑了影响分

类的两种因素 :最大化类间间隔和最大化类内聚类

性.一个很自然的想法是希望将这两种方法结合起

来 ,即在扩大分类间隔时 ,也提高类内聚类性 ,从而

增强分类器的分类性能.文献[7 ]提出分隔超球模型

(SH) ,采用类似支持向量机的建模结构 ,力图通过

一个超球将正负两类样本分隔.支持向量机假设两
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类样本基于超平面对称 ,但两类样本基于分隔超球

并不对称.文献 [ 8 ]对 SH 进行改进 ,得到最大间隔

球形支持向量机 ( MSSVM ) ,能够实现正负类类间

间隔的增大和正类类内体积的减小 ,但没有考虑负

类体积的减小 ,即不能提高负类的聚类性 ,使之在对

测试样本分类时还存在较大的混淆可能性.

本文建立一种新的模型 ,称之为最大间隔最小

体积球形支持向量机 ( MM HSVM) .运用 SVM 基

本理论和 SVDD超球结构 ,构造两个大小不一的同

心超球 ,小超球将正类样本包裹其中 ,大超球将负类

样本排斥在外.模型目标函数优化两超球间隔 ,同时

实现类间间隔的增大和正负两类类内体积的缩小 ,

更有利于分类器性能的提高.

2　最大间隔最小体积球形支持向量机
2. 1　MSSVM

MSSVM如图 1所示 ,正类样本用 +号表示 ,负

类样本用×号表示.设两类样本为超球可分 ,存在两

个同心超球 S1 和 S2 ,球心为 c. S1为小超球 , S2为大

超球 , S1 将正类样本包裹其中 , S2 将负类样本排除

其外.在超球 S2 上任选一点 A 对超球 S 1 做切平面

(在图 1中对应为切线) ,切点为 D ,连接 A D , Dc和

A c. 设 ‖Dc‖ = R , ‖A D ‖ = d , 则 ‖Ac‖ =

R2 + d2 .超球 S1 的半径为 R1 = R ,超球 S2 的半

径为 R2 = R2 + d2 ,则正负类类间间隔为Δ = R2

- R1 = R2 + d2 - R. MSSVM的目标为最大化类

间间隔Δ,等价于最大化 d2 和最小化 R2 ,并建立相

应的数学模型和定义类判决规则.

图 1　MSSVM

MSSVM通过最大化 d2 和最小化 R2 实现分类

间隔Δ的最大化 ,同时也可最小化正类类内体积.但

最大化 d2 和最小化 R2 并不能得到 R2 = R2 + d2

的最大化 ,无法保证负类类内体积最小化 ,不能确定

模型对负类类内聚类性的贡献.

2. 2　MM HSVM

MM HSVM如图 2 所示 , 设正负类样本 { x i ,

y i } , i = 1 ,2 , ⋯, n , x i ∈R d , y i ∈{ - 1 ,1} ,记正类训

练样本为 x +
i ,正类训练样本数为 n+ ,负类训练样本

为 x -
j ,负类训练样本数为 n- .模式样本在输入空间

中为超球可分 ,即存在两个同心超球 S1 和 S2 ,球心

为 c. S1 为小超球 ,半径为 R1 , S2 为大超球 ,半径为

R2 , R2 ≥R1 . S1 将正类样本包裹其中 ,正类样本在

超球体V 1中 , S1为V 1的边界 ; S2将负类样本排除其

外 ,设 S2 所对应的超球体为 V 2 ,则负类样本位于 V 3

=Ω\ V 2 中 ,Ω为输入空间.

图 2　MMHSVM

正负类类间间隔为Δ = R2 - R1 ,最大化类间间

隔Δ等价于最大化 R 2和最小化 R1 ,亦即等价于最大

化 R2
2 和最小化 R2

1 ,建立如下对应的数学模型 :

max
R2

1 , R2
2 , c ,ξ+1 ,ξ-j

R 2
2 - MR 2

1 - C1 ∑
i

ξ+
i - C2 ∑

j

ξ-
j ; (1)

s. t . ‖x +
i - c‖2 = ( x +

i - c) T ( x +
i - c) ≤R2

1 +ξ+
i ,

　　‖x -
j - c‖2 = ( x -

j - c) T ( x -
j - c) ≥R2

2 - ξ-
j ,

　　R2
2 - R2

1 ≥0 ,ξ+
i ≥0 ,ξ-

j ≥0 , Πi , j .

其中 :ξ+
i 和ξ-

j 为松弛因子 ,分别用于约束正负类奇

异点 ; C1 和 C2 为惩罚因子 ,用于控制模型训练精度

和泛化性能的平衡 ;参数 M ( M > 0 , M ≠1) 用于 R2
2

和 R2
1 的折衷.

由式 (1) 可得模型对应的 Lagrange辅助函数

L ( R2
1 , R2

2 , c ,ξ+
i ,ξ-

j ) =

R2
2 - MR 2

1 - C1 ∑
i

ξ+
i - C2 ∑

j

ξ-
j +

∑
i

α+
i [ R2

1 +ξ+
i - ( x +

i - c) T ( x +
i - c) ] +

∑
i

β+
iξ+

i + ∑
j

α-
j [ ( x -

j - c) T ( x -
j - c) -

R2
2 +ξ-

j ] + ∑
j

β-
jξ-

j +γ( R2
2 - R2

1 ) . (2)

其中 :α+
i ,β+

i ,α-
j ,β-

j ,γ为对应的非负 Lagrange乘子.

令式 (2) 分别对 R2
1 , R2

2 , c ,ξ+
i ,ξ-

j 求偏导 ,并令其
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等于 0 ,得到

∑
i

α+
i = M +γ, (3)

∑
j

α-
j = 1 +γ, (4)

C1 =α+
i +β+

i , (5)

C2 =α-
j +β-

j , (6)

5L
5c

= 2∑
i

α+
i x +

i - 2c∑
i

α+
i -

　 　2∑
j

α-
j x -

j + 2c∑
j

α-
j = 0 . (7)

由式 (3) , (4) 和 (7) 可得球心 c为

c =
1

M - 1 (∑
i

α+
i x +

i - ∑
j

α-
j x -

j ) . (8)

由式 (3) ～ (6) 可知

M ≤n- ·C1 , 1 ≤n- ·C2 . (9)

将式 (3) ～ (6) 和 (8) 带入 (2) , 得到模型的

Wolf 对偶二次规划问题

min - ∑
i

α+
i ( x +

i ·x +
i ) + ∑

j

α-
j ( x -

j ·x -
j ) +

　　 1
M - 1∑i , l

α+
iα+

l ( x +
i ·x +

l ) -

　　 2
M - 1∑i , j

α+
iα-

j ( x +
i ·x -

j ) +

　　 1
M - 1∑j , k

α-
jα-

k ( x -
j ·x -

k ) . (10)

s. t . ∑
i

α+
i ≥M , 0 ≤α+

i ≤C1 , Πi ;

　　∑
i

α+
i - ∑

j

α-
j = M - 1 , 0 ≤α-

j ≤C2 , Π j .

定理 1　当 M > 1时 ,二次规划 (10) 为凸二次

规划 ,即对偶二次规划问题的解为全局最优解.

求解对偶二次规划问题 ,得到 Lagrange乘子的

解α+
i 和α-

j ,由式 (8) 可求得超球球心 c.

任一样本 x与球心 c的距离平方公式

‖x - c‖2 =

( x , x) -
2

M - 1 (∑
i

α+
i ( x·x +

i ) - ∑
j

α-
j ( x·x -

j ) ) +

1
( M - 1) 2 ∑

i , l

α+
iα+

l ( x +
i ·x +

l ) -
2

( M - 1) 2 ∑
i , j

α+
iα-

j ×

( x +
i ·x -

j ) +
1

( M - 1) 2 ∑
j , k

α-
jα-

k ( x -
j ·x -

k ) . (11)

由 KKT条件和 MM HSVM模型可知 :

当 0 <α+
i < C1 时 ,ξ+

i = 0 , R2
1 = ‖x +

i - c‖2 ,

α+
i 所对应的 x +

i 为超球 S 1 的支持向量 ;

当 0 <α-
j < C2 时 ,ξ-

j = 0 , R2
2 = ‖x -

j - c‖2 ,

α-
j 所对应的 x -

j 为超球 S 2 的支持向量 ;

当正负两类样本在输入空间中不为超球可分

时 ,可引入非线性映射Φ,将输入空间的模式样本映

射到高维甚至无限维特征空间 H 中 ,实现超球可

分.而在特征空间 H中 ,两个向量Φ( x i ) ,Φ( x j ) 的

内积可利用Mercer核函数 K( x i , x j ) 映射来表示和

计算 ,即有

K( x i , x j ) =Φ( x i ) ·Φ( x j ) .

分类判决规则 :

1) 对于正负类二类分类问题 ,定义分类半径 R

= R1 + ( R2 - R1 ) / 2 = ( R2 + R1 ) / 2 .测试样本为 x ,

当 ‖x - c‖≤R时 ,判决 x ∈正类 ,反之 x ∈负类.

2) 对于多类分类问题 ,类似 SVM的处理方法 ,

可采用一对多、一对一、决策树等方式将多类分类问

题转换为多个二类分类问题进行类别判决.

3　模型比较分析
3 . 1　分类性能比较分析

SVM目标函数为 min (1/ 2) ‖w ‖2 ,类间间隔

为Δ = 2/ ‖w ‖, 通过最大化类间间隔以提高分类

器分类性能. SVDD目标函数为 min R2 ,追求模式样

本类内体积最小描述 , 即最大化类内聚类性.

MSSVM目标函数为 min R2 - Md2 ,等价于 min R2

和max d2 ,则有maxΔ= R2 + d2 - R ,即最大化分

类间隔 ;当 min R2 时 ,也可最小化正类类内体积 ;但

MSSVM模型不能对负类边界 R2 = R2 + d2 最大

化 ,无法提高负类类内聚类性.

MM HSVM的目标函数 max R2
2 - MR 2

1 ,等价于

max R2
2 和 min R2

1 , 由图 2 可知 ,Δ = R2 - R1 , 即

MM HSVM模型最大化类间间隔Δ = R2 - R1 ;

min R2
1 Ζ min R1 Ζ min V 1 ,提高了正类类内聚类性 ;

min R2
2 Ζ min R 2 ,从直观上可知 ,模型可以 min V 3 ,

但在绝对量度上 ,无论 R2 如何变化 ,只要 R2 为有限

值 ,则 V 3 的体积都为 + ∞,无法类似 ( R1 ,V 1 ) 来说

明 ( R2 ,V 3 ) 的变化关系.

为了严格说明 ( R2 ,V 3 ) 的对应变化关系 ,通过

同构的方式 ,可将排斥于超球 S2 外的映射空间 V 3 ,

同构于一个超球体 V′2 ,其对应的超球面为 S′2 ,半径

为 R′2 .其中 V 3 = { z | d ( z , c) ≥R2 , z ∈Rn} , S2 =

{ z | d ( z , c) = R2 , z ∈Rn} , R2 > 0 , d ( z , c) 表示点

z到球心 c的距离.

设 z为超球 S 2 外任意一点 ,即 z ∈V 3 ,连接球

心 c与点 z ,并向外延伸为射线 l ,在射线 l上选取一

点 z′,使得 d ( z′, c) = 1/ d ( z , c) .点 z与 z′是一一对

应的 ,即存在双射映射 f : z ∴z′,则 V 3 与 V′2 同构.

V′2 = { z′| d ( z′, c) ≤1/ R2 = R′2 , z′∈Rn} ,即 V′2

为一超球体 ,对应的超球面为

S′2 = { z′| d ( z′, c) = 1/ R2 = R′2 , z′∈Rn} ,

x -
j ∈V 2 Ζ x -

j′∈V′2 .
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max R2
2 Ζ min ( R′2 ) 2 , max R2 Ζ min R′2 ,则 min V′2 ,又

V 3 与 V′2 同构 ,于是有 min V 3 .因此 , MM HSVM 同

时实现类间间隔的增大和正负类类内体积的减小 ,

等价于类间间隔的增大和类内聚类性的提高.

3 . 2　算法复杂度比较分析

SVM ,SVDD ,MSSVM ,MM HSVM 的求解都

归结于具有线性约束条件的二次凸规划问题 ,线性

约束二次凸规划问题的算法复杂度主要取决于规划

中变量的个数和线性约束方程的个数. 采用符

号Q ( d , s) 表示一个线性约束二次凸规划问题 ,

CQ ( d , s) 表示对应的复杂度 ,其中 d为变量个数 , s

为线性约束方程的个数. 设训练样本数为 n , 则

SVM ,SVDD ,MSSVM ,MM HSVM 算法的复杂度

分别表示为 CQ ( n ,2 n + 1) , CQ ( n ,2 n + 1) , CQ ( n ,2 n

+ 2) , CQ ( n ,2 n + 2) .由文献 [9 ]知 , SVM 的求解在

时间和空间上的复杂度为 O( n2 ) ,则

CQ ( n ,2 n + 1) = O( n2 ) . (12)

令式 (12) 中的 n取值 n + 1 ,则有

CQ ( n + 1 ,2 n + 3) = O( ( n + 1) 2 ) = O( n2 ) ,

(13)

显然有下式成立 :

CQ ( n ,2 n + 1) ≤CQ ( n ,2 n + 2) ≤

CQ ( n + 1 ,2 n + 3) . (14)

由式 (12) ～ (14) 可知 , CQ ( n ,2 n + 2) = O( n2 ) ,各算

法复杂度同级.

4　仿真实验
　　为了验证MM HSVM的有效性 ,分别在日本女

性表情数据库 (J A FFE静态图像库) 和 UCI机器学

习数据库上进行了一系列的仿真实验 , 并将

MM HSVM与 SVM ,MSSVM算法进行测试比较.

实验 1　数据集为 J A FFE静态表情图像库 ,图

像库总计 213张图片 ,7种表情 (愤怒、厌恶、恐惧、高

兴、悲伤、惊讶和中性表情) ,通过 10个对象采集而

成 ,每人每种表情采集了 3幅图像.首先对原始图像

进行人脸图像子区域分割 ,截取出纯人脸表情图像 ,

并通过双线性插值算法和灰度直方图修正对人脸表

情图像进行尺度和灰度归一化处理 ,经过处理后的

人脸图像为 50 ×50像素大小.利用 Gabor小波变换

进行特征提取 ,其中 Gabor 小波变换中的网格大小

为 5 ×5[10 ] .分类器所选核函数均为高斯径向基核函

数 ,即

K( x , y) = exp ( - ( r- 1 ‖x - y‖) 2 ) , r = 10 .

SVM的惩罚因子 C = 10 , MSSVM 的类决规则与

MM HSVM类似 ,取 C1 = C2 = 10 ,采用one against

rest 方式构造多分类器.这里固定参数的目的在于

只考虑算法的相对性能 ,而不考虑其绝对性能.采用

3折交叉验证测试分类器的分类性能 ,平均测试结

果如表 1 所示 ,其中 MS ,MMS 分别为 MSSVM ,

MM HSVM的简写.从表 1可知 ,本文所提出的方法

能够有效地提高分类器的分类能力.

　表 1　各分类器在 JAFFE数据集上的平均识别率 %

SVM

MS

M

1 1 . 5 2 2 . 5 3

MMS

M

1 . 5 2 2 . 5 3

生气 89 . 7 90 . 7 90 . 7 90 . 7 90 . 7 90 . 7 95 95 95 95

厌恶 84 . 7 79 77 . 3 75 . 7 75 . 7 75 . 7 83 . 3 83 . 3 83 . 3 81 . 7

害怕 79 . 6 87 . 3 87 . 3 87 . 3 85 . 7 84 88 . 3 88 . 3 88 . 3 88 . 3

高兴 91 . 3 89 89 89 84 84 95 95 95 95

中性 81 . 3 85 . 7 85 . 7 85 . 7 84 84 83 . 6 83 . 6 83 . 3 83 . 3

悲伤 84 . 6 89 89 89 89 89 93 . 3 93 . 3 93 . 3 93 . 3

惊讶 78 89 89 90 . 7 90 . 7 90 . 7 90 90 91 . 7 90

平均 84 . 1 87 . 1 86 . 9 86 . 9 85 . 7 85 . 4 89 . 8 89 . 8 90 89 . 5

表 1中MSSVM的 M为控制模型中 d2 和 R2的

折衷参数 , 从平均识别率可知 , 随着 M 的增大 ,

MSSVM的平均识别率有降低的趋势 ;MSSVM 的

模型目标函数为 min R2 - Md2 ,随着 M 的增大 , R2

在目标函数中的变化率大于 d2 ,模型类间间隔

Δ = R2 + d2 - R = ( d2 / 2 R) (1 + o( d/ R) ) ,

R在类间间隔Δ最大化中仅起到一次方的作用 ,没

有 d在Δ最大化过程的作用明显 ,影响了Δ的最大

化.

表 1中MM HSVM的 M为控制模型中 R 2
1和 R2

2

的折衷参数 ,模型的目标函数为 max R2
2 - MR 2

1 .而

模型所追求的类间间隔Δ = R2 - R1 中 , R1 和 R2 是

同次的 , M的改变对类间间隔的最大化影响较小 ,

表现为实验中的平均识别率相对稳定.

实验 2　数据集来自 UCI机器学习数据库 ,它

们是 iris ,wine ,parkinsons ,表 2给出所选数据集特

征.各分类器核函数都选择高斯核函数 ,采用 one

against rest 方式构造分类器.每个分类问题使用不

同的核参数γ= [2 - 3 ,2 - 2 . 5 , ⋯,24 ]和折衷参数 C =

C1 = C2 = [21 ,22 , ⋯,210 ]估计推广能力 ;使用10折

交叉验证选择最优参数.规范化训练数据为均值 0 ,

方差 1 ,使用相同线性变化标度测试数据.

表 3给出了 SVM ,MSSVM ,MM HSVM在这 3

表 2　所选 UCI数据集的数据特征

数据集 总样本数 / 个 类数 特征数

Iris 150 3 4

Wine 178 3 13

Parkinsons 195 2 22
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表 3　各分类器在所选 UCI数据集上的平均识别率 %

SVM

rrate

( C, r)

MS

M = 1 . 5

( C, r)

M = 2

( C, r)

M = 2 . 5

( C, r)

MMS

M = 1 . 5

( C, r)

M = 2

( C, r)

M = 2 . 5

( C, r)

Iris

　

94. 7

(21 ,2 - 3)

95. 7

(21 ,2 - 1)

94. 3

(22 ,2 - 1. 5)

93. 7

(21 ,2 - 1. 5)

94. 9

(27 ,2 - 1. 5)

95. 3

(24 ,2 - 1. 5)

95. 3

(24 ,2 - 1. 5)

Wine

　

94. 4

(21 ,2 - 3)

95. 0

(21 ,21)

93. 3

(21 ,21)

93. 3

(21 ,21)

94. 3

(21 ,21)

94. 1

(24 ,21)

95. 7

(21 ,21)

Parkin

- sons

87 . 5

(21 ,2 - 1)

86 . 5

(22 ,21. 5)

86 . 5

(22 ,21. 5)

86 . 5

(21 ,21. 5)

87 . 5

(21 ,21)

87 . 5

(21 ,21)

87 . 5

(21 ,21)

个基准问题上的实验结果.由表 3可知 , MM HSVM

表现出良好的推广能力. rrate 表示测试样本的正确

率 , ( C , r) 为对应核参数 , M为模型参数.

5　结 　　论
　　增大类间间隔和提高类内聚类性是提高分类器

分类性能的两种不同方式 ,SVM关注于类间间隔的

最大化 ;SVDD追求一类样本的最小体积约束 ,即类

内聚类性最大化 ; MSSVM 在对类间间隔最大化时

也可最小化正类类内体积 ,但不能使得负类类内体

积最小化.本文提出的 MM HSVM 模型 ,在对模型

中两超球间隔即类间间隔进行最大化的同时 ,实现

了正负两类样本体积的最小化.将提高分类性能的

两种因素 :增大类间间隔和提高类内聚类性统一于

同一模型中 ,实现了模型分类能力的提高 ,且模型的

算法复杂度与其他算法相比是同级的.公共数据库

上的实验验证了算法的有效性.
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