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摘　要 : 讨论一类大规模系统的优化问题 ,提出一种递阶优化方法.该方法首先将原问题转化为多目标优化问题 ,证

明了原问题的最优解在多目标优化问题的非劣解集中 ,给出了从多目标优化问题的解集中挑出原问题最优解的算

法 ,建立了算法的理论基础.仿真结果验证了算法的有效性.
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Abstract : The optimization problem for a class of large2scale systems is considered. A hierarchical optimization

method is proposed , which convert s the original problem into multi2objective optimization problem. It is p roved that

the optimal solution of the original nonseparable problem is in the set of solutions of multi2objective optimization

problem. An algorithm is given , which can select out the optimal solution of the original nonseparable optimization

problem f rom the set of solutions of multiobjective optimization problem. Theoretical base of the algorithm is

established. Simulation result shows effectiveness of the algorithm.
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1　引　　言
　　如果对现有的、处理大规模优化问题的多级方

法 ,以整体有效性进行排序 ,原始2对偶法[1 ]将处在

显著位置.该方法以分解2协调原理为基础 ,在使用

时 ,将整体问题分解为规模较小的、通过互连方程相

联系的一系列子问题.以此为基础 ,发展了关联平衡

法和关联预测法[2 ] .这两种方法是大系统理论的根

本基石 ,其中蕴涵的分解2协调原理是系统科学对处
理复杂系统的突出贡献.原始2对偶法能够用于许多
问题 ,而且相当有效.它所解决的问题必须满足整体

目标函数关于各子系统的决策变量是可分的.

然而 ,决策者面临的优化问题常常具有下列特

点 :系统可能是线性的或者非线性 ,可能是单变量或

多变量 ,也可能存在序列扰动或连续扰动.在这种优

化问题中 ,用一个目标去度量系统的性能是不实际

的.尽管采用单一的性能指标在数学上极大简化了

所要解决的问题 ,但决策者必须关注系统的整个运

行过程、许多特性和指标.对于大规模系统而言 ,它

总是多功能、多目标、多属性的 ,相互之间可能存在

冲突 ,要保证每个目标都达到最优是不可能的.工程

上处理这类问题的一个行之有效的方法是采用效用

函数法 ,即整体目标函数取为多个性能指标的非线

性函数.这便导致了在原始2对偶意义下的不可分优
化问题.

对于可分问题 ,能够用原始2对偶算法 ,把大规

模问题分解为 N 个维数较小的子问题进行有效求

解 ;对于不可分问题 ,可近似地用各目标的线性加权

和近似整体目标 ,将不可分问题变成可分问题 ,再用

原始2对偶方法求解 ;另外 ,也可利用人工智能的算

法进行处理[325 ] .然而 ,这种策略和方法仅能得到次

优解 ,特别当整体目标与某个子目标之间存在严重

的非线性关系时 ,无论怎么选取权系数或算法 ,加权

和都不能作为整体目标的一个较好的近似 ,甚至这

种近似最优解可能与实际最优解相差很大.对于不
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可分的动态优化问题 ,Li引入了 k 2次可分性[6 ] ,解

决了一类不可分的优化问题.对于不可分静态优化

问题 , Title等人引入伪变量作为可分性策略 ,给出

了优化算法[7 ] . 但是 ,该方法仅适用于一类特殊问

题 ,且没有讨论算法收敛性问题.

本文以两个目标函数为例 ,在原始2对偶框架
下 ,解决了非线性效用函数的优化问题. 具体做法

是 :将不可分问题嵌入到一个多目标优化问题中 ,证

明原不可分问题的最优解在多目标优化问题的非劣

解集中 ;然后用原始2对偶算法从非劣解集中挑出原
问题的最优解.本文方法的突出特点在于既运用了

原始2对偶算法的分解特点 ,还找到了不可分问题的

最优解.

2　原始 2对偶算法
　　本节首先介绍原始2对偶 ( Primal2Dual) 算法 ,

它是以后各节讨论的基础.考虑下面形式的大规模

优化问题 :

　　( PD) min t ( x) ,

s. t . h( x) = 0 .

其中 t∶Rn →R , h∶Rn →Rm ( m < n) 是给定的函数.

在约束优化问题 ( PD) 中 ,当 t和 h具有如下特殊结

构时 :

t ( x) = ∑
N

i = 1

ti (ξi ) , h( x) = ∑
N

i = 1

hi (ξi ) ,

如果视ξi 为第 i 个子系统的决策变量 , ti (ξi ) 为第 i

个子系统的目标函数 ,则目标函数 t ( x) 表示整个大

系统的目标函数为各子系统目标函数之和 ,且决策

时 ,子系统之间没有竞争 ,整体约束条件 h( x) 为各

子系统约束之和.式中 x = (ξ1 ,ξ2 , ⋯,ξN ) , ti∶Rki →

R , hi ∶Rki →Rm ,且∑
N

i = 1
ki = n.

目标函数和约束条件中没有出现交叉项 ,这种

形式便是所谓的可分性形式 ,正是这一特点 ,才能采

用原始 2对 偶方法把一个大规模优化问题分解为
几个规模较小的子问题 , N 的大小代表了问题的规

模.

问题 ( PD) 的 Lagrangian函数 L 为

L ( x ,λ) = t ( x) +λT h( x) ,

其中λ是 Lagrange乘子.对偶函数为

D (λ) = min
x

L ( x ,λ) .

可以证明 ,在目标函数与约束满足凸性的条件下 ,问

题 (DP) 等价于 max
λ

D (λ) . 因此 ,可用梯度法获得

max
λ

D (λ) 的最优解 ,即

λk+1 =λk +α¨D (λk ) .

其中 : k为迭代次数 , ¨D (λk ) 是对偶函数 D (λ) 在λk

处的梯度向量 ,α为步长参数.

根据对偶函数 D (λ) 的定义 ,容易看出下面的关

系式成立 :

max
λ

D (λ) = max
λ

min
x

L ( x ,λ) .

上式表明 :对偶问题的最大化可通过右边的两级算

法来实施 ,第 1级 (也称为下级) 就是对固定的λ,解

最小化问题min
x

L ( x ,λ) ;第 2级 (也称为上级) 用梯

度法解对偶问题.观测第 1级优化问题的特点 ,显然

有

min
x

L ( x ,λ) = ∑
N

i = 1
min
ξi

[ ti (ξi ) +λT hi (ξi ) ].

这表明 :当大规模问题具有前述的可分性结构时 ,它

能够被分解成中括弧内的 N 个具有较小维数的最

小化问题.这就是原始2对偶算法的分解原理 : 对于

上级给定的协调变量λ,下级独立求解 N 个子问题 ;

然后把所求的解报告上级 ,上级根据当前的解重新

修正协调变量λ.这样 ,通过上下两级不断地信息交

换 ,最终可以得到原问题的最优解.

3　问题描述
　　考虑下面的大规模不可分优化问题 :

　　(NOP) min
x

t1 ( x) + <[ t2 ( x) ] ,

s. t . h( x) = 0 .

其中

t1 ( x) = ∑
N

i = 1
ti1 (ξi ) , t2 ( x) = ∑

N

i = 1
ti2 (ξi ) ,

h( x) = ∑
N

i = 1

hi (ξi ) , x = (ξ1 ,ξ2 , ⋯,ξN ) T .

为研究问题 (NO P) ,需要下面一些基本假定.

假定 1　tij , hi ,φ( u) 是可微函数.

假定 2　t1 ( x) , t2 ( x) , h( x) 关于决策变量ξi 是

可分的 ,且 t1 ( x) , t2 ( x) 是凸函数.

假定 3　φ( u) 是严格增函数.

以上 3 个假定是建立本文算法的理论基础 ,由

于后面的算法以梯度信息为工具 ,因此问题中所有

函数必须可微 ,φ( u) 的凸性要求避免了梯度信息搜

索容易陷入局部最优的困难.尽管这些假设限制了

本文方法的应用范围 ,产生了保守性 ,但保证了该方

法严密的理论基础.

如果记整体目标函数为

t ( x) = t1 ( x) +φ[ t2 ( x) ] ,

显然有 5 t/ 5 t1 > 0 ,根据假定 3 ,有 5 t/ 5 t2 ≥0 .这两

个不等式表明 :系统的两个目标函数或者性能指标

t1 ( x) 和 t2 ( x) 的改善 ,必然导致整体目标函数或者

性能的改善.

问题 (NO P) 代表了相当广泛的一类优化问题.
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例 1　在决策、控制理论与工程中 ,常常遇到的

以方差为目标函数的优化问题 ,目标函数有如下形

式 :

f ( x) = ∑
N

i = 1
[ f i ( x i ) -

1
N ∑

N

i = 1

f i ( x i ) ]
2

,

展开后整理得

f ( x) = ∑
N

i = 1
f 2

i ( x i ) -
1
N (∑

N

i = 1
f i ( x i ) )

2
.

取 t1 ( x) = ∑
N

i = 1
f 2

i ( x i ) , t2 ( x) = ∑
N

i = 1
f i ( x i ) ,φ

= -
1
N

u2 ,则 f ( x) = t1 ( x) +φ( t2 ( x) ) ,这正好是问

题 (NOP) 的形式.

例 2　随机序列决策分析中的目标函数[8 ,9 ] 常

取如下形式 :

f ( s1 , x1 , s2 , x2 , ⋯, sN , x N ) =

∑
N

i = 1
f i ( si , x i ) + [∑

N

i = 1
gi ( si , x i ) ]

1/ 2
.

取 t1 = ∑
N

i = 1
f i ( si , x i ) , t2 = ∑

N

i = 1
gi ( si , x i ) ,φ( u) = u ,

u ≥0 ,则 f = t1 +φ( t2 ) ,这也是问题 (NOP) 中目标

函数的形式.

另外 ,可靠性问题、效用问题的目标函数都具有

问题 (NO P) 的形式.因此 ,深入研究问题 (NO P) 的

求解方法十分重要.

4　可分性策略
　　对于不可分问题 (NO P) ,构造下面的多目标优

化问题 :

　　(MOP) min
x

[ t1 ( x) , t2 ( x) ]T ,

s. t . h( x) = 0 .

对于多目标优化问题 ,使每个目标函数都能达到最

优的解是不存在的 ,一般来说 ,仅关心非劣解.

定义 1　设 x̂ 是多目标优化问题 (MOP) 的可

行解 ,如果不存在 (MO P) 的可行解 x ,使得

ti ( x) ≤ ti ( x̂) , i = 1 ,2

至少有一个不等式成立 ,则称 x̂ 是多目标优化问题

(MO P) 的非劣解.实质上非劣解就是在可行域中 ,

没有比它更好的解.

定理 1　原问题 (NOP) 的最优解是多目标优

化问题 (MOP) 的一个非劣解.

证明 　设 x 3 是原问题 (NOP) 的最优解.用反

证法 ,假定 x 3 不是问题 (MOP) 的一个非劣解 ,那么

存在一个可行解 x̂ 使得

ti ( x̂) ≤ ti ( x 3 ) , i = 1 ,2 (1)

至少有一个严格的不等式成立.根据假定 3 ,φ关于

t2 ( x) 是严格递增的 ,根据式 (1) 有

t1 ( x̂) +φ[ t2 ( x̂) ] < t1 ( x 3 ) +φ[ t2 ( x 3 ) ] ,

即

t ( x̂) < t ( x 3 ) .

这与 x 3 是原问题 (NO P) 的最优解矛盾. 因此 , x 3

是问题 (MOP) 的一个非劣解. □

定理 1表明 :原不可分问题 (NOP) 的最优解在

多目标优化问题 (MOP) 的非劣解集中 ,而非劣解构

成的集合一般比可行解要少得多 ,且求非劣解已有

许多成熟的方法 ,这样仅需关注 (MO P) 的非劣解集

便可找出原问题的最优解.由于 t1 ( x) 和 t2 ( x) 是凸

函数 , (MOP) 的所有非劣解可由下面的加权

Lagrangian问题产生 :

　　( WL P) min t1 ( x) +λt2 ( x) ,

s. t . h( x) = 0 .

其中λ为正的权系数.问题 ( WL P) 的目标函数为

t1 ( x) +λt2 ( x) = ∑
n

i = 1
[ ti1 (ξi ) +λt i2 (ξi ) ].

由此看出问题 ( WL P) 的目标函数是可分的 ,给定λ,

它的解可用原始2对偶算法求出 ,即把一个大规模问

题分解成一些维数较小的子问题并行求解.

用反证法容易证明 ,问题 (WL P) 的最优解一定

是 (MO P) 的非劣解 ,同时由 t1 ( x) 和 t2 ( x) 的凸性

假定 , (MO P) 非劣前沿上的每一点都存在支撑平

面 ,因而其所有非劣解都可由 ( WL P) 的最优解产

生.给定一个正数λ,解 ( WL P) 可得到 (MOP) 的一

个非劣解 ,让λ取遍其定义域中的所有值 ,便可得到

(MO P) 的全部非劣解.那么究竟非劣解集中 ,哪个

非劣解是原问题的最优解 ,下面给出最优性定理.

定理 2　设 x 3 是 (NO P) 的最优解 , 则在

(WL P) 中 ,由λ3 =φ′[ t2 ( x 3 ) ] 产生的非劣解是

(NOP) 的最优解.

证明 　设 x 3 是 (NOP) 的最优解 ,最优性条件

　 5
5 x

{ t1 ( x) +φ[ t2 ( x) ]} | x = x 3 = 0 .

因上式左边的导数为向量 ,进一步可写成如下形式 :

　5 t1 ( x 3 )
5 x

+φ′[ t2 ( x 3 ) ]
5 t2 ( x 3 )

5 x
= 0 . (2)

假设λ3 对应的非劣解为 (NO P) 的最优解 ,由问题

(WL P) 和文献[10 ] , 有

5 t1 ( x 3 )
5 x

+λ3 5 t2 ( x 3 )
5 x

= 0 . (3)

结合式 (2) 和 (3) ,可得到λ3 =φ′[ t2 ( x 3 ) ].故定理

得证. □

5　参数λ的校正公式
　　对于给定的λ,求解问题 ( WL P) ,所得的解记为

x̂ (λ) .若最优性条件λ=φ′[ t2 ( x) ]满足 ,则 x̂ (λ) 为

问题 (NOP) 的最优解 ;否则 ,要修正λ. 下面推导λ
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的修正公式 ,从而获得一种新算法.

令 t ( x) = t1 ( x) +φ[ t2 ( x) ] ,则 t ( x) 关于 t1 ( x)

和 t2 ( x) 的梯度为

¨ t = [
5 t
5 t1

,
5 t
5 t2

]
T

= [1 ,φ′( t2 ) ]T . (4)

设 w = [1 ,λ]T ,构造如下方向向量 :

V ( w) = [V 1 ( w) ,V 2 ( w) ]T =

- ¨ t +
w T ¨ t
w T w

w . (5)

根据 Cauchy2Schwarz不等式 ,有

¨ tT ·V ( w) = - ‖¨ t ( w) ‖2 +
( w T ¨ t) 2

w T w
≤0 ,

说明 V ( w) 是 t ( x) 的一个下降方向.

假设 V ( w) = 0 ,根据式 (5) 中 V ( w) 的定义 ,有

w T ¨ t
w T w

- 1 = 0 ,
w T ¨ t
w T w
λ - φ′( t2 ) = 0 ,

即λ=φ′[ t2 ( x) ] ,这便是定理 2的最优性条件.因此

可以得出一个结论 ,定理2的最优性条件与V ( w) =

0等价.

设第 s次迭代所用的λ记为λs ,问题 ( WL P) 的

解为 x̂ s .构造如下问题 :

min t1 ( x) ;

s. t . t2 ( x) ≤ t2 ( x̂ s) - α1 V 2 ( w s) , h( x) = 0 . (6)

则问题 (6) 的 Lagrangian问题为

min L ( x ,μ) = t1 ( x) +μ[ t2 ( x) -

　　　　　　t2 ( x̂ s) - α1 V 2 ( w s) ] ,

s. t . h( x) = 0 . (7)

式 (7) 的对偶问题为

H (μ) = min
x

L ( x ,μ) , h( x) = 0 .

最优点 ( x 3 ,μ3 ) 实际就是问题max
μ

min
x

L ( x ,μ) 的

解.对于给定的μ, ( x̂ s , w s) 为已知参数 ,因此从式

(7) 可以看出 ,求解min
x

L ( x ,μ) 与求解问题 ( WL P)

完全等价.因此 ,问题 (7) 中的μ与问题 ( WL P) 中的

λ本质上是完全相同的.μ3 可使对偶函数 H (μ) 达

到最大 ,即

H (μ3 ) = max H (μ) .

因此μ3 的搜索可用梯度法进行 ,于是下次的μ值为

μs+1 =μs +α2
5 H (μs)

5μ . (8)

而 5 H (μ) / 5μ = - α1 V 2 ( w) , 迭代终止的条件为

5 H/ 5w = 0 ,即 V 2 ( w) = 0 ,满足原问题的最优性条

件.这样第 s + 1次的λ的校正公式为

λs+1 =λs - αV 2 ( w s) , (9)

其中 V 2 ( w s) 可按式 (5) 的定义数值求出.

综上所述 ,解决问题 (NO P) 的算法为 :

Step1 : 对于给定的λ,用原始2对偶算法求解问

题 ( WL P) ;

Step2 :用式 (9) 校正λ.

λ每校正一次 ,问题 ( WL P) 被求解一次 ,即产生

问题 (MOP) 的非劣解.λ校正结束的条件为 V ( w)

= 0 ,这等同于从问题 (MOP) 的非劣解集中挑出 ,

找到了原问题 (NOP) 的最优解.

6　算 　　例
　　假设系统的整体约束为

t11 + t21 - 7 = 0 , t12 + t22 - 20 = 0 .

其中

t11 ( x1 ) = 2 x11 + 2 x12 - 4 x13 ,

t21 ( x2 ) = x21 - x22 + 5 x23 ,

t12 ( x1 ) = 2 x11 + 3 x12 + x13 ,

t22 ( x2 ) = x21 + 7 x22 + x23 .

系统的各性能指标分别为

f 11 ( x1 ) = x4
11 + 6 x2

11 x2
12 + x11 x3

12 -

6 x11 x2
13 - x12 x13 + 4 x3

13 ,

f 21 ( x2 ) = 4 x2
21 + 2 x21 x22 + 2 x2

22 +

x21 + x22 + x2
23 ,

f 12 ( x1 ) = x2
11 + 2 x11 x12 + 4 x11 x13 + 3 x2

12 +

2 x12 x13 + 5 x2
13 + 4 x11 - 2 x12 + 2 x13 ,

f 22 ( x2 ) = x2
21 - 4 x21 x22 + 6 x21 x23 +

5 x2
22 - 10 x22 x23 + 8 x3

23 .

系统由两个子系统构成 ,两个子系统的决策变

量为 x1和 x2 ,其中 x1 = [ x11 , x12 , x13 ]T , x2 = [ x21 ,

x22 , x23 ]T .这表明每个子系统共有 3个决策变量.度

量系统的两个性能指标分别为 t1 ( x1 , x2 ) 和 t2 ( x1 ,

x2 ) ,其中

t1 ( x1 , x2 ) = f 11 ( x1 ) + f 21 ( x2 ) ,

t2 ( x1 , x2 ) = f 12 ( x1 ) + f 22 ( x2 ) .

整体性能指标为 t1 +φ( t2 ) ,其中 <( u) = u2 .

优化问题为

min [ t1 +φ( t2 ) ] ;

s. t . t11 + t21 - 7 = 0 ,

　　t12 + t22 - 20 = 0 .

显然 , t1 , t2 ,φ满足假设 1～假设 3 ,根据第 3节

的分析 ,工程中的方差最小化问题 ,可以转化为该问

题 ,只是目标函数中相差一个长数因子 N .

用本文的算法就是对于给定的参数λ,用原始2
对偶算法求解问题 ( WL P) ,即

min [ t1 +λt2 ] ;

s. t . t11 + t21 - 7 = 0 ,

　　t12 + t22 - 20 = 0 .

然后用式 (9) 校正λ,误差为

e = | - <′( t2 ) +
1 +λ<′( t2 )

1 +λ2 λ| .
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变量的初值均取为 0 . 5 ,校正λ的步长取为 0 . 02 ,下

级的步长均取为 0 . 01 ,λ经过 18次校正 ,误差 e小于

0 . 001 .所得的最优解为

x 3
1 = ( - 0 . 036 0 ,0 . 314 9 ,0 . 144 1) ,

x 3
2 = ( - 0 . 088 8 , - 0 . 131 8 , - 0 . 004 8) .

目标函数值为 - 0 . 089 0 , 最优的λ3 = 0 . 018 1 ,

<′( t2 ) = 0 . 018 2 .

如果用工程上加权近似法来近似整体目标函

数 ,即

t1 ( x) + [ t2 ( x) ]2 ≈ w1 t1 ( x) + w2 t2 ( x) =

w1 [ t1 ( x) +
w2

w1
t2 ( x) ] = w1 [ t1 ( x) +λt2 ( x) ].

显然 ,给定一个λ,由于目标函数 t1 ( x) +λt2 ( x) 是可

分的 ,可直接获得原问题的近似最优解.下面给出一

组λ的值 ,用原始2对偶法求解对应的性能指标值 ,

结果如表 1所示.

表 1　不同λ对应 t1 ( x) +λt2 ( x) 的最优值

λ t1 ( x) +λt 2 ( x) 迭代次数

0 . 018 1 - 0 . 089 0 18

0 . 5 6 . 873 3 51

1 10 . 791 2 76

表 1表明 :如果对这类不可分问题 ,采用常用的

加权近似法 ,尽管能使不可分问题采用原始2对偶
法 ,但求出的次优解与原问题真正的最优解相差太

远.

7　结 　　论
　　本文解决了目标函数具有不可分形式的大规模

优化问题 ,提出了一种新算法 ,并建立了算法的理论

基础.该算法实际上为 3级算法 ,第 1和第 2级为原

始2对偶算法 ,第 3级为λ的校正.仿真结果表明 ,该

3级算法是有效的.本文解决了目标函数不可分的

优化问题 ,如果约束中也有不可分情况出现 ,问题将

会更复杂 ,有待于进一步研究.
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