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需求依赖广告费用和销售价格的 newsboy型产品库存模型
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摘  要: 在假定随机需求是关于销售价格和广告费用的一般函数的前提下, 提出一个新的 newsboy 模型, 给出了寻

求最优广告费用、销售价格及订货量的分析方法, 并且还分析了需求的不确定性对最优销售价格和广告策略的影响.

最后, 通过数值实例验证了模型的求解过程并得到相关管理启示.
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Abstra ct: This paper develops a new newsboy model under the assumption that the random demand is a general

funct ion with respect to the selling price and the advertising expenditure. An analytical solution is provided for finding

the optima l advertising expenditur e, selling pr ice and order quant ity. The influence of demand uncertaint y on the

optimal policies is investigated as well. Numerical examples illust rate the solution procedure, and some managerial

insights are obtained.
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1  引   言
  随着消费者需求的个性化和多样化, 企业产品

的生命周期逐渐趋短, 越来越多的产品具有

newsboy型产品的特征. 比如:电脑产品的更新换

代,新的产品不断出现, 老的产品很快被淘汰. 就服

装制造业而言, 市场的潮流变化迅速,大多服装企业

1年分 4季推出新品, 就意味着一件服装在市场上

的销售周期只有 3个月左右.近些年, newsboy型产

品的订购和库存问题引起了研究者们的广泛关注,

许多研究者从不同的角度对经典的 newsboy 模型

作了进 1步的扩展. 对市场营销而言,主要存在两类

推广:第 1类是假定需求是依赖销售价格的随机变

量,即可以利用价格杠杆来刺激需求.例如,文献[ 1]

首次将价格因素引入到 newsboy 模型中. [ 2]考虑

了零售商如何设定合适的价格以刺激顾客需求, 从

而最大化自身期望利润的问题. [ 3]指出可采用加和

与乘积两种方式刻画 newsboy型产品需求的随机

性. [ 4]对考虑价格决策的 newsboy 问题作了总结

和进一步推广. [ 5]进一步将[ 4]的模型推广到考虑

销售商的风险规避情形. [ 6]在 newsboy 框架下探

讨了采用多重价格折扣来销售多余的库存产品. [ 7]

在假定需求依赖价格的前提下, 考虑了顾客可能返

还一部分产品或撤消自己订单的情形. [ 8]考虑了存

在次级市场以销售 newsboy 型产品的问题. 另一类

则假定需求是依赖广告费用的随机变量, 即可以采

用广告投入来刺激消费. 此类研究主要是由于研究

者认识到了广告在企业产品营销中的重要作用. 根

据美国国家统计局提供的数据显示, 美国企业的广
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告投入从 1990年的 1300亿美元增加到 2000年的

2360 亿美元. 文献[ 9]将广告效应引入到 newsboy

问题中,并将潜在市场规模看成是一个随机变量, 假

定实际的市场需求是潜在市场规模和边际递减项的

乘积.在此假定下,他们建立了一个同时决策订购量

和广告费用的模型. [ 10]在假定需求的期望是关于

广告费用的幂函数的前提下, 建立了一个推广的

newsboy模型,并分别以期望利润最大化和达到某

个利润水平的概率最大化为目标,探讨了最优订购

量和广告投入的联合决策问题. 但其在模型中隐含

着如下假定:当广告投入趋于无穷大时,期望需求也

趋向无穷大.这一假定显然与现实不符. 最近, 周永

务等[ 11]在假定期望需求是关于广告投入的一般函

数且具有边际递减效应的前提下, 建立了 newsboy

型商品最优广告费用与订货策略的联合确定模型.

虽然现有文献已建立了需求依赖价格或广告费

用的 newsboy模型, 但很少有文献涉及销售价格和

广告费用同时决策的问题, 原因是同时考虑这两个

因素难以给出模型的分析解. 在实际的市场运作当

中,同时采用这两种营销手段的商品比比皆是.比如

爱国者、金士顿等移动闪存盘,各类品牌服装等.

本文在假定随机需求是关于价格和广告费用的

一般函数的前提下, 提出了一个更一般的 newsboy

模型,给出了寻求最优广告费用、销售价格及订货量

的分析方法,并分析了需求的不确定性对最优销售

价格和广告投入的影响. 最后,通过数值实例验证了

模型的求解过程并得到相关管理启示.

2  记号与假定
  Q表示系统在销售期初的订购量(决策变量) ;

a表示广告费用(决策变量) ; p表示经销商单位产品

的销售价格(决策变量) ; D( a, p) 表示经销商所面

临的期望需求; b表示单位短缺产品延期供给费用;

销售期末若产品过剩, 则折扣价 v进行清仓处理; cn

表示单位产品的正常购买成本; ce 表示紧急订购时

单位产品的购买成本; E表示均值为 1的正随机变

量,其概率分布函数为F(#) ,概率密度函数为 f (#) .

假定 1  根据实际情形, 假定期望需求 D(a, p)

满足如下性质: 1) 5D( a, p ) /5p < 0; 2) 5D( a,

p) / 5a \ 0, 5
2
D(a, p) / 5a

2
< 0; 3) D(+ ] , 0) =

Dm.

性质 1) 表示期望需求是关于销售价格的减函

数;性质 2) 表示期望需求是随着广告投入的增加而

增加,但广告投入的边际效用是递减的;性质 3) 指

出由于潜在顾客的有限性, 当销售价格趋于零且广

告投入趋于无限大时,期望需求将趋于一个上界 Dm.

为了便于分析, 假设期望需求函数具有如下形式:

D( a, p ) = D my ( p ) u( a) . (1)

其中: Dm 是经销商所面临的最大潜在需求; y( p) 和

u( a) 是归一化因子,即 0 < y( p) < 1, 0 < u( a) <

1, 分别表示销售价格和广告费用对市场需求的影

响.由性质 3) , 假定 yc( p) < 0. 为证明模型最优解

存在的唯一性,进一步假定 y( p) 是关于 p的一个下

凸函数,且 py ( p) 是一个下凹函数,即

yd( p ) \ 0, 2yc( p) + pyd( p ) [ 0. (2)

注 1  虽然为了获得模型的解析解而要求

y( p ) 和py( p) 分别为下凸和下凹函数,但这并非是

一个苛刻的条件. 比如:如果 y( p) 是常见的线性函

数 y( p) = 1- Hp ( p [ 1/ H) 或非线性函数 y( p ) =

(1 + p)
- b

( 0 < b [ 1) ,则上述条件总是满足的.

其次,由上述分析可知, u( a) 应满足

lim
a y + ]

u( a ) = 1, uc( a ) \ 0, ud( a) < 0. (3)

另外,为反映销售期内需求的不确定性,该产品

在整个销售期的实际需求量 x 被假定是D(a, p) 与

均值1的正随机变量E的乘积, 即x = D( a, p ) #E.因

此,需求的概率密度函数可表示成

g( x, a, p ) = 1
D(a , p)

f (
x

D( a, p) ) . (4)

假定 2  需求是一个非负随机变量, 且分布函

数二阶可微.

假定 3  销售季节期间的短缺量完全延期供

给.

假定 4  不失一般性, 假定 p > ce > cn > v.

3  模型的建立

  在上述的记号与假定下, 易得经销商的期望利

润为

0(Q, a, p) =

( p - ce - b)D( a, p ) + bD( a , p) S(Q/ D( a, p) ) +

( ce - cn) Q- ( ce - v) D( a, p)Q
Q/ D( a, p)

0
F ( x)dx - a,

(5)

其中

S( x) = x - Q
x

0
F( t )dt .

由于52 0(Q, a, p) / 5Q2 < 0,求解方程5 0(Q, a,

p ) /5Q = 0可得最优订购量 Q* 满足

F[Q* / D( a, p) ] = G,

或

Q* = D( a, p) F- 1( G) , (6)

其中 G= ( ce + b- cn) / ( ce + b- v) .

将式(6) 代入( 5) 可得经销商的期望利润为

0( a, p) = ( p - H )D my ( p ) u( a) - a, (7)

其中
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H = v+ ( ce + b- v) [ 1- Q
F- 1(G)

0
xf ( x)dx] .

( 8)

令 0( a, p) 关于 p 求二阶偏导数得

52 0( a, p) / 5p2 =

Dmu( a) [ 2yc( p) + pyd( p ) - Hyd( p ) ] . ( 9)

由于Q
+ ]

0
xf ( x) dx = 1,可得 H > 0.再由式( 2)

和( 9) 可得52 0( a, p) / 5p2 [ 0,即 0( a, p) 是关于 p

的下凹函数.因此, 通过求解一阶最优性条件, 可得

最优销售价格 p
*
满足

y( p * ) + ( p * - H ) yc( p* ) = 0. (10)

注意到 yc( p ) < 0, 故利用(10) , 易推出 p* >

H .

将 p
*
代入式( 7) ,可得

0( a) = ( p
*

- H )Dmy ( p
*

) u( a) - a . (11)

0( a) 是关于 a 的下凹函数,通过求解一阶最优性条

件,可得最优广告费用 a
*
满足

( p
*

- H )Dmy ( p
*

) uc( a
*

) - 1 = 0. (12)

综合上述分析, 可得如下定理.

定理 1  使得经销商期望利润最大化的最优销

售价格 p* , 广告费用 a * 以及订购量 Q* 可由下式

给出:

y( p* ) + ( p* - H ) yc( p* ) = 0, (13)

( p* - H )Dmy ( p* ) uc( a* ) - 1 = 0, (14)

Q
*

= D( a
*

, p
*

) F
- 1

( G) . (15)

将 a
*
代入式(11) , 可得经销商的期望利润为

0( a
*

) .

4  库存系统的相关性质
  由式(15) , 易得最优订购量、销售价格和广告

费用三者之间具有如下关系:

性质 1  经销商的广告费用投入越多或销售价

格制定越低,经销商的订购量越大.

对式(10) 两边同时关于 a 求导, 得 5p
*

/5a =

0.由此可得如下性质:

性质 2  经销商的最优销售价格不随广告投入

的变化而变化.

从性质 2可以观察到, 最优销售价格仅与价格

对期望需求的影响因子以及单位购买成本等有关,

而与广告费用投入的多少无关, 因此经销商应该提

高销售价格以平衡由于高广告投入所带来的损失.

另外,由式(13) ~ (15) , 易得库存系统具有如

下性质:

性质 3  

1) 5p
*

/ 5cn > 0,5a
*

/5cn < 0, 5 0( a
*

) /5cn <

0;

2) 5p * / 5ce > 0, 5a* /5ce < 0, 5 0( a* ) /5ce <

0;

3) 5p
*

/5b > 0, 5a
*

/ 5b < 0, 5 0( a
*

) /5b < 0;

4) 5p* /5v < 0,5a * /5v > 0,5 0( a* ) / 5v > 0.

性质 3指出, 当单位产品的购买成本(无论是在

正常订购模式下还是紧急订购模式下) 较大时或单

位短缺产品延期供给费用较高时, 经销商将制定一

个较高的销售价格;而当单位产品的残值较高时,则

制定一个较低的销售价格. 另外,广告投入费用和经

销商的期望利润随着单位产品的购买成本或单位短

缺产品延期供给费用的增加而减小, 随着单位产品

残值的增加而增加.了解库存系统的上述结构性质,

有助于经销商进行正确的决策.

5  需求不确定性对最优策略的影响
  如果需求是确定的,则对任何的广告投入费用

a 和销售价格 p , 需求 D(a, p) 是给定的, 因此订货

量应该是 Q = D( a, p) , 从而经销商总利润为

0d( a, p ) = ( p - cn)Dmy ( p) u( a ) - a. (16)

类似于第 3节的讨论, 易得使得 0d ( a , p) 取得

最大化的最优销售价格和广告费用满足

y( pd ) + ( pd - cn) yc( p d) = 0, (17)

( pd - cn)Dmy ( pd ) uc( ad) - 1 = 0. (18)

为了便于比较在随机环境和确定性环境下所对

应的最优策略,首先给出如下两个引理:

引理 1  1 + Q
F- 1(G)

0
F( x)dx > F - 1( G) .

引理 2  H > cn .

引理 1和引理 2的证明过程略.

由式(13) , ( 14) , (17) , (18) 以及引理 1和引理

2, 易得如下结论:

定理 2  随机需求情形下的最优广告投入费用

总是小于确定性需求情形下的最优广告投入费用,

但最优销售价格则恰好相反,即 a* < ad , p * > pd .

证明略.

定理 2表明, 环境的不确定性将导致经销商一

方面减少在广告方面的投入, 另一方面却增加单位

产品的销售价格, 因而也将导致经销商销售出更少

的产品.

6  数值仿真分析
  为了验证模型的结论,本文考虑如下的数值实

例.模型中用到的参数值如下: cn = 2, ce = 4, v =

0. 5, b = 1, Dm = 10000.销售价格和广告费用的影

响因子函数分别假定为: y( p) = 1- Hp , u( a) = 1-

Qe- Ka , 其中H= 0. 05, Q= 0. 75, K= 0. 001.并且假设

正随机变量 E服从均值为 1的指数分布.

首先,利用定理 1,可得使得经销商期望利润最
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大化的最优销售价格 p* ,广告费用 a* 以及订购量

Q
*
的显性表达式分别为

p* = 1
2 (
1
H

+ H ) , (19)

a* = 1
K
ln[

D m(1 - HH ) 2QK
4H ] , (20)

Q* = [
Dm(1 - HH ) 2K- 4H

2( 1- HH )K ]F
- 1 (G) . (21)

将各参数值代入式(19) ~ (21) , 可得 p* = 11. 8,

a* = 3221. 6, Q* = 4356. 8.再将上述最优策略代

入式(5) , 得到经销商的最大期望利润为 0( Q
*

, a
*

,

p* ) = 29 202. 3.

接下来分析参数 K和H的变化对最优策略及相

应期望利润的影响. 由于篇幅限制,本文只给出了参

数 K的变化图形,见图1 ~ 图 4.由灵敏度分析可知:

1) 最优订购量和期望利润随着 K的增加而增加, 但

最优广告费用却随着 K的增加而减小;而最优销售

价格却随着K增加而保持不变. 2) 最优销售价格、广

告费用、订购量以及相应的期望利润均随着 H的增

加而减小.

在进行数值实验时, 还假定随机变量E服从均

图 1  参数 K的变化对最优销售价格的影响

图 2  参数 K的变化对最优广告费用的影响

图 3 参数 K的变化对最优订购量的影响

图 4 参数 K的变化对期望利润的影响

匀分布和�分布. 通过计算发现所得的结论与上述

相同,限于篇幅,略去了具体的计算过程.

7  结   论

  企业在市场营销过程中经常同时使用价格和广

告这两个重要手段, 然而已有文献所提出的

newsboy模型却将这两个手段分割开,显然不能满

足企业的实际需要.鉴于此,本文对经典的 newsboy

模型作了进一步推广, 建立了需求同时依赖销售价

格和广告费用的 newsboy模型, 给出了寻求模型的

分析方法.为了便于库存管理者的决策,还给出了库

存系统的一些结构性质, 并且分析了需求的不确定

性对最优销售价格和广告投入的影响. 通过数字实

例验证了模型的求解过程, 并得到相关的管理启示.

本文考虑的单个经销商的情形, 进一步可以研究带

有多个竞争销售商的 newsboy 问题. 另外, 本文假

定随机需求的概率分布是已知的, 进一步可参考文

献[ 12]来讨论在随机需求的概率分布未知时经销商

的最优广告和销售策略.
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参数估计误差, 数据长度为3 000, 3种方法的参数估

计误差D随 t变化曲线如图1所示.参数估计误差曲

线可以用来衡量参数估计精度收敛于真值的速率和

参数估计精度.

图 1  参数估计误差 D随 t的变化曲线

从表 1 和图 1的仿真结果可以看出:对于强观

测噪声的MISO 系统, GSNLS 和 GSNMIRLS 的参

数估计精度优于 SNLS . SNLS的参数估计误差大,

明显是有偏差的; GSNLS 对参数估计初值的选择

比较敏感, 具有小波动, 而 GSNMIRLS 和 GSNLS

在通常不同的初始值、输入信号和观测噪声情况下,

都能收敛到全局最优. GSNMIRLS 在强观测噪声下

具有良好的工作特性.

7  结   论
  本文讨论了多个未知时延的 MISO 系统的辨

识问题,利用可分离性原理推导了用于估计时延和

传递函数参数的 SNLS 辨识方法.在此基础上,为了

降低收敛于局部最小的可能性,引进全局优化理论,

推导了 GSNLS 方法. 为消除强观测噪声所带来的

参数估计的偏差, 将多新息辨识方法融入 GSNLS

方法中 , 得到了 GSNMIRLS 方法 . 所 提出 的

GSNMIRLS 方法不仅保留了 GSNLS 的特点,提高

了辨识精度,弥补了强观测噪声所带来的偏差影响,

同时降低了辨识对参数初始值、输入信号和观测噪

声的依赖性.
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