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摘　要 : 针对移动机械手控制器设计中用隐函数定理进行模型降阶时存在的一些问题 ,把完整和非完整约束的统一

形式引入到系统的动力学模型降阶中.基于该降阶模型设计了不确定移动机械手稳定的运动/力鲁棒自适应线性参

数模糊控制器.理论分析和仿真结果表明 ,设计的控制器简单有效.
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Abstract : Design method of motion/ force robust and adaptive controller for uncertain mobile manipulator suffering

holonomic and un2holonomic constrains is researched. In view of some problems existing in model reduction with the

implicit function theorem when designing the controller of mobile manipulator , a unified form of holonomic and un2
holonomic const rains is int roduced into system’s dynamic model reduction. Based on the reduced model , a steady

motion/ force robust and adaptive linear parameter fuzzy controller for uncertain mobile manipulator is designed. The

theoretical analysis and the simulation result show that the designed controller is simple and effective.
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1　引　　言
　　很多学者对机械手等系统的运动/力混合控制

进行了研究[ 126 ] .文献 [ 2 ]研究了非完整约束的移动

机器人动力学控制 ,提出一种鲁棒自适应运动/力控

制方法. [ 4 ]分别讨论了完整约束或非完整约束的机

械系统的运动/力动力学控制 ,在存在参数不确定和

外界扰动的情况下 ,提出了稳定的鲁棒自适应运动/

力控制策略. [ 5 ,6 ]对同时受到完整和非完整约束的

不确定移动机械手 ,提出了一种鲁棒自适应运动/力

控制策略 ,保证系统的运动轨迹收敛到期望的流形 ,

而且运动约束力有界.

　　在机器人系统的运动/力混合控制中 ,对完整约

束的处理是控制器设计的关键之一.当完整约束的

维数小于系统位形空间的维数时 ,隐函数定理给出

了直接消去冗余变量、只保留系统独立变量的存在

性.文献[ 426 ]利用隐函数定理对移动机械手的动力

学模型进行降阶 ,但在对系统完整约束的变量重新

划分时 ,不是从全局出发 ,而是认为冗余变量只存在

于机械手子系统中 ,干预了隐函数定理中变量的重

组 ,这种操作缺乏理论根据.实际上 ,隐函数定理只

给出了完整约束中直接消去冗余变量的存在性 ,可

能找不到冗余变量与独立变量之间的函数 ,所以直

接消去冗余变量要视具体情况而定.隐函数定理在

控制系统的应用中还存在一些其他的限制[7 ] :1)用

隐函数定理处理完整约束 ,需要求解微分2代数方
程 ,增加了求解难度 ;2)隐函数定理给出的解可能是

奇异解或多解 ;3)用隐函数定理处理完整约束时 ,应

保证变量始终满足完整约束.如果变量的初始条件

不满足完整约束 ,或在系统运行过程中由于扰动等

原因致使变量不再满足完整约束 ,则用隐函数定理

会得到错误的结果.所以有必要研究其他移动机械

手动力学的模型降阶和控制方法.
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　　本文在移动机械手动力学模型降阶中引入完整

和非完整约束的统一形式 ,克服了用隐函数定理模

型降阶的缺点.基于该降阶模型和线性参数模糊逻

辑系统 ,设计了不确定移动机械手的运动/力鲁棒自

适应控制器 ,并进行了仿真验证.

2　模型降阶
　　设 n自由度移动机械手由轮式差动驱动移动平

台和位于其上的机械手组成 ,移动平台的广义坐标

向量是 qv ∈ Rn1 ,机械手的广义坐标向量是 qa ∈

Rn2 ,其动力学模型可描述如下 :

M ( q) q̈ + C( q , Ûq) Ûq + G( q) =

B ( q)τ+ J ( q) Tλ+ d( q) , (1)

J n ( qv ) Ûqv = 0 , (2)

<( q) = 0 ∈R l . (3)

式中 :q = [ qT
v , qT

a ]T ∈Rn是移动机械手的广义坐标

向量 ; M ( q) ∈ Rn×n 是系统的正定对称惯性矩阵 ;

C( q , Ûq) ∈Rn×n是哥氏力矩阵 ; G( q) ∈Rn是重力项 ;

B ( q) ∈Rn×m 是系统已知的满秩输入矩阵 ;τ= [τT
v ,

τT
a ]T 是驱动力 ; J ( q) 是移动机械手的约束矩阵 ,

J ( q) =
J n 0

J v J a

, J n ∈Rk×n1 , k ≤n1是非完整约束

矩阵 ; J h = [ J v , J a ] ∈R l×n , l ≤n2 是移动机械手的

完整约束矩阵 ;λ= [λT
n ,λT

h ]T ,λn ∈Rk ,λh ∈R l分别

是与非完整约束和完整约束相应的拉格朗日乘子 ;

d ∈Rn 是系统的外界扰动.其中式 (2) 为非完整约

束 ,它把移动机械手的位形和速度限制在光滑流形

Ωn = { ( qv , Ûqv ) | J n ( qv ) Ûqv = 0 ∈Rk } 上 ;式 (3) 为完

整运动约束 ,它把移动机械手的位形和速度限制在

光滑流形Ωh = { ( q , Ûq) | <( q) = 0 ∈R l , J h ( q) Ûq = 0}

上.完整约束的维数通常少于广义坐标的维数 ,所以

移动机械手在此光滑流形上的动态完全由其独立的

坐标确定.

　　将式 (3) 微分得

J hÛq = 0 . (4)

式 (4) 与 (2) 相似 ,但式 (4) 与 (3) 并不是等价变换 ,

只有在满足初始条件 <( q0 ) = 0时它们才是等价的.

定义[7 ]

Û<( q) +δ<( q) = 0 ,δ> 0 , (5)

显然lim
t→∞

<( q) = 0 .用式 (5) 代替 (3) ,不论系统初始

条件是否满足 <( q0 ) = 0 ,最终都不会影响式 (4) 与

(3) 的等价性 ,这也是完整和非完整约束可以统一

表达的原因.

　　将式 (2) 与 (5) 合并 ,整理得

JÛq = a ( t) . (6)

其中

J ( q) =
J n 0

J v J a

, a ( t) =
0

- δ<( q)
.

　　由式 (6) ,存在一个光滑函数Ûη( q) ∈R
( n1 + n2 - k)

,

使得

Ûq = L ( q) Ûη( q) + v( q) , (7)

其中 v( q) 是式 (6) 的特解. L ∈R
( n1 + n2 ) ×( n1 + n2 - k) 满足

J ( q) L ( q) = 0 . (8)

将式 (7) 及其微分代入式 (1) ,得

MLÛη + ( MÛL + CL ) Ûη+ ( MÛv + Cv + G) =

Bτ+ J Tλ+ d , (9)

两边同乘以 L T ( q) ,考虑式 (8) 得

L T MLη̈ + L T ( MÛL + CL ) Ûη+ L T ( MÛv + Cv + G) =

L T Bτ+ L T d. (10)

定义

�M = ML , �C = ( MÛL + CL ) ,

�G = ( MÛv + Cv + G) , �M l = L T ML ,

�Cl = L T ( MÛL + CL ) , �dl = L T d ,

�Gl = L T ( MÛv + Cv + G) , �B l = L T B.

式 (9) 和 (10) 可分别写成

�Mη̈ + �CÛη + �G = Bτ+ J Tλ+ d , (11)

�M lη̈ + �Cl Ûη + �Gl = �B lτ+ �dl . (12)

3　模糊控制器设计
　　为设计鲁棒稳定的控制器 ,需要做一些合理的

假设 :

　　假设 1　移动机械手的系数矩阵都是有界的 ;

　　假设 2　外界扰动项 d( q) 有界 ;

　　假设 3　期望的广义坐标向量 qd连续有界 ,并

具有连续可微的二阶导数 ;

　　假设 4　期望的约束力λd 有界.

　　设η∈R
( n1 + n2 - k) 的期望值为ηd ∈R

( n1 + n2 - k)
.跟

踪误差 eη =η- ηd ,约束力误差 eλ =λ- λd .定义滤

波误差向量分别为 Ûηr = Ûηd - Kηeη , s = Ûη - Ûηr = Ûeη

+ Kηeη ,λc =λd - KλÛeλ - Ki∫
t

0
eλdτ.设模糊控制器的

输入变量和多项式矩阵分别为

　x = ( ÛηT
r ,η̈T

r ) T ,

　H ( x) = �M lη̈r + �Cl ( s + Ûηr) + �Gl -
1
2

�M
·

ls . (13)

令 �H ( x) = H ( x) - �dl ,因为系统存在参数和外界扰

动的不确定性 ,所以 �H ( x) 是不确定的.构造一个线

性参数模糊逻辑系统 Ĥ ( x ,θ̂) 逼近 H ( x) ,即

�H ( x) = H 3 ( x ,θ3 ) +ε. (14)

其中 : H 3 ( x ,θ3 ) 是 �H ( x) 的最佳模糊逼近 ;θ3 ∈Ωθ̂

是模糊逻辑系统的最佳逼近参数 ,有

θ3 = arg min
θ̂∈Ωθ

( max
x∈U
‖�H ( x) - Ĥ ( x ,θ̂) ‖) ,
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Ωθ = {θ̂| θ̂T
θ̂ ≤Mθ̂ , M�θ > 0} , U < R2 ( n1 + n2 - k)

;

ε是模糊逻辑系统的最佳逼近误差 ,一般假设最佳

逼近误差有界.本文采用单值模糊化、乘机推理和中

心平均解模糊逻辑系统[8212 ]

h( x ,θ) =
∑
M

j = 1

ωj (∏
N

i = 1

μFj
i

( x i , cji ,σji ) )

∑
M

j = 1
(∏

N

i = 1

μFj
i

( x i , cji ,σji ) )
. (15)

其中 : M和 N 分别是模糊系统的规则数和输入的模

糊变量数 ;μFj
i

( x i , cji ,σji ) 是模糊集 Fj
i的高斯隶属度

函数 ,有

μFj
i

( x i , cji ,σji ) = exp [ - ( x i - cji

σji
)

2

] , (16)

cji ,σji ,ωj 分别是高斯隶属度函数的实值参数 ,对线

性参数模糊逻辑系统而言 ,只有模糊后件的参数ωj

在线可调 ,模糊前件的参数 cji 和σji 是预先确定的.

对所研究的移动机械手 , �M l ∈ R
( n1 + n2 - k)

,所以模糊

逻辑系统的输出 Ĥ ( x ,θ̂) ∈R
( n1 + n2 - k)

.

　　定义线性化参数模糊逻辑系统为

Ĥ ( x ,θ̂) =

ĥ1 ( x ,θ̂1 )

…

ĥn1 + n2 - k ( x ,θ̂n1 + n2 - k )

=

yT
1 ( x)θ̂1

…

yT
n1 + n2 - k ( x)θ̂n1 + n2 - k

= YT ( x)θ̂.

(17)

其中 :Y( x) 称为模糊基函数矩阵 ;θ̂称为模糊逻辑系

统的可调参数向量.通过建立自适应律在线实时调

整参数θ̂,可使线性参数模糊逻辑系统 Ĥ ( x ,θ̂) 逐步

逼近移动机械手中的不确定项 �H ( x) .

　　定义鲁棒模糊控制器

Bτ = L # [ - Ks + Ĥ ( x ,θ̂) - Kεsgn ( s) ] - J Tλc ,

(18)

参数自适应律

θ̂
·

=

- ΓT Y( x) s ,

　‖θ̂‖2 < Mθ̂ , 或 ‖θ̂‖2 = Mθ̂

　且[ Y( x) s ]Tθ̂ > 0 ;

- ΓT Y( x) s +ΓT [ Y( x) s ]Tθ̂

‖θ̂‖2
θ̂,

　‖θ̂‖2 = Mθ̂且[ Y( x) s ]Tθ̂≤0 .

(19)

其中 :Γ > 0 , K > 0 ,λmin ( Kε) > ‖ε‖∞ ,λmin (·) 是矩

阵的最小特征值 , ‖·‖∞是向量的无穷范数.

　　定理 1　受完整和非完整约束的移动机械手

(式 (1) ～ (3) ) ,考虑参数和外界扰动等不确定性 ,

在满足假设 1～假设 4的条件下 ,对于期望的轨迹

qd 和约束力λd ,定义鲁棒控制器 (18) 和参数自适应

律 (19) ,有下面的结论 :

　　1) 广义坐标向量 q及其微分Ûq渐近收敛于期望
的轨迹 qd 和速度Ûq d ;

　　2) 约束力误差 eλ有界 ,并通过调节常数矩阵 Kλ

和 Ki ,可使 eλ接近于 0 ;

　　3) 模糊逻辑系统的参数θ̂有界.

　　证明 　定义 Lyap unov候选函数

V =
1
2

sT �M ls +
1
2

�θTΓ- 1 �θ. (20)

其中 :�θ =θ3 - θ̂,Γ > 0 .将式 (20) 微分得

ÛV =
1
2

sT �M
·

ls + sT �M lÛs - θ̂
·

TΓ- 1 �θ. (21)

　　由式 (12) 得

�M lÛs = �B lτ - [ �M lη̈r + �Cl ( s + Ûηr) + �Gl ] + �dl ,

(22)

代入式 (21) ,考虑式 (13) 和 (14) 有

ÛV = sT { �B lτ - [ H( x) - �dl ]} - θ̂
·

TΓ- 1 �θ =

sT { �B lτ - �H ( x) } - θ̂
·

TΓ- 1 �θ =

sT { �B lτ - H 3 ( x ,θ3 ) - ε} - θ̂
·

TΓ- 1 �θ. (23)

将式 (18) 代入 (23) ,得

ÛV = - sT Ks - Kε‖s‖ - sTε-

sT YT ( x) �θ - θ̂
·

TΓ- 1 �θ≤
- λmin ( K) ‖s‖2 - [λmin ( Kε) -

‖ε‖∞ ]‖s‖ - [ sT YT ( x) +θ̂
·

TΓ- 1 ]�θ. (24)

　　由λmin ( Kε) > ‖ε‖∞ ,并对式 (19) 的两种情况

分别讨论如下 :

　　1) ‖θ̂‖2 < Mθ̂或 ‖θ̂‖2 = Mθ̂且 [ Y( x) s ]Tθ̂

> 0时 ,由式 (24) 得

ÛV ≤
- λmin ( K) ‖s‖2 - [λmin ( Kε) - ‖ε‖∞ ]‖s‖≤

- λmin ( K) ‖s‖2 ≤0 ; (25)

　　2) ‖θ̂‖2 = Mθ̂且[ Y( x) s ]Tθ̂≤0时 ,由式 (24)

得

ÛV ≤- λmin ( K) ‖s‖2 -
[ Y( x) s ]Tθ̂

‖θ̂‖2
θ̂T �θ≤

701
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- λmin ( K) ‖s‖2 +
[ Y( x) s ]Tθ̂

‖θ̂‖2
θ̂T (θ̂- θ3 ) .

(26)

　　考虑不等式 - x T x ±x T y ≤- yT y/ 4 ,则式 (26)

可化为

ÛV ≤- λmin ( K) ‖s‖2 -
‖θ3 ‖2

4
≤

- λmin ( K) ‖s‖2 ≤0 . (27)

移动机械手的滤波误差 s和模糊系统参数误差 �θ都
是有界的 ,即 s ∈L ∞ , �θ∈L ∞. 另外 ,由式 (25) 或

(27) 可得

lim
T→∞∫

T

0
‖s‖2 dτ≤[V (0) - V ( ∞) ]

λmin ( K)
< ∞,

故 s ∈L 2 .因 s = Ûeη + Kηeη , eη =η - ηd ,所以 eη ∈

L ∞ ,Ûeη ∈L ∞且 eη ∈L 2 ,Ûeη ∈L 2 .由假设 1～假设 3

和ηr 的定义知 ,η, Ûη,ηr , Ûηr ,η̈r 都是有界的 ,式 (22)

的右边有界 , 所以 Ûs ∈ L ∞ , 进而知 ëη ∈ L ∞. 由

Barbalat 定理可推知lim
t→∞

eη = 0 , lim
t→∞

Ûeη = 0 ,所以有

lim
t→∞
η =ηd , lim

t→∞
Ûη = Ûηd , lim

t→∞
q = qd , lim

t→∞
Ûq = Ûqd .

由 �θ∈L ∞ ,θ3 ∈Ωθ知θ̂∈Ωθ ,模糊控制器参数

有界.

由式 (11) 得

J Tλ = - Bτ+ �Mη̈ + �CÛη + �G - d. (28)

将式 (18) 代入 (28) 得

J T (λ - λc) =

- L # [ - Ks + Ĥ ( x ,θ̂) - Kεsgn ( s) ] +

�Mη̈ + �CÛη + �G - d ,

即

J T ( KλÛeλ + Ki∫
t

0
eλdτ+ eλ) =

�Mη̈ + �CÛη + �G - d -

L # [ - Ks + Ĥ ( x ,θ) - Kεsgn ( s) ]. (29)

由前面推证的结果和假设 1～假设 4知 ,式 (29) 的

右边是有界的.设

W = J # { - L # [ - Ks + Ĥ ( x ,θ̂) - Kεsgn ( s) ] +

�Mη̈ + �CÛη + �G - d} ,

则

( KλÛeλ + Ki∫
t

0
eλdτ+ eλ) = W , (30)

其中 J # = J ( J T J ) - 1 是 J T 的广义逆.显然 ,约束力

误差 eλ有界 ,通过合适地选择常数矩阵 Kλ和 Ki ,可

使约束力误差 eλ接近于 0 . □

4　仿真结果
　　仿真的非完整轮式差动驱动移动机械手如图 1

所示 , n1 = 5 , n2 = 2 .移动平台的非完整约束为

J n ( qv ) =

sinθ - cosθ 0 0 0

cosθ sinθ 0 - r
2

- r
2

,

完整约束为θ= k (θr -θl ) .设机械手的完整约束为

<( q) = l2
1 + l2

2 + 2 l1 l2 cosθ2 - r2 .

则式 (6) 和 (7) 中的约束力矩阵为

J =

sinθ - cosθ 0 0 0 0 0

cosθ sinθ 0 - r
2

- r
2

0 0

0 0 1 r
2 d

- r
2 d

0 0

0 0 0 0 0 0 - 2 l1 l2 sinθ2

,

核矩阵、特解和多项式矩阵分别为

L =

0 r
2

cosθ r
2

cosθ

0 r
2

sinθ r
2

sinθ

0 r
2 d

- r
2 d

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 0

,

v =

0

0

-
5[2 dθ+ r(θL - θR ) ]

2 d

0

0

0

5 ( l2
1 + l2

2 + 2 l1 l2 cosθ2 - r2 ) cscθ2
2 l1 l2

,

a ( t) =

0

0

- 5[θ-
r

2 d
(θR - θL ) ]

- 5 ( l2
1 + l2

2 + 2 l1 l2 cosθ2 - r2 )

.

图 1　移动机械手模型

　　模糊系统的结构参数取 N = 4 , M = 81 , K =

3 ,高斯隶属度函数的参数 cji ,σji ( i = 1 ,2 , ⋯, N , j

= 1 ,2 , ⋯, M) 在[ - 50 ,50 ]中平均选取 , Mθ̂ = 100 .
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模糊控制器中的参数矩阵 K和 Kε分别取元素为 50

和 0 . 025的正定对角阵 ,其中 Kε对角元素的选择不

能过大 ,否者将减缓系统仿真的速度.外界扰动用随

机信号模拟 ,信号强度为 2倍 ;Γ= 0 . 5 , Kλ = 500 , Ki

= 15 .移动机械手广义坐标的初值为 [0 ,0 ,2 ,2 ,0 ,

0 ,2 . 418 9 ] ,期望轨迹为

x = 2sin (2 t +π/ 3) , y = 2 sin (2 t -π/ 3) ,

θ=
r

2 d
(θL - θR ) ,θL = 4 sin (2 t +π/ 2) ,

θR = 4 sin (2 t - π/ 2) ,θ1 = 2 sin (2 t +π/ 2) ,

θ2 = 2 . 418 9 .

系统仿真的部分结果如图 2～图4所示.图 2中

曲线 ①～ ⑤分别表示移动机械手的广义坐标 y ,

θ2 , x ,θ1 ,θ;图 3中曲线 ①～ ⑤分别表示广义坐标的

微分 Ûy ,Ûθ2 , Ûx ,Ûθ1 ,Ûθ;图 4中曲线 ①～ ④分别表示约

束力λn1 ,λn2 ,λh1 ,λh2 .仿真结果表明 ,对给定的初始

状态、外界扰动和期望的轨迹 ,移动机械手所有的位

形及其速度都能渐近跟踪 ;有界并能迅速地逼近期

图 2　位置跟踪

图 3　速度跟踪

图 4　约束力跟踪

望值.移动机械手的约束力所设计的移动机械手鲁

棒自适应模糊控制器是有效的.

5　结 　　论
　　移动机械手采用完整和非完整约束统一表达的

模型降阶方式 ,能克服用隐函数定理进行系统动力

学模型降阶的缺点.基于该降阶模型设计的运动/力

鲁棒自适应模糊控制器 ,结构简单 ,鲁棒性和适应能

力较强.
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